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Нехай πp(z) =
∏+∞

n=1 E( z
an

, p) — канонiчний добуток Вейерштрасса ро-
ду p, C∗ — комплексна площина з радiальними розрiзами вiд нулiв функцiї
πp до ∞, lnπp(z) визначена в C∗ однозначна гiлка багатозначної функцiї
Lnπp(z) = ln |πp(z)|+ iArgπp(z) така, що lnπp(0) = ln 1 = 0. Тобто

lnπp(z) =

z∫
0

π′
p(w)

πp(w)
dw, z ∈ C∗,

де iнтеграл береться вздовж вiдрiзку [0, z].
Безпосереднiм розвиненням lnπp(z) в ряд Фур’є отримано формули для
коефiцiєнтiв Фур’є ck(r, lnπp), якi залежать вiд нулiв πp(z).

Ключовi слова: канонiчний добуток Вейерштрасса, цiла функцiя, кое-
фiцiєнти Фур’є логарифму цiлої функцiї.

1. Постановка завдання

Нехай (an)
+∞
n=1 — деяка послiдовнiсть комплексних чисел, 0 < |a1| ⩽ |a2| ⩽ . . . ⩽

|an| ⩽ . . . така, що
+∞∑
n=1

1

|an|p+1
< +∞,

2020 Mathematics Subject Classification: 30D20
© М. Заболоцький, М. Мостова, С. Тарасюк, 2026



20
Микола Заболоцький, Мар’яна Мостова, Святослав Тарасюк
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2026. Випуск 98

де p ∈ N
⋃
{0}). Добуток

πp(z) =

+∞∏
n=1

E

(
z

an
, p

)
(1)

є цiлою функцiєю, яку називають канонiчним добутком роду p. Тут

E (z, p) =

{
1− z, якщо p = 0;

(1− z)exp
{
z + z2

2 + . . .+ zp

p

}
, якщо p ⩾ 1.

Нехай

φn = arg an ∈ [0, 2π), ln = {z : arg z = φn, |z| ⩾ |an|}, C∗ = C

(
+∞⋃
n=1

ln

)
— комплексна площина з радiальними розрiзами вiд нулiв an функцiї πp до ∞. Через
lnπp(z) позначимо визначену в однозв’язнiй областi C∗ однозначну гiлку багатозна-
чної функцiї Lnπp(z) = ln |πp(z)|+ iArgπp(z) таку, що lnπp(0) = ln 1 = 0.

Легко бачити, що

lnπp(z) =

z∫
0

π′
p(w)

πp(w)
dw, z ∈ C∗,

де iнтеграл береться вздовж вiдрiзку [0, z].
Для функцiї Φ

(
reiθ

)
∈ L1[0, 2π], 0 < r < +∞, правильна рiвнiсть

Φ
(
reiθ

)
=

+∞∑
k=−∞

Ck(r,Φ)e
ikθ,

де

Ck(r,Φ) =
1

2π

2π∫
0

Φ
(
reiθ

)
e−ikθdθ

— коефiцiєнти Фур’є Φ
(
reiθ

)
. Навпаки, якщо для довiльного r ∈ (0,+∞)

Φ
(
reiθ

)
=

+∞∑
k=−∞

Ak(r)e
ikθ,

то Ak(r) = Ck(r,Φ), k ∈ Z.
Нехай an = |an|eiφn нулi цiлої функцiї f, f(0) = 1,

ln f(z) =

+∞∑
n=1

γnz
n,

степеневе розвинення ln f в деякому околi точки z = 0. Тут ln f(z) визначена в C∗

однозначна гiлка багатозначної функцiї Ln f(z) така, що ln f(0) = 0.
Покладемо

nk(r, f) =
∑

|ak|⩽r

e−ikφn , γ̃n =

{
γn, n ⩾ 1;

0, n ⩽ 0.
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Для довiльного r ∈ (0,+∞) функцiя ln f
(
reiθ

)
∈ L1[0, 2π] i в [1] отримано

формули для її коефiцiєнтiв Фур’є

lk(r, f) = Ck(r, ln f) = γ̃kr
k + rk

r∫
0

nk(t, f)

tk+1
dt, k ∈ Z. (2)

Автори спiввiдношень (2) при їх доведеннi суттєво використали формули для
коефiцiєнтiв Фур’є логарифмiчної похiдної F (z) = zf ′(z)/f(z) функцiї ln f(z), отри-
манi в [2], а саме

bk(r, f) = Ck(r, F ) = kγ̃kr
k + nk(r, f) + krk

r∫
0

nk(t, f)

tk+1
dt, k ∈ Z,

та рiвностi lk(r, f) =
∫ r

0
bk(t, f)/tdt.

Використовуючи розвинення

ln(1− z) = −
+∞∑
n=1

zn

n

в околi U1(0) точки z = 0, з (1) неважко отримати, що

lnπp(z)=

+∞∑
k=p+1

(
−1

k

+∞∑
n=1

1

akn

)
zk=

+∞∑
k=p+1

γk(πp)z
k, тобто γk(πp)=0 для k=1, 2, . . . , p.

Покладемо nk(t) = nk(t, πp). Тодi для k ⩾ p+ 1

γk(πp) = −1

k

+∞∑
n=1

1

akn
= −1

k

+∞∫
0

dnk(t)

tk
= −1

k

 nk(t)

tk

∣∣∣∣+∞

0

+ k

+∞∫
0

nk(t)

tk+1
dt

 =

= −
+∞∫
0

nk(t)

tk+1
dt.

Звiдси, враховуючи (2)

l0(r, πp) =

r∫
0

n0(t)

t
dt = N(r, πp),

l−k(r, πp) = r−k

r∫
0

n−k(t)

t−k+1
dt, k ∈ N,

lk(r, πp) = rk
r∫

0

nk(t)

tk+1
dt, k = 1, 2, . . . , p,

lk(r, πp) = −rk
+∞∫
r

nk(t)

tk+1
dt, k ⩾ p+ 1.

(3)
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2. Доведення основних результатiв

В данiй роботi ми отримаємо формули (3) безпосередньо розвинувши lnπp(z) в
“узагальнений степеневий” ряд, а саме правильне таке твердження.

Теорема 1. Для z ∈ C∗

lnπp(z) =

+∞∑
k=−∞

bk(r)z
k, (4)

де bk(r) =
∫ r

0
nk(t)
tk+1 dt при k ⩽ p i bk(r) = −

∫ +∞
r

nk(t)
tk+1 dt при k ⩾ p+ 1.

Зауваження 1. З 4 маємо lk(r, πp) = rkbk(r), k ∈ Z, тобто формули 3 i

lnπp(z) =

+∞∑
k=−∞

lk(r, πp)e
ikθ, z ∈ C∗. (4’)

Доведення. Спочатку зауважимо, що для m ⩾ p+ 1 та z = reiθ

−zm

m

∑
|an|>r

1

amn
= −zm

m

+∞∫
r

dnm(t)

tm
= −zm

m

 nm(t)

tm

∣∣∣∣+∞

r

+m

+∞∫
r

nm(t)

tm+1dt

 =

=
eimθ

m
nm(r) + bm(r)zm =

eimθ

m
nm(r) + cm(r)eimθ, (5)

де cm(r) = rmbm(r). Далi, для m ⩽ p, m ̸= 0,

− 1

mzm

∑
|an|⩽r

amn = − 1

mzm

r∫
0

dn−m(t)

t−m
= − 1

mzm

n−m(r)

r−m
−m

r∫
0

n−m(t)

t−m+1dt

 =

= −e−imθ

m
n−m(r) +

b−m(r)

zm
= −e−imθ

m
n−m(r) + c̃−m(r)e−imθ, (6)

де c̃−m(r) = r−mb−m(r).
Приймемо

c̃m(r) = cm(r), m = 1, 2, . . . , p. (7)

Тепер для z = reiθ ∈ C∗, 0 ⩽ θ < 2π,

lnπ(z) =

+∞∑
n=1

lnE

(
z

an
, p

)
=

 ∑
|an|⩽r

+
∑

|an|>r

 lnE

(
z

an
, p

)
= Σ1 +Σ2.

Завдяки (5)

Σ2 =
∑

|an|>r

(
ln

(
1− z

an

)
+

z

an
+

z2

2an2
+ . . .+

zp

panp

)
=
∑

|an|>r

(
−

+∞∑
m=p+1

zm

manm

)
=

=

+∞∑
m=p+1

−zm

m

∑
|an|>r

1

anm

 =

+∞∑
m=p+1

eimθ

m
nm(r) +

+∞∑
m=p+1

cm(r)eimθ. (8)
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Позначимо через φ̃n значення Argαn таке, що θ − φ̃n ∈ (0, 2π) i зауважимо, що

N(r, π) =
∑

|an|⩽r

ln
r

|an|
=

r∫
0

n0(t, π)

t
dt.

Завдяки (6)–(7) маємо

Σ1 =
∑

|an|⩽r

(
ln

(
− z

an

)
+ ln

(
1− an

z

))
+
∑

|an|⩽r

p∑
m=1

zm

mamn
=
∑

|an|⩽r

ln

(
r

|an|

)
+

+i
∑

|an|⩽r

arg
(
−ei(θ−φ̃n)

)
+
∑

|an|⩽r

(
−

+∞∑
m=1

αm
n

mzm

)
+

p∑
m=1

zm

m

∑
|an|⩽r

1

amn

 =

= N(r, πp) + i
∑

|an|⩽r

(θ − φ̃n − π) +

+∞∑
m=1

 −1

mzm

∑
|an|⩽r

amn

+

p∑
m=1

eimθ

m
nm(r)+

+

p∑
m=1

c̃m(r)eimθ = N(r, πp) + i
∑

|an|⩽r

(θ − φ̃n − π)−
+∞∑
m=1

e−imθ

m
n−m(r)+

+

+∞∑
m=1

c̃−m(r)e−imθ +

p∑
m=1

eimθ

m
nm(r) +

p∑
m=1

cm(r)eimθ. (9)

Враховуючи рiвнiсть
+∞∑
m=1

sinmα

m
=

π − α

2
, 0 < α < 2π,

отримуємо

+∞∑
m=1

eimθ

m
nm(r)−

+∞∑
m=1

e−imθ

m
n−m(r) =

∑
|an|⩽r

+∞∑
m=1

eim(θ−φ̃n) − e−im(θ+φ̃n)

m
=

= 2i
∑

|an|⩽r

sinm(θ − φ̃n)

m
= 2i

∑
|an|⩽r

π − (θ − φ̃n)

2
= i

∑
|an|⩽r

(π − θ + φ̃n).

Звiдси та з (8)–(9)

lnπp(z) =

+∞∑
m=1

cm(r)eimθ +N(r, πp) +

−1∑
m=−∞

c̃m(r)eimθ =

+∞∑
m=−∞

bm(r)zm,

що доводить теорему. □

Отже, l0(r, πp) = N(r, πp), lm(r, πp) = cm(r), l−m(r, πp) = c̃−m(r) для m ∈ N,
тобто формули (3) для коефiцiєнтiв Фур’є lnπp(z).
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3. Наслiдок

Позначимо ρ[πp] i ρ[n(r, πp)] вiдповiдно порядки функцiй πp(z) та n(r, πp). За
теоремою Бореля ρ[πp] = ρ[n(r, πp)] = ρ ∈ [p, p+1]. Нехай ρ(r) — уточнений порядок
n(r, πp). Добре вiдомо, що у випадку ρ = p або ρ = p+ 1 iнтеграл

+∞∫
1

tρ(t)−ρ−1dt

вiдповiдно розбiжний або збiжний. Приймемо

L1(r) =

r∫
1

tρ(t)−ρ−1dt, rρ1(r) = rρL1(r), якщо ρ = p;

L2(r) =

+∞∫
r

tρ(t)−ρ−1dt, rρ2(r) = rρL2(r), якщо ρ = p+ 1.

Тодi (див., наприклад, [3, с. 107–109]) ρ1(r), ρ2(r) — уточненi порядки, ρ1(r) → ρ,
ρ2(r) → ρ, rρ(r) = o

(
rρ1(r)

)
, rρ2(r) = o

(
rρ(r)

)
, r → +∞.

З (4’) неважко отримати наступне твердження.

Наслiдок 1. Нехай нулi πp(z) додатнi, 0 < ∆ < +∞,

n(r, πp) = ∆rρ(r) + o
(
rρ(r)

)
, r → +∞. (10)

Тодi для z = reiθ, 0 < θ < 2π, при r → +∞:
(A) lnπp(z) =

π∆
sinπρe

iρ(θ−π)rρ(r) + o
(
rρ(r)

)
, ρ ∈ (p, p+ 1);

(Б) lnπp(z) = ∆eiρθrρ1(r) + i∆(θ − π)eiρθrρ(r) + o
(
rρ(r)

)
, ρ = p ⩾ 1;

(В) lnπp(z) = −∆eiρθrρ2(r) + i∆(θ − π)eiρθrρ(r) + o
(
rρ(r)

)
, ρ = p+ 1;

(Г) lnπ0(z) = N(r, π0) + i∆(θ − π)rρ(r) + o
(
rρ(r)

)
, ρ = 0.

Доведення. Нехай ρ ∈ (p, p + 1) — нецiле число. Оскiльки нулi πp(z) додатнi, то
nk(r) = n(r, πp) i з (3), завдяки (10), отримуємо для всiх k ∈ Z

lk(r) = lk(r, πp) =
∆

ρ− k
rρ(r) + o

(
rρ(r)

)
, r → +∞. (11)

Звiдси i з (4’)

lnπp(z) = (1 + o(1))∆rρ(r)
+∞∑

k=−∞

eikθ

ρ− k
= (1 + o(1))

π∆eiρ(θ−π)

sinπρ
rρ(r), r → +∞.

Якщо ρ = p або ρ = p + 1, то маємо (11) для k ∈ Z \ {p; p + 1}, lp(r) = ∆rρL1(r) =

∆rρ1(r), lp+1(r) = −∆rρL2(r) = −∆rρ2(r). Тодi для ρ = p ⩾ 1

lnπp(z) = lρ(r)e
iρθ + (1 + o(1))∆rρ(r)

+∞∑
k=−∞, k ̸=ρ

eikθ

ρ− k
=

= lρ(r)e
iρθ + (1 + o(1)) i∆(θ − π)eiρθrρ(r), r → +∞,
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що доводить (Б) та (В). У випадку ρ = 0

lnπ0(z) = N(r, π0) + (1 + o(1))∆rρ(r)
+∞∑

k=−∞, k ̸=0

eikθ

k
=

= N(r, π0) + i∆(θ − π)rρ(r) + o
(
rρ(r)

)
, r → +∞.

□

Зауваження 2. Формули (А) та (Г) iншим методом отримано вiдповiдно в [3, c. 94]
(див. [3, c. 108–111, формули (5.241), (5.261)]) та [4, c. 316]. Формули (Б) i (В) уто-
чнюють спiввiдношення

lnπp(z) = ∆eiρθrρ1(r) + o
(
rρ1(r)

)
, r → +∞;

lnπp(z) = −∆eiρθrρ2(r) + o
(
rρ2(r)

)
, r → +∞.
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Let πp(z) =
∏+∞

n=1 E( z
an

, p) be a Weierstrass canonical product of genus p.
Let C∗ denote the complex plane with radial cuts from the zeros of the function
πp to ∞. By lnπp(z) we mean a single-valued branch in C∗ of the multivalued
function Lnπp(z) = ln |πp(z)|+ iArgπp(z) such that lnπp(0) = ln 1 = 0. That
is,

lnπp(z) =

z∫
0

π′
p(w)

πp(w)
dw, z ∈ C∗,

where the integral is taken along the line segment [0, z].
By directly expanding lnπp(z) into a Fourier series, formulas for its Fourier
coefficients ck(r, lnπp), which depend on the zeros of πp(z), are obtained.
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