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Дослiджена проблема визначення кривої дохiдностi для ринку креди-
тiв. Дано формулювання задачi про визначення рiчної процентної став-
ки для класичного кредиту за спот-ставками, а також оберненої зада-
чi про визначення часової структури спот-ставок за рiчною процентною
ставкою для кредиту. Знайдено розв’язки сформульованих задач. Показа-
но, що ставка для класичного кредиту знаходитися в межах спот-ставок.
Доведено, що розв’язок задачi про знаходження кривої дохiдностi iснує
не завжди. Як приклад, засобами електронних таблиць побудована крива
дохiдностi для iпотечних кредитiв на вторинному ринку житла в Українi.

Ключовi слова: класичнi кредити, рiчна процентна ставка, крива до-
хiдностi, часова структура процентних ставок, iпотечнi кредити.

1. Вступ

Для фiнансових iнструментiв рiзних класiв, зокрема облiгацiй, депозитiв та
кредитiв, принципове значення мають кривi дохiдностi спот, якi визначаються про-
центними ставками спот для iнвестування на t рокiв ([1, 5]). Кривi дохiдностi для
ринку облiгацiй внутрiшньої державної позики (ОВДП) публiкує Нацiональний банк
України ( [2]). Криву дохiдностi за депозитами фiзичних осiб вiдображає Україн-
ський iндекс ставок за депозитами фiзичних осiб (Ukrainian Index of Retail Deposit
Rates, UIRD) [3].
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Для кредитних операцiй важливою є крива дохiдностi спот на ринку довго-
термiнових кредитiв. Її використовують для оцiнки теперiшньої вартостi портфеля,
а також для розрахунку процентних ставок за кредитами.

Тому питання моделювання кривої дохiдностi для ринку кредитiв України є
актуальним.

2. Формулювання проблеми

Розглянемо класичний план виплат за кредитом – рiвними сумами по основному
боргу плюс проценти на залишок ([1]). Для цiєї схеми приймемо процентну ставку
сталою, але рiзною для кредитiв на рiзний термiн. Введемо стандартнi позначення:

n – термiн кредиту у роках;
An – сума кредиту на n рокiв;
rk = r (tk ) – часова структура рiчних процентних ставок спот, k = 1, 2, .., n;
r = (r1, r2, ..., rn) ∈ Rn – вектор процентних ставок спот;
in – стала рiчна процентна ставка, яку використовують для класичного кредиту

термiном на n рокiв;
Cnk – сума повернення за класичним кредитом в кiнцi перiоду з номером k.
Зазначимо, що для класичного кредиту суму повернення в кiнцi перiоду k ви-

значають так ([1]):

Cnk =
An

n
+

An

n
(n− k + 1) in. (1)

Розмiр кредиту повинен дорiвнювати теперiшнiй вартостi виплат за кредитом, а з
iншого боку – дисконтаванiй за спот-ставками вартостi цих виплат. Тому справджу-
ється рiвностi:

An =

n∑
k=1

Cnk

(1 + in)
k
=

n∑
k=1

Cnk

(1 + rk )
k
. (2)

Введемо позначення для теперiшньої вартостi постiйного та спадного ануїтетiв
постнумерандо тривалiстю n ≥ 1 рокiв:

P (n, r) =

n∑
k=1

(1 + rk)
−k

, (3)

D(n, r) =

n∑
k=1

(n− k + 1)(1 + rk)
−k

. (4)

Якщо спот-ставка стала (rk = r ≥ 0, k = 1, 2, ..., n), то отримаємо:

P (n, r) =

n∑
k=1

(1 + r)
−k

=
1− (1 + r)

−n

r
, (5)

D(n, r) =

n∑
k=1

(n− k + 1)(1 + r)
−k

=
nr − 1 + (1 + r)

−n

r2
. (6)

Зауважимо, що функцiї (5)–(6) є спадними за параметром r i зростаючими за пара-
метром n та пов’язанi рiвнiстю:

P (n, r) + rD(n, r) = n. (7)
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З урахуванням (1) перепишемо рiвностi (2) так:

n =

n∑
k=1

1 + (n− k + 1) in

(1 + in)
k

=

n∑
k=1

1 + (n− k + 1) in

(1 + rk)
k

. (8)

Зазначимо, що перша рiвнiсть в силу (7) є тотожнiстю, яка виконується для будь-
якого in.

Сформулюємо двi задачi.
Задача 1 (пряма задача). Як за вiдомою структурою процентних ставок

(r1, r2, .., rn) знайти сталу ставку для класичного кредиту in?
Задача 2 (обернена задача). Вiдомi спот-ставки r1, r2, .., rm−1 , а також ставки

i1, i2, . . . , in . Як знайти спот-ставки rm, rm+1, rm+2, .., rn?

3. Розв’язування Задачi 1

З другої рiвностi у (8) отримаємо рiвняння

n = P (n, r) + inD(n, r), (9)

з якого знаходимо невiдоме in:

in =
n− P (n, r)

D(n, r)
. (10)

Зауважимо, що вираз (10) є коректним, оскiльки при rk ≥ 0, k = 1, 2, .., n, викону-
ється рiвнiсть in ≥ 0. Тому знаходження ставки класичного кредиту in за вiдомою
структурою процентних ставок r1, r2, .., rn є простим.

Знайдемо оцiнку цiєї ставки за припущення, що ставки спот обмеженi:

ak ≤ rk ≤ bk, ak = min
1≤i≤k

ri, ak = max
1≤i≤k

ri, k = 1, 2, .., n. (11)

Тодi виконуються нерiвностi:

n− P (n, an) ≤ n− P (n, r) ≤ n− P (n, bn), D(n, bn) ≤ D(n, r) ≤ D(n, an). (12)

Тому, з урахуванням (6), для in отримаємо обмеження

an =
n− P (n, an)

D(n, an)
≤ in ≤ n− P (n, bn)

D(n, bn)
= bn. (13)

Отож, ставка класичного кредиту знаходиться в рамках обмежень для спот-ставок.

4. Розв’язування Задачi 2

З формули (10) легко бачити, що r1 = i1. Перетворимо другу рiвнiсть з (8) так:

1 + in
(1 + rn)

n = n−
n−1∑
k=1

1 + (n− k + 1) in

(1 + rk)
k

= V (n, r). (14)

З останнього рiвняння отримаємо рекурентну формулу для невiдомого rn за вiдо-
мими in та r1, r2, .., rn−1 та початковою умовою r1 = i1:

rn =

(
1 + in
V (n, r)

) 1
n

− 1, n = 2, 3, ... . (15)
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З виразiв (14) та (15) встановлюємо нерiвностi:

V (n, r) > 0, (16)

V (n, r) ≤ 1 + in. (17)

З цих нерiвностей випливає, що за вiдомих величин r1, r2, .., rn−1 процентна ставка
in не може бути будь-якою. Загалом, можна стверджувати, що алгоритм послiдов-
ного визначення знаходження структури процентних ставок rn за формулою (15) є
простим, однак процентнi ставки i1, i2, .., in не можуть бути довiльними.

Вивчимо поведiнку V (n, r) при великих n. Насамперед зауважимо, що за обме-
жень (11) виконуються нерiвностi

V (n, an) ≤ V (n, r) ≤ V (n, bn). (18)

Проведемо дослiдження функцiї V (n, r), r ≥ 0. З урахуванням (5) та (6) її можна
подати так:

V (n, r) = n− in
r2

(
nr − 1 + (1− r)(1 + r)

−n+1
)
− 1

r

(
1− (1 + r)

−n+1
)
. (19)

При великих n справджується асимптотика

V (n, r) ∼
(
1− in

r

)
n, (20)

тому цiлком можлива ситуацiя V (n, bn) ≤ 0 або V (n, an) > 1 + in.
Отож, виникає проблема коректного розв’язування оберненої задачi за задани-

ми i1, i2, . . . , in. Наприклад, якщо послiдовнiсть i1, i2, . . . , in задавати лiнiйно зро-
стаючою in = i0 + λn, λ > 0, то при великих λn виникне ситуацiя V (n, b) ≤ 0. У
випадку in = i0 − λn – буде порушена умова (17).

Практичнi розрахунки пiдтвердили зробленi теоретичнi висновки. Так,
для im = 0.200 + 0.005m при m = 10 отримано r10 = 0.446, а при m = 11 умова
(16) вже не виконується i r11 не визначається. У випадку спадної послiдовностi
im = 0.200 − 0.005m при m = 27 отримано r27 = 0.003, а при m = 28 порушується
умова (17).

Дослiдимо Задачу 2 iншим способом. Насамперед подамо її у формi системи
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Позначимо dk = (1 + rk)

−k – коефiцiєнт (множник)
дисконтування для моменту часу t = k. Очевидно, що виконуються нерiвностi

0 < dk ≤ 1, k = 1, 2, ..., n. (21)

Запишемо другу рiвнiсть з (8) для рiзних термiнiв n. Тодi прийдемо до системи
рiвнянь: 

(1 + i1)d1 = 1,

(1 + 2i2)d1 + (1 + i2)d2 = 2,
...
(1 + nin)d1 +

(
1 + (n− 1)in

)
d2 + · · ·+ (1 + in)dn = n.

(22)

Система рiвнянь (22) пов’язує послiдовностi коефiцiєнтiв i1, i2, . . . , in та d1, d2, . . . , dn.
Знаходження процентних ставок i1, i2, . . . , in за коефiцiєнтами d1, d2, . . . , dn не має
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складнощiв. Величину im легко визначити з рiвняння з номером m:

im =

m−
m∑

k=1

dk

m∑
k=1

(m− k + 1) dk

, m = 1, 2, . . . , n. (23)

Якщо ж вважати послiдовнiсть i1, i2, . . . , in – вiдомою, а послiдовнiсть
d1, d2, . . . , dn – невiдомою, тодi маємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь трику-
тного вигляду (22) з нижньою трикутною матрицею A. Визначник цiєї матрицi не
дорiвнює нулю:

det (A) =

n∏
k=1

(1 + ik) ̸= 0. (24)

Отож, в цьому випадку розв’язок системи рiвнянь (22) iснує i єдиний, однак вiн
не обов’язково задовольняє умови (21). Його легко знайти методом послiдовного ви-
значення невiдомих з трикутної системи. Отримаємо наступну рекурентну формулу,
аналогiчну (15):

(1 + im) dm = m−
m−1∑
k=1

dk (1 + (m− k + 1) im) , m = 1, 2, . . . , n. (25)

Крива дохiдностi для ринку iпотечних кредитiв класичного типу.
Розглянуто задачу побудови кривої дохiдностi для iпотечних кредитiв на купiвлю
житла на вторинному ринку України за даними [4]. Насамперед проведено аналiз
iпотеки у 2025 роцi. На рис. 1 показана середня ефективна рiчна процентна ставка
по кредитах на рiзний термiн: 1, 5, 10, 15 рокiв. Ставка для кредитiв на 20 рокiв пра-
ктично спiвпадає з ставкою на 15 рокiв, тому на рисунку не наводиться. Залежнiсть
ставки вiд термiну кредиту дослiджували для 17.09.2025 року. Графiк цiєї зале-
жностi подано на рис. 2. Залежнiсть добре апроксимується квадратичною функцiєю
0.00015128x2−0.00579557x+0.23797190 з коефiцiєнтом детермiнацiї R2 = 0.99150987.

Для розрахунку кривої дохiдностi приймали, що рiчна процентна ставка за кла-
сичним кредитом приблизно дорiвнює вказанiй середнiй рiчнiй ефективнiй ставцi.
Результати розрахункiв, отриманi за формулою (15), подано на рис. 3. На ньому
показано криву залежностi рiчної процентної ставки за класичним кредитом вiд
термiну та розраховану криву дохiдностi. На цьому рисунку також приведено кри-
ву дохiдностi для ОВДП на 16.09.2025 [3], перераховану на рiчнi складнi проценти та
екстрапольовану до 20 рокiв. Зауважимо, що при екстраполяцiї процентної ставки
за кредитом вже до n = 21 при розрухунку спот-ставки r21 порушується умова (15).

Легко бачити, що побудована таким способом крива дохiдностi для кредитiв
приблизно узгоджується з кривою дохiдностi ОВДП лише для кредитiв до 10 рокiв.
Тому також побудували теоретичну криву дохiдностi для кредитiв зсувом кривої
дохiдностi ОВДП та розрахували вiдповiднi рiчнi ставки за кредитами використо-
вуючи формулу (10). Отриманi результати подано на рис. 4.
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Рис. 1. Ефективнi рiчнi процентнi ставки по iпотецi на вторинне житло

Рис. 2. Залежнiсть ефективної ставки вiд термiну кредиту на 17.09.2025
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Рис. 3. Середнi кредитнi ставки та розрахована крива дохiдностi у
порiвняннi з кривою дохiдностi ОВДП

Рис. 4. Теоретичнi спот-ставки та теоретичнi рiчнi процентнi став-
ки для класичних кредитiв
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5. Висновки

У роботi показано, що задача розрахунку рiчних процентних ставок для кла-
сичного кредиту на основi теоретичної кривої дохiдностi завжди розв’язна, а про-
центна ставка знаходиться в межах спот-ставок. Для задачi розрахунку кривої дохi-
дностi за даними про рiчнi кредитнi ставки для кредитiв класичного типу отримано
рекурентну формулу. Доведено, що розв’язок цiєї задачi може не iснувати. Для iлю-
страцiї, проведено розрахунки для iпотечних кредитiв на ринку вторинного житла
в Українi.
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The problem of determining the yield curve for the credit market is investi-
gated. The formulation of the problem of determining the annual interest rate
for a classic loan at spot rates is given, as well as the inverse problem of determi-
ning the time structure of spot rates at the annual interest rate for the loan.
Solutions to the formulated problems are found. It is shown that the rate for a
classic loan is within the range of spot rates. It is proved that the solution to
the problem of finding the yield curve does not always exist. As an example, a
yield curve for mortgage loans on the secondary housing market in Ukraine is
constructed using spreadsheets.
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