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Розв’язано задачу про згин з розтягом круглої iзотропної пластини з
двома радiальними трiщинами з урахуванням смугового контакту їхнiх бе-
регiв. За допомогою теорiї комплексних потенцiалiв розв’язок задачi зведе-
ний до системи сингулярних iнтегральних рiвнянь, яка розв’язана чисель-
ним методом механiчних квадратур. Проведено числовий аналiз задачi.

Ключовi слова: трiщина, згин, пластина, контакт, комплекснi потен-
цiали, задачi лiнiйного спряження, контактне зусилля, коефiцiєнти iнтен-
сивностi.

1. Вступ

Розв’язок задач згину пластин з трiщинами з урахуванням гладкого контакту
їхнiх берегiв по лiнiї побудовано у працях [8, 9, 12]. У статтi [1] експериментально
пiдтверджено вплив контакту берегiв трiщини на напружено-деформований стан
пластини. Модель гладкого контакту берегiв трiщин по областi використовувалася
в роботах [2,3,5,6,10,11]. У цiй статтi розв’язано задачу про згин круглої iзотропної
пластини з двома радiальними прямолiнiйними наскрiзними трiщинами з ураху-
ванням гладкого контакту берегiв трiщин по областi сталої ширини по всiй їхнiй
довжинi поблизу верхньої основи пластини.
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2. Формулювання задачi

Розглянемо круглу iзотропну пластину радiуса R i товщини 2h, на дiаметрi
якої розташованi двi наскрiзнi радiальнi трiщини завдовжки 2l кожна, центри яких
знаходяться по обидва боки вiд центру пластини. Виберемо декартову систему коор-
динат Oxyz̃ так, щоб початок координат O спiвпадав з центром пластини, а площина
Oxy лежала в її серединнiй площинi. У площинi Oxy введемо полярну систему ко-
ординат (R, θ) з полюсом в точцi O i полярною вiссю Ox. Нехай центри трiщин Oj

розмiщенi на вiдстанi x0j вiд центру пластини, причому x0j+l < R, j = 1, 2. У точках
Oj виберемо початки декартових систем координат Ojxjyj , спрямувавши осi Ojxj

уздовж вiдповiдних трiщин. Областi ззовнi та всерединi пластини позначимо через
S+ i S− вiдповiдно, а також введемо такi позначення: Lj — лiнiя, на якiй розмiщена
j-та трiщина; L — межа пластини; aj i bj — точки на осi Ojxj , якi спiвпадають з
кiнцями j-ої трiщини (див. рис. 1).

Нехай пластина згинається рiвномiрно розподiленими на L моментом M0 i на-
вантаженням P , пiд дiєю яких береги кожної трiщини контактують по областi сталої
ширини hj(j = 1, 2) бiля верхньої основи пластини.

Рис. 1. Схема навантаження круглої пластини з двома
радiальними трiщинами.

Оскiльки береги трiщин контактують, розв’язок задачi визначатимемо у ви-
глядi суперпозицiї розв’язкiв двох взаємопов’язаних задач — плоскої задачi теорiї
пружностi та задачi згину пластини (теорiя Кiрхгофа-Лява) — за таких граничних
умов:
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– на межi пластини:
Mr = M0, x ∈ L; (1)
Pr = 0, x ∈ L; (2)
σr = 0, x ∈ L; (3)
σrθ = 0, x ∈ L; (4)

– для трiщин ([3]):
P+ = P− = 0, xj ∈ Lj , j = 1, 2; (5)

M+
yj

= M−
yj

≡ Myj
, xj ∈ Lj , j = 1, 2; (6)

σ+
xjyj

= σ−
xjyj

= 0, xj ∈ Lj , j = 1, 2; (7)

σ+
yjyj

= σ−
yjyj

≡ σyjyj
, xj ∈ Lj , j = 1, 2; (8)

Myj
= −2δjh

2σyjyj
, δj = 1− γj

3
, γj =

hj

h
, xj ∈ Lj , j = 1, 2; (9)

∂[vΠ]

∂xj
+ αjh

[
∂2w

∂xj∂yj

]
= 0, αj =

1

2

(
1 + (1− γj)

2
)
, xj ∈ Lj , j = 1, 2, (10)

де σxjyj
, σyjyj

, σr i σrθ — компоненти тензора напружень вiдповiдно в j-iй декартовiй
та полярнiй системi координат з початком у точцi O; vΠ — проєкцiя вектора перемi-
щення точки на вiсь Ojyj у плоскiй задачi, w — прогин пластини у задачi згину; Mr

i Myj
— згинальнi моменти; P± i Pr — узагальненi в сенсi Кiрхгофа перерiзувальнi

сили у декартовiй та полярнiй системах координат вiдповiдно; [f ] = f+− f−, знака-
ми “+” i “−” позначенi граничнi значення функцiї при прямуваннi точки площини
до j-ої трiщини при yj → ±0.

3. Розв’язок задачi

Розв’яжемо задачу згину пластини, використовуючи теорiю згину пластини
Кiрхгофа-Лява. Для цього введемо у розгляд комплекснi потенцiали [2]:

Φ(z) = ΦK(z) + Φ1(z1) + Φ2(z2),

Ψ(z) = ΨK(z) + Ψ1(z1)− x01Φ
′
1(z1) + Ψ2(z2) + x02Φ

′
2(z2),

(11)

де z = x+ iy, i2 = −1, zj = z + (−1)jx0j , j = 1, 2.
Зауважимо, що функцiї Φj(zj) i Ψj(zj) є голоморфними ззовнi j-ої трiщини, а

для функцiї ΦK(z) виконується

ΦK(z) =

{
A′

0 +A′
1z + ..., z → 0,

B′
0 +B′

1z + ..., z → ∞,
(12)

де A′
0 +B′

0 = 0, B′
1 = 0.

Введемо у розгляд функцiї ([2])

Ωj(zj) = −Φj(zj)− zjΦ′
j(zj)−Ψj(zj), j = 1, 2,

а функцiю ΦK(z) аналiтично продовжимо з областi z ∈ S− в область z ∈ S+:

ΦK(z) = −ΦK

(
R2

z

)
+

R2

z
Φ′

K

(
R2

z

)
+

R2

z2
ΨK

(
R2

z

)
, z ∈ S+.
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Тодi напружено-деформований стан пластини визначимо за формулами [2]:

ΦK(z)− R2

z2
ΦK

(
R2

z

)
+

(
1− R2

r2

)(
ΦK(z)− zΦ′

K(z)
)
+

+Φ1(z1) + Φ2(z2) +

(
1 +

z

z

)(
Φ1(z1) + Φ2(z2)

)
+

+
z

z

(
Ω1(z1) + Ω2(z2)− (z1 − z1)Φ′

1(z1)− (z2 − z2)Φ′
2(z2)

)
= g̃,

(13)

κ̃ΦK(z) +
R2

z2
ΦK

(
R2

z

)
−
(
1− R2

r2

)(
ΦK(z)− zΦ′

K(z)
)
+

+ κ̃ (Φ1(z1) + Φ2(z2))−
(
1 +

z

z

)(
Φ1(z1) + Φ2(z2)

)
−

− z

z

(
Ω1(z1) + Ω2(z2)− (z1 − z1)Φ′

1(z1)− (z2 − z2)Φ′
2(z2)

)
= f̃ ,

(14)

Φm(zm)− Ωm(zm) + (zm − zm) Φ′
m(zm) + ΦK(z) +

(
1 +

R2

z2

)
ΦK(z)+

+ zΦ′
K(z) +

R2

z2

(
ΦK

(
R2

z

)
− zΦ′

K(z)

)
+Φj(zj) + zmΦ′

j(zj)+

+ (z0m − z0j) Φ
′
j(zj)− zjΦ′

j(zj)− Ωj(zj) = ∂xm
gm, m = 1, 2, j = 3−m,

(15)

κ̃Φm(zm) + Ωm(zm)− (zm − zm)Φ′
m(zm) + κ̃ΦK(z)−

−
(
1 +

R2

z2

)
ΦK(z)− zΦ′

K(z)− R2

z2

(
ΦK

(
R2

z

)
− zΦ′

K(z)

)
+

+ κ̃Φj(zj)− Φj(zj)− zmΦ′
j(zj)− (z0m − z0j) Φ

′
j(zj) +

+ Φj(zj) + zjΦ′
j(zj) + Ωj(zj) = fm, m = 1, 2, j = 3−m,

(16)

де r = zz, zm = xm + iym, κ̃ = (3 + ν)/(1 − ν), gm = ∂xm
w + i∂ym

w, z01 = x01,

z02 = −x02, zj = z0m− z0j +xm, f̃ = p

(
Mr + ic̃′0 + iHrθ + i

s∫
0

Nn(s)ds

)
, p = − 1

D(1−ν) ,

fm = p

(
Mym

+ ic̃′m + iHxmym
+ i

t∫
−∞

Nym
(τ)dτ

)
, g̃ = 1

iz
∂
∂θ

([
∂w
∂r + i

r
∂w
∂θ

]
eiθ
)
, D =

2Q
3(1−ν2) , Q = Eh3, E — модуль пружностi, ν — коефiцiєнт Пуассона.

Пiдставивши граничнi умови (5) i (6) у (16), отримаємо задачi лiнiйного спря-
ження

(κ̃Φm(zm)− Ωm(zm))
+ − (κ̃Φm(zm)− Ωm(zm))

−
= 0, xm ∈ Lm, m = 1, 2,

розв’язавши якi, отримаємо

Ωm(zm) = κ̃Φm(zm), m = 1, 2. (17)

Додавши (15) i (16)

Φm(zm) + κ̃Φm(zm) + ΦK(z) + κ̃ΦK(z) =
∂gm
∂xm

+ fm, m = 1, 2



ЗГИН З РОЗТЯГОМ КРУГЛОЇ ПЛАСТИНИ ...
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2026. Випуск 98 173

i врахувавши граничнi умови (5) i (6), матимемо:

Φ+
m(t)− Φ−

m(t) = ym(t), t ∈ L, m = 1, 2, ym(xm) =
1

1 + κ̃

[
∂gm
∂xm

]
,

звiдки

Φm(zm) =
1

2πi

l∫
−l

ym(t)

t− zm
dt, m = 1, 2. (18)

З формули (14) та граничних умов (1) i (2) отримаємо:

κ̃Φ−
K(s) + Φ+

K(s) + κ̃Φ1(s− x01) + κ̃Φ2(s+ x02)−
(
1 +

R2

s2

)(
Φ1

(
R2

s
− x01

)
+

+ Φ2

(
R2

s
+ x02

))
− R2

s2

{
Ω1

(
R2

s
− x01

)
+Ω2

(
R2

s
+ x02

)
−
(
s− R2

s

)
×

×
(
Φ′

1

(
R2

s
− x01

)
+Φ′

2

(
R2

s
+ x02

))}
= − M0

D(1− ν)
, s ∈ L.

Введемо в розгляд функцiю

F (z) = −ΦK(z)− κ̃Φ1(z − x01)− κ̃Φ2(z + x02), z ∈ S+,

F (z) = κ̃ΦK(z) +
M0

D(1− ν)
−

(
1 +

R2

z2

){
Φ1

(
R2

z
− x01

)
+Φ2

(
R2

z
+ x02

)}
−

− R2

z2

{
Ω1

(
R2

z
− x01

)
+Ω2

(
R2

z
+ x02

)
−

(
z − R2

z

)
×

×
(
Φ′

1

(
R2

z
− x01

)
+Φ′

2

(
R2

z
+ x02

))}
, z ∈ S−,

(19)

для якої
F+(s)− F−(s) = 0, s ∈ L. (20)

З урахуванням формули (12) розв’язок задачi лiнiйного спряження (20) матиме
вигляд

F (z) = −B′
0 =

M0

D(1− κ̃)(1− ν)
+

1

2πR2

 l∫
−l

ty1(t)dt+

l∫
−l

ty2(t)dt

 . (21)

Пiдставимо (21) у (19) i виразимо ΦK(z):

ΦK(z) = B′
0 − κ̃Φ1(z − x01)− κ̃Φ2(z + x02), z ∈ S+,

ΦK(z) =
1

κ̃

{
−B′

0 +
M0

D(1− ν)
+

(
1 +

R2

z2

){
Φ1

(
R2

z
− x01

)
+Φ2

(
R2

z
+ x02

)}
+

+
R2

z2

{
Ω1

(
R2

z
− x01

)
+Ω2

(
R2

z
+ x02

)
−

(
z − R2

z

)
×

×
(
Φ′

1

(
R2

z
− x01

)
+Φ′

2

(
R2

z
+ x02

))}}
, z ∈ S−,

(22)
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З граничних умов (5), (6) та формули (16) отримаємо:

κ̃Φ+
m(xm) + κ̃Φ−

m(xm) + κ̃ΦK(z0m + xm)−
(
1 +

R2

(z0m + xm)2

)
ΦK(z0m + xm)−

−
(
z0m + xm − R2

z0m + xm

)
Φ′

K(z0m + xm)− R2

(z0m + xm)2
ΦK

(
R2

z0m + xm

)
+

+ κ̃Φj(zj)− xmΦ′
j(zj)− (z0m − z0j)Φ′

j(zj) + zjΦ′
j(zj) + κ̃Φj(zj) = ic̃′m + pMym ,

(23)

де zj = x0m − x0j + xm, z0m = (−1)m+1x0m, xm ∈ Lm, j = 3−m, m = 1, 2.
Якщо пiдставити (18) i (22) у (23), то для визначення невiдомої функцiї ym(t)

отримаємо два iнтегральних рiвняння, якi в безрозмiрних змiнних матимуть такий
вигляд:

l∫
−l

{
Kmm(ξ, η)Ym(η) + Lmm(ξ, η)Ym(η)

}
dη +

+

l∫
−l

{
Kmj(ξ, η)Yj(η) + Lmj(ξ, η)Yj(η)

}
dη =

= ic̃′m + qMym
/M0 + Pm(ξ), ξ ∈ [−1, 1], m = 1, 2, j = 3−m,

(24)

де

Kmj(ξ, η) =

{
κ̃/ {πi(η − ξ)}+ K̃mj(ξ, η), m = j,

κ̃λj/ {πi(Tj −Xm)}+ K̃mj(ξ, η), m ̸= j,

K̃mj(ξ, η) =
λj

2πi

{
Xm − Tj

κ̃(TjXm − 1)2
− Tj +

κ̃

TjXm − 1
(Tj − κ̃2Xm) +

+
1

κ̃(TjXm − 1)

(
κ̃2Tj + Tj +

2(Xm − Tj)

TjXm − 1

)
+

+
Tj

κ̃(TjXm − 1)2

(
T 2
j −XmTj −

2(X2
m + 2XmTj − T 2

j )

TjXm − 1

)}
,

Lmj(ξ, η) =
λj

2πi(TjXm − 1)

{
Tj −Xm +

Xm − Tj + T 2
j (Tj −Xm)

TjXm − 1

}
− λjTj

2πiκ̃
,

Pm(ξ) =
3

2
(1+ν), xj = lξ, t = lη, λ1 = λ2 =

l

R
, q = −3

2
(1+ν), Tj = λjη+(−1)j+1x0j

R
,

Xj = λjξ + (−1)j+1x0j , ym(t) = M0Ym(η)/(Eh3), Ym(η) = Ym1(η) + iYm2(η),

Ym1(t) i Ym2(t) — дiйснi функцiї.
Систему рiвнянь (24) доповнюємо додатковими умовами

1∫
−1

Ym(η)dη = 0,

1∫
−1

ηYm1(η)dη = 0, m = 1, 2, (25)

якi виражають вiдповiдно однозначнiсть кутiв повороту i прогину пластини при
обходi контура трiщини.
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Розв’яжемо плоску задачу. Розглянемо комплекснi потенцiали Колосова-
Мусхелiшвiлi [3] ΦΠ(z) i ΨΠ(z), з використанням яких можна визначити напружено-
деформований стан пластини [2]:

ΦΠ(z) = ΦΠK(z) + ΦΠ1(z1) + ΦΠ2(z2),

ΨΠ(z) = ΨΠK(z) + ΨΠ1(z1)− x01Φ
′
Π1(z1) + ΨΠ2(z2) + x02Φ

′
Π2(z2),

(26)

де функцiї ΦΠj(zj) i ΨΠj(zj) голоморфнi ззовнi j-ої трiщини.
Розглянемо функцiї [2]

ΩΠj(zj) = ΦΠj(zj) + zjΦ′
Πj(zj) + ΨΠj(zj), j = 1, 2,

ΦΠK(z) = −ΦΠK

(
R2

z

)
+

R2

z
Φ′

ΠK

(
R2

z

)
+

R2

z2
Ψ′

ΠK

(
R2

z

)
, z ∈ S+.

З урахуванням попереднiх формул та спiввiдношень (26) визначимо напружено-
деформований стан пластини у плоскiй задачi теорiї пружностi [2]:

ΦΠK(z)− R2

r2
ΦΠK

(
R2

z

)
+

(
1− R2

r2

)(
ΦΠK(z)− zΦ′

ΠK(z)
)
+ΦΠ1(z1)+

+ ΦΠ2(z2) +

(
1 +

z

z

)(
ΦΠ1(z1) + ΦΠ2(z2)

)
− z

z
(ΩΠ1(z1) + ΩΠ2(z2) +

+ (z1 − z1)Φ′
Π1(z1) + (z2 − z2)Φ′

Π2(z2)
)
= σrr − iσrθ,

(27)

κΦΠK(z) +
R2

r2
ΦΠK

(
R2

z

)
−
(
1− R2

r2

)(
ΦΠK(z)− zΦ′

ΠK(z)
)
+ κΦΠ1(z1)+

+ κΦΠ2(z2)−
(
1 +

z

z

)(
ΦΠ1(z1) + ΦΠ2(z2)

)
+

z

z
(ΩΠ1(z1) + ΩΠ2(z2) +

+ (z1 − z1)Φ′
Π1(z1) + (z2 − z2)Φ′

Π2(z2)
)
=

2µ

iz
· ∂(u+ iv)

∂θ
,

(28)

ΦΠm(zm) + ΩΠm(zm) + (zm − zm)Φ′
Πm(zm) + ΦΠK(z) +

(
1 +

R2

z2

)
ΦΠK(z) +

+ zΦ′
ΠK(z) +

R2

z2

(
ΦΠK

(
R2

z

)
− zΦ′

ΠK(z)

)
+ΦΠj(zj) + ΦΠj(zj) +

+ zmΦ′
Πj(zj) + (z0m − z0j)Φ

′
Πj(zj)− ΦΠj(zj)− zjΦ′

Πj(zj) +

+ ΩΠj(zj) = σymym
+ iσxmym

, m = 1, 2, j = 3−m,

(29)

κΦΠm(zm)− ΩΠm(zm)− (zm − zm)Φ′
Πm(zm) + κΦΠK(z)−

(
1 +

R2

z2

)
ΦΠK(z)−

− zΦ′
ΠK(z)− R2

z2

(
ΦΠK

(
R2

z

)
− zΦ′

ΠK(z)

)
+ κΦΠj(zj)− ΦΠj(zj)−

− zmΦ′
Πj(zj)− (z0m − z0j)Φ

′
Πj(zj) + ΦΠj(zj) + zjΦ′

Πj(zj)−
− ΩΠj(zj) = 2µ(u+ iv)′xm

, m = 1, 2, j = 3−m,

(30)

де µ — модуль зсуву, κ = (3− ν)/(1 + ν).
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Зазначимо, що для функцiї ΦΠK(z) виконуються спiввiдношення

ΦΠK(z) =

{
a′0 + a′1z + ..., z → 0,

b′0 + b′1z + ..., z → ∞,
(31)

та

a′0 + b′0 = 0, b′1 = 0. (32)

Пiдставивши граничнi умови (7) i (8) у (29), одержимо задачу лiнiйного спря-
ження

(ΦΠm(t)− ΩΠm(t))
+ − (ΦΠm(t)− ΩΠm(t))

−
= 0, t ∈ Lm, m = 1, 2,

розв’язок якої:

ΦΠm(z) = ΩΠm(z), m = 1, 2. (33)

Додамо (29) i (30):

(1 + κ) (ΦΠm(zm) + ΦΠK(z)) = σΠy − iτΠxy + 2µ
∂(uΠ + ivΠ)

∂xm
, m = 1, 2.

Шляхом пiдстановки граничних умов (7) i (8) у попередню формулу отримаємо
таку задачу лiнiйного спряження:

(1 + κ)
(
Φ+

Πm(t)− Φ−
Πm(t)

)
= 2µ

[
∂(uΠ + ivΠ)

∂xm

]
, t ∈ Lm, m = 1, 2.

Якщо ввести позначення

g′m(t) =
2µ

(1 + κ)i

[
∂(uΠ + ivΠ)

∂xm

]
, t ∈ Lm, m = 1, 2,

розв’язок задачi лiнiйного спряження матиме вигляд

ΦΠm(zm) =
1

2π

l∫
−l

g′m(t)

t− zm
dt, m = 1, 2. (34)

З формули (27) та граничних умов (3) i (4) одержимо

Φ−
ΠK(s)− Φ+

ΠK(s) + ΦΠ1(s− x01) + ΦΠ2(s+ x02) +

(
1 +

R2

s2

)
×

×
{
ΦΠ1

(
R2

s
− x01

)
+ΦΠ2

(
R2

s
+ x02

)}
− R2

s2
×

×
{
ΩΠ1

(
R2

s
− x01

)
+ΩΠ2

(
R2

s
+ x02

)
+

(
s− R2

s

)
×

×
(
Φ′

Π1

(
R2

s
− x01

)
+Φ′

Π2

(
R2

s
+ x02

))}
= 0, s ∈ L.

(35)
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Нехай

FΠ(z) = ΦΠK(z)− ΦΠ1(z − x01)− ΦΠ2(z + x02), z ∈ S+,

FΠ(z) = ΦΠK(z) +

M∑
j=1

(
1 +

R2

z2

)(
ΦΠ1

(
R2

z
− x01

)
+ΦΠ2

(
R2

z
+ x02

))
−

− R2

z2

{
ΩΠ1

(
R2

z
− x01

)
+ΩΠ2

(
R2

z
+ x02

)
+

(
z − R2

z

)
×

×
(
Φ′

Π1

(
R2

z
− x01

)
+Φ′

Π2

(
R2

z
+ x02

))}
, z ∈ S−.

(36)

Пiдставивши (36) у (35), отримаємо задачу лiнiйного спряження

F+
Π (s)− F−

Π (s) = 0, s ∈ L,

розв’язок якої, з урахуванням (31) i (32), матиме вигляд

FΠ(z) = −P

2
+

1

2πR2

 l∫
−l

tg′1(t)dt+

l∫
−l

tg′2(t)dt

 .

З формули (36) визначаємо функцiю ΦΠK(z) в областях z ∈ S+ i z ∈ S−:

ΦΠK(z) = −P

2
+

1

2πR2

l∫
−l

t (g′1(t) + g′2(t)) dt+ΦΠ1(z−x01)+ΦΠ2(z+x02), z ∈ S+, (37)

ΦΠK(z) = −P

2
+

1

2πR2

l∫
−l

t (g′1(t) + g′2(t)) dt−
(
1 +

R2

z2

)(
ΦΠ1

(
R2

z
− x01

)
+

+ ΦΠ2

(
R2

z
+ x02

))
+

R2

z2

{
ΩΠ1

(
R2

z
− x01

)
+ΩΠ2

(
R2

z
+ x02

)
+

+

(
z − R2

z

)(
Φ′

Π1

(
R2

z
− x01

)
+Φ′

Π2

(
R2

z
+ x02

))}
, z ∈ S−.

(38)

Пiдставимо крайовi умови (7), (8) у формулу (29):

σymym = Φ+
Πm(xm) + Φ−

Πm(xm) + ΦΠK(xm + z0m) +

(
1 +

R2

(xm + z0m)2

)
×

× ΦΠK(xm + z0m) + (xm + z0m)

(
xm + z0m − R2

xm + z0m

)
×

× Φ′
ΠK(xm + z0m) +

R2

(xm + z0m)2
ΦΠK

(
R2

xm + z0m

)
+ΦΠj(zj) + xmΦ′

Πj(zj) +

+ (z0m − z0j)Φ
′
Πj(zj)− zjΦ′

Πj(zj) + ΦΠj(zj), m = 1, 2, j = 3−m.

(39)
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Пiдставивши вирази для функцiй ΦΠm(z) (34) та ΦΠK(z) (37), (38) у (39), отри-
маємо два iнтегральнi рiвняння для визначення невiдомих функцiй g′m(t), якi в без-
розмiрних координатах набудуть такого вигляду:

1∫
−1

{
Rmm(ξ, η)Gm(η) + Smm(ξ, η)Gm(η)

}
dη +

+

1∫
−1

{
Rmj(ξ, η)Gj(η) + Smj(ξ, η)Gj(η)

}
dη =

= P ∗ + h2σymym
/M0, ξ ∈ [−1, 1], m = 1, 2, j = 3−m,

(40)

де

Rmj(ξ, η) =

{
1/ {πi(η − ξ)}+ R̃mj(ξ, η), m = j,

λj/ {πi(Tj −Xm)}+ R̃mj(ξ, η), m ̸= j,

R̃mj(ξ, η) =
λj

2πi

{
Xm − Tj

(TjXm − 1)2
+ Tj +

Tj −Xm

TjXm − 1
+

1

TjXm − 1

(
Tj +

Xm − Tj

TjXm − 1

)
+

+
Tj

(TjXm − 1)2

(
T 2
j −XmTj −

2(X2
m + 2XmTj − T 2

j )

TjXm − 1

)}
,

Smj(ξ, η) =
λj

2πi(TjXm − 1)

{
Tj −Xm +

Xm − Tj + T 2
j (Tj −Xm)

TjXm − 1

}
− λjTj

2π
,

P ∗ = hP/M0, g
′
m(t) = M0Gm(t)/h2, Gm(t) = Gm1(t) + iGm2(t),

Gm1(t) i Gm2(t) — дiйснi функцiї.
З умови однозначностi перемiщень при обходi контуру трiщини маємо

1∫
−1

Gm(η)dη = 0, m = 1, 2. (41)

З граничної умови (9) та рiвнянь (24) i (34) отримаємо

Im


1∫

−1

{
Kmm(ξ, η)Ym(η) + Lmm(ξ, η)Ym(η)

}
dη +

+

1∫
−1

{
Kmj(ξ, η)Yj(η) + Lmj(ξ, η)Yj(η)

}
dη

 = c̃′m,

ξ ∈ [−1, 1], m = 1, 2, j = 3−m,

(42)
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Re


1∫

−1

{
Kmm(ξ, η)Ym(η) + Lmm(ξ, η)Ym(η)

}
dη +

+

1∫
−1

{
Kmj(ξ, η)Yj(η) + Lmj(ξ, η)Yj(η)

}
dη

 +

+ 2δmp̃Re


1∫

−1

{
Rmm(ξ, η)Gm(η) + Smm(ξ, η)Gm(η)

}
dη +

+

1∫
−1

{
Rmj(ξ, η)Gj(η) + Smj(ξ, η)Gj(η)

}
dη

 = P ∗ + Pm(ξ),

ξ ∈ [−1, 1], m = 1, 2, j = 3−m,

(43)

Im


1∫

−1

{
Rmm(ξ, η)Gm(η) + Smm(ξ, η)Gm(η)

}
dη +

+

1∫
−1

{
Rmj(ξ, η)Gj(η) + Smj(ξ, η)Gj(η)

}
dη

 = 0,

ξ ∈ [−1, 1], m = 1, 2, j = 3−m.

(44)

З крайової умови (10)

Gm1(η) +
αm(1 + κ̃)

(1 + κ)(1 + ν)
Ym2(η) = 0, η ∈ [−1, 1], m = 1, 2. (45)

Визначимо контактне зусилля Nm мiж берегами m-ої трiщини:

N∗
m(ξ) =

hNM (ξ)

M0
= −2h2σymym

M0
=

= −2Re


1∫

−1

{
Rmm(ξ, η)Gm(η) + Smm(ξ, η)Gm(η)

}
dη +

+

1∫
−1

{
Rmj(ξ, η)Gj(η) + Smj(ξ, η)Gj(η)

}
dη

 , ξ ∈ [−1, 1], m = 1, 2, j = 3−m.

(46)

Отже, для визначення невiдомих функцiй Ym(η) i Gm(η) отримано систему син-
гулярних iнтегральних рiвнянь (24), (25), (41)–(46).

4. Числовий аналiз

Система сингулярних iнтегральних рiвнянь (24), (25), (41)–(46) розв’язана чи-
словим методом механiчних квадратур [4, 7]. Числовий аналiз проведений за таких
значень параметрiв задачi: ν = 0.3, P ∗ = 0, l = l1 = l2, λ = l/R, x01 = x02 = x0,
X0 = x0/R, γj = hj/h = 0.13, j = 1, 2.
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На pис. 2 наведено зведене контактне зусилля N∗(ξ) при λ = 0.2. Кривi 1, 2 i 3
побудованi для значень X0 = 0.3, X0 = 0.5 i X0 = 0.7 вiдповiдно. З рисунка видно,
що при наближенi трiщини до краю пластини контактне зусилля спадає, причому за
обраних параметрiв задачi воно у точцi a (ξ = −1) є бiльшим, нiж у точцi b (ξ = 1).

Рис. 2. Графiк зведеного контактного зусилля при рiзних
значеннях безрозмiрної координати X0 = x0/R.

Рис. 3. Графiк зведеного контактного зусилля при рiзних
значеннях вiдносної довжини трiщини λ = l/R.
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Рис. 3 демонструє зведене контактне зусилля N∗(ξ) при X0 = 0.5. Кривi 1, 2 i 3
побудованi для значень λ = l/R 0.1, 0.2 i 0.3 вiдповiдно. За таких параметрiв задачi
при збiльшеннi вiдносної довжини трiщини λ контактне зусилля спадає.

5. Висновки

З використанням методiв теорiї функцiй комплексної змiнної та комплексних
потенцiалiв розв’язано задачу про згин з розтягом круглої iзотропної пластини з
двома радiальними наскрiзними прямолiнiйними трiщинами, береги яких контакту-
ють по областi сталої висоти. Граничнi умови на межi пластини вдалося задоволь-
нити аналiтично. Розв’язок задачi зведений до системи сингулярних iнтегральних
рiвнянь, яка розв’язана числовим методом механiчних квадратур. Побудовано гра-
фiчнi залежностi контактного зусилля мiж берегами трiщин при рiзних параметрах
задачi.
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BENDING AND TENSION OF A CIRCULAR PLATE WITH TWO
THROUGH RADIAL CRACKS FEATURING STRIP CONTACT

OF THEIR FACES
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The problem of bending with tension of a circular isotropic plate with
two radial cracks has been solved taking into account strip contact of the
crack faces. Using the theory of complex potentials, the problem is reduced
to a system of singular integral equations, which is solved numerically by the
method of mechanical quadratures. A numerical analysis of the problem is
carried out.

Key words: crack, bend, plate, contact, complex potentials, linear
conjugation problems, contact force, intensity coefficients.
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