
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2026. Випуск 98. С. 154–168
Visnyk of the Lviv Univ. Series Mech. Math. 2026. Issue 98. P. 154–168

http://publications.lnu.edu.ua/bulletins/index.php/mmf
doi: http://dx.doi.org/10.30970/vmm.2026.98.154-168

УДК 539.3

ЧИСЕЛЬНИЙ АНАЛIЗ
ТЕРМОМАГНIТОЕЛЕКТРОПРУЖНОГО СТАНУ

БIМАТЕРIАЛЬНИХ СТРУКТУР IЗ СИСТЕМОЮ ТОНКИХ
ВКЛЮЧЕННЯМИ ЗА УМОВИ НЕIДЕАЛЬНОГО ТЕПЛОВОГО

КОНТАКТУ ФАЗ

Андрiй ВАСИЛИШИН, Iван ЗВIЗЛО

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,
вул. Унiверситетська, 1, м. Львiв, 79007, Україна,

e-mail: andrii.vasylyshyn@lnu.edu.ua, ORCID: 0000-0002-5703-6894
e-mail: ivan.zvizlo@lnu.edu.ua, ORCID: 0009-0004-9804-6572

У роботi розроблено комплексний пiдхiд до розв’язання двовимiрних
задач термомагнiтоелектропружностi бiматерiальних структур, з когерен-
тним iнтерфейсом високої теплопровiдностi, що мiстять тонкi, нахиленi
пiд кутом до межi подiлу, включення. Математична модель ґрунтується
на поєднаннi розширеного формалiзму Стро та методiв теорiї функцiй ком-
плексної змiнної, що дозволяє врахувати взаємодiю механiчних, темпера-
турних, електричних та магнiтних полiв в анiзотропних середовищах. На
основi побудованих фундаментальних розв’язкiв отримано систему грани-
чних iнтегральних рiвнянь типу Сомiльяни, адаптовану для умов неiде-
ального теплового контакту компонентiв бiматерiалу. Для чисельної ре-
алiзацiї запропоновано модифiкований метод граничних елементiв, який
забезпечує високу точнiсть обчислення градiєнтiв полiв поблизу концен-
траторiв напружень. Проведено детальний аналiз взаємодiї мiж тонкими
деформiвними включеннями, що перетинають поверхню контакту пiд ку-
том. Розв’язано задачу для бiматерiального тiла з двома включеннями. До-
слiджено вплив геометричних параметрiв та фiзичних властивостей вклю-
чень на розподiл локальних полiв, що має практичне значення для про-
ектування та оцiнки надiйностi багатофункцiональних композитних при-
строїв i сенсорiв.

Ключовi слова: Бiматерiал, iнтерфейс високої теплопровiдностi, тонке
включення, комплексний потенцiал, формалiзм Стро, рiвняння типу Со-
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1. Вступ

У передових галузях виробництва, зокрема в точному приладобудуваннi, спо-
стерiгається тенденцiя до широкого використання термомагнiтоелектропружних ма-
терiалiв. Цi iнтелектуальнi композити отримують шляхом механiчного поєднання се-
гнетоелектричних i магнiтострикцiйних фаз. Характерною особливiстю таких стру-
ктур є формування тонкого мiжфазного шару на межi контакту компонентiв. На-
вiть за умови високої якостi механiчного сполучення, тепловий контакт часто за-
лишається неiдеальним, i навiть дуже тонкий чужорiдний прошарок може iстотно
впливати на температурнi поля всерединi структурно неоднорiдного середовища. А
це, у свою чергу, унаслiдок теплового розширення та iснування пiроелектричного
та пiромагнiтного ефектiв може зумовити iстотну концентрацiю окремих фiзико-
механiчних полiв ([2]). Отже, постає наукова проблема розробки iнтегральних ма-
тематичних моделей та методiв аналiзу термомагнiтоелектропружних тiл iз бiма-
терiалiв, якi можуть мiстити як дефекти структури, так i цiлеспрямовано введенi
тонкi включення, що змiнюють властивостi цих тiл. Вiдповiдно до [3,7] розрiзняють
два види неiдеального теплового контакту компонентiв бiматерiалу. Перший тип —
слабка теплопровiднiсть (iнтерфейс Капiци, [7]) — характеризується стрибком тем-
ператури, пропорцiйним до нормальної складової теплового потоку. Остання, при
цьому, є неперервною функцiєю. Альтернативою є модель iнтерфейсу високої те-
плопровiдностi. У межах цiєї моделi температура при переходi через межу контакту
залишається неперервною функцiєю, тодi нормальна складова теплового потоку має
стрибок, пропорцiйний градiєнту температури.

На сьогоднiшнiй день iнтенсивно розвиваються методи . Ефективним методом
аналiзу взаємодiї механiчних, електричних та магнiтних полiв в анiзотропних iнте-
лектуальних матерiалах, з даним типом iнтерфейсу, є пiдхiд, заснований на методах
теорiї функцiй комплексної змiнної та формалiзмi Стро. Так, у роботi [7] було отри-
мано граничнi iнтегральнi рiвняння типу Сомiльяни разом iз явними виразами для
ядер у замкненому виглядi для аналiзу методом граничних елементiв анiзотропного
термоелектропружного бiматерiалу з отворами, трiщинами та тонкими включення-
ми. Цей пiдхiд також було застосовано у [8] для бiматерiального тiла з межею подiлу
типу Капiци. У роботi [9] отримано двовимiрну функцiю Грiна для анiзотропних бi-
матерiалiв з недосконалим тепловим контактом та механiчним контактом пружного
типу (spring-type).

У цiй роботi розроблено математичну модель термомагнiтоелектропружного бi-
матерiального тiла з iнтерфейсом високої теплопровiдностi, у якому мiстяться два
тонкi деформiвнi включення. Побудовано граничнi iнтегральнi рiвняння сформу-
льованої задачi. Модифiковано метод граничних елементiв, для швидкого i точного
чисельного розв’язання отриманих рiвнянь.

2. Формулювання задачi

Розглянемо бiматерiальне термомагнiтоелектропружне тiло S (рис. 1), утворе-
не механiчним поєднанням двох анiзотропних термопружних пiвпросторiв S1 та S2,
роздiлених у системi координат Ox1x2x3 поверхнею x2. Тiло мiстить два тонких
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включення Γ1 i Γ2 якi перетинають межу подiлу, i нахиленi до неї пiд кутом α. Вiд-
стань мiж серединами включень рiвна 2d, i вони розташовнi симетрично вiдносно
площини Ox1x3. Осi включень є паралельнi до x3 i на їх поверхнi заданi механiчнi
i тепловi крайовi умови, що не залежать вiд x3. У такiй постановцi ми обмежимо-
ся аналiзом температурного та термомагнетоелектропружного стану у довiльному
перерiзi тiла, що перпендикулярний до осi x3.

Рис. 1. Розрахункова схема бiматерiального тiла з двома
симетрично розташованими тонкими включеннями

Згiдно з [3,12] балансовi рiвняння для напружень, електричного змiщення, ма-
гнiтної iндукцiї, температури i теплового потоку, а також конститутивнi спiввiдно-
шення можна записати наступним чином:

σ̃ij,j + f̃i = C̃ijkmũk,jm + f̃i = 0, hi,i − fh = 0; (1)

σ̃ij = C̃ijkmũk,m − β̃ijθ, hi = −kijθ,j . (2)

Тут

ũi = ui, ũ4 = ϕ, ũ5 = ψ; f̃i = fi, f̃4 = −q, f̃5 = bm; σ̃ij = σij , σ̃4j = Dj , σ̃5j = Bj ;

C̃ijkm = Cijkm, C̃ij4m = emij , C̃4jkm = ejkm, C̃4j4m = −κjm, C̃ij5m = hmij ,

C̃5jkm = hjkm, C̃5j5m = −µjm, C̃4j5m = −γjm, C̃5j4m = −γjm; β̃ij = βij ,

β̃4j = −χj , β̃5j = νj (i, j, k,m = 1, 2, 3),

де σij — компоненти тензора напружень; hi — компоненти вектора густини теплово-
го потоку; Di — електричне змiщення; Bi — компоненти вектора магнiтної iндукцiї;
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fi — об’ємнi сили; q — густина вiльних зарядiв; fh — густина розподiлених дже-
рел (стокiв) тепла; ui — перемiщення точок тiла; ϕ, ψ — електричний та магнiтний
потенцiали; θ — змiна температури порiвняно з вiдлiковою; Cijkl — пружнi сталi;
kij — коефiцiєнти теплопровiдностi; βij — коефiцiєнти теплових напружень; eijk —
п’єзоелектричнi сталi; κij — дiелектричнi сталi матерiалу; hijk — п’єзомагнiтнi сталi;
µjm, γjm — магнiтна та електромагнiтна проникностi матерiалу; χi — пiроелектричнi
коефiцiєнти; νj — пiромагнiтнi коефiцiєнти.

Для знаходження розв’язкiв рiвнянь (1) та (2) використаємо розширений фор-
малiзм Стро ([6, 13]), який є зручним пiдходом при розв’язаннi двовимiрних задач
термо-, магнiто- електропружностi анiзотропних тiл. Так для розв’язання задачi
теплопровiдностi, i отримання виразiв для температури θ i теплового потоку ϑ

θ = 2Re{g′(zt)}, ϑ = 2kt Im{g′(zt)}, h1 = −ϑ2, h2 = ϑ1, kr =
√
k11k22 − k212 (3)

вводиться комплексний температурний потенцiал g(zt)

g′(zt) =
1

2

(
θ + i

ϑ

kt

)
. (4)

Щоб отримати вирази для розширених функцiй напружень φ̃ та перемiщень ũ

ũ = 2Re[Af(z∗) + cg(zt)], φ̃ = 2Re[Bf(z∗) + dg(zt)], σ̃i1 = −φi,2, σ
′
i2 = φi,1; (5)

використовуватимемо f(z∗) = [F1(z1), F2(z2), F3(z3), F4(z4), F5(z5)]
T — вектор ком-

плексних потенцiалiв Стро

f(z∗) = BTu+ATφ−BTut −ATφt, ut = 2Re{cg(zt)}, φt = 2Re{dg(zt)}. (6)

На межi подiлу виконуються умови неiдеального теплового контакту у виглядi iн-
терфейсу високої теплопровiдностi

ϑ(1)(x1, x2)
∣∣∣
x2=0

= ϑ(x1) + µ0θ,1(x1),

ϑ(2)(x1, x2)
∣∣∣
x2=0

= ϑ(x1),
(7)

θ(1)(x1, x2)
∣∣∣
x2=0

= θ(2)(x1, x2)
∣∣∣
x2=0

= θ(x1), ∀x2 = 0. (8)

Тут µ0 = 2hintkint
t — узагальнений коефiцiєнт теплопровiдностi iнтерфейсу; 2hint та

kint
t — це вiдповiдно товщина та коефiцiєнт теплопровiдностi шару.

Умови iдеального механiчного контакту складових задються наступним чином:

ũ(1)(x1, x2)
∣∣∣
x2=0

= ũ(2)(x1, x2)
∣∣∣
x2=0

= ũ(x1), (9)

φ̃(1)(x1, x2)
∣∣∣
x2=0

= φ̃(2)(x1, x2)
∣∣∣
x2=0

= φ̃(x1), ∀x2 = 0. (10)

Iндекси 1 i 2 використовуються для позначення величин полiв, що дiють у пiв-
просторах S1 та S2 вiдповiдно. Тонкий промiжний шар з розгляду вилучаємо.
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Для побудови iнтегральних формул комплексних потенцiалiв Стро використа-
ємо iнтегральну формулу Кошi (11) , яка окреслює зв’язок мiж значеннями аналi-
тичної функцiї на межi областi, зовнi та всерединi неї [14].

1

2πi

∫
∂S

ϕ(τ)dτ

τ − z
=

{
ϕ(z) ∀z ∈ S,

0 ∀z /∈ S.
(11)

Тут τ, z ∈ C є комплексними змiнними, якi характеризують розташування точок
джерела i поля вiдповiдно.

3. Розв’язок задачi теплопровiдностi

Задача теплопровiдностi є лiнiйною. Її розв’язок можна подати як суперпозицiю
однорiдного (g1∞(z

(1)
t ) та g2∞(z

(2)
t )) та збуреного розв’язкiв. Запишемо формули

Кошi для складових бiматерiалу наступним чином:

∀ Im(z
(1)
t ) > 0, g′1(z

(1)
t ) =

1

2πi

∫
Γ

g′1(τ
(1)
t )dτ

(1)
t

τ
(1)
t − z

(1)
t

+
1

2πi

∫ +∞

−∞

g′1(x1)dx1

x1 − z
(1)
t

, (12)

∀ Im(z
(2)
t ) < 0, g′2(z

(2)
t ) =

1

2πi

∫
Γ

g′2(τ
(2)
t )dτ

(2)
t

τ
(2)
t − z

(2)
t

+
1

2πi

∫ +∞

−∞

g′2(x1)dx1

x1 − z
(2)
t

. (13)

Використовуючи умови неiдеального теплового контакту, вираз (4) можна за-
писати:

g′1(x1) =
1

2

(
θ(x1) +

i

k
(1)
t

ϑ(x1) +
iµ0

k
(1)
t

θ,1(x1)

)
; (14)

g′2(x1) =
1

2

(
θ(x1) +

i

k
(2)
t

ϑ(x1)

)
. (15)

Пiдставимо (14) i (15) вiдповiдно у (12) i (13):

g′1(z
(1)
t ) =

1

2πi

[
q
(1)
t (z

(1)
t ) + q̄

(1)
t (z

(1)
t )− 1

β1

(
(1 +K)ē

(1)
t + (1−K)e

(2)
t

)]
, (16)

g′2(z
(2)
t ) =

1

2πi

[
q
(2)
t (z

(2)
t ) + q̄

(2)
t (z

(2)
t ) +

1

β2

(
(1 +K)e

(1)
t − (1−K)ē

(2)
t

)]
, (17)

q
(i)
t (z

(j)
t ) =

∫
Γi

g′i(τ
(i)
t )dτ

(i)
t

τ
(i)
t − z

(j)
t

, q̄
(i)
t (z

(j)
t ) =

∫
Γi

g′i(τ
(i)
t )dτ̄

(i)
t

τ̄
(i)
t − z

(j)
t

. (18)

K =
k
(1)
t − k

(2)
t

k
(1)
t + k

(2)
t

,
1

k
(1)
t + k

(2)
t

=
1 +K

2k
(1)
t

=
1−K

2k
(2)
t

; (19)

β1 = − iµ0(1 +K)

2k
(1)
t

= − iµ0(1−K)

2k
(2)
t

= −β2. (20)

e
(k)
t (αi; z

(j)
t ) = e

− z
(j)
t
αi

∫
e

z
(j)
t
αi q

(k)
t (z

(j)
t )dz

(j)
t ; (21)
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ē
(k)
t (αi; z

(j)
t ) = e

− z
(j)
t
αi

∫
e

z
(j)
t
αi q̄

(k)
t (z

(j)
t )dz

(j)
t . (22)

Таким чином отримано iнтегральнi подання для температури i теплового потоку у
довiльнiй точцi ξ бiматерiалу:

θ(ξ) =

2Re
{
g′1

(
Z

(1)
t (ξ)

)}
(∀ξ ∈ S1),

2Re
{
g′2

(
Z

(2)
t (ξ)

)}
(∀ξ ∈ S2)

=

=

∫
Γ

[
ΘHCI∗(x, ξ)hn(x)−HHCI∗(x, ξ)θ(x)

]
ds(x) + θ∞(ξ);

(23)

hi(ξ) =

2k
(1)
t Im

{(
δ2i − δ1ip

(1)
t

)
g′′1

(
Z

(1)
t (ξ)

)}
(∀ξ ∈ S1),

2k
(2)
t Im

{(
δ2i − δ1ip

(2)
t

)
g′′2

(
Z

(2)
t (ξ)

)}
(∀ξ ∈ S2)

=

=

∫
Γ

ΘHCI∗∗
i (x, ξ)hn(x)dΓ(x)−

∫
Γ

HHCI∗∗
i (x, ξ)θ(x)ds(x) + h∞i (ξ).

(24)

Тут функцiї θ∞(ξ) i h∞i (ξ) є однорiдними розв’язками для бiматерiалу.

θ∞(ξ) =

2Re
{
g′1∞

(
Z

(1)
t (ξ)

)}
(∀ξ ∈ S1),

2Re
{
g′2∞

(
Z

(2)
t (ξ)

)}
(∀ξ ∈ S2);

(25)

h∞i (ξ) =

2k
(1)
t Im

{(
δ2i − δ1ip

(1)
t

)
g′′1∞

(
Z

(1)
t (ξ)

)}
(∀ξ ∈ S1),

2k
(2)
t Im

{(
δ2i − δ1ip

(2)
t

)
g′′2∞

(
Z

(2)
t (ξ)

)}
(∀ξ ∈ S2).

(26)

Стягуючи контури Γi до математичного розрiзу ΓC iз берегами Γ+
C та Γ−

C , на основi
iнтегральних формул (23), (24) можна отримати такi iнтегральнi тотожностi для
температури i теплового потоку у тiлi iз розрiзом ΓC :

hi(ξ) =

∫
Γ

[
ΘHCI∗∗

i (x, ξ)hn(x)− HHCI∗∗
i (x, ξ)θ(x)

]
dΓ(x)

+

∫
ΓC

[
ΘHCI∗∗

i (x, ξ)Σhn(x)− HHCI∗∗
i (x, ξ)∆θ(x)

]
dΓ(x)

−
∫∫

S

ΘHCI∗∗
i (x, ξ)fn(x)dS(x).

(27)

θ(ξ) =

∫
Γ

[
ΘHCI∗(x, ξ)hn(x)− HHCI∗(x, ξ)θ(x)

]
dΓ(x)

+

∫
ΓC

[
ΘHCI∗(x, ξ)Σhn(x)− HHCI∗(x, ξ)∆θ(x)

]
dΓ(x)

−
∫∫

S

ΘHCI∗(x, ξ)fn(x)dS(x).

(28)

Тут Γ — межа областi S без внутрiшнiх розрiзiв ΓC .
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4. Розв’язок задачi термомагнiтоелектропружностi

Використовуючи (11), запишемо iнтегральну формулу Кошi для векторiв
f (1)(z

(1)
∗ ) та f (2)(z

(2)
∗ ), комплексних потенцiалiв Стро, якi є аналiтичними вектор-

функцiями у областях S1 та S2 вiдповiдно:

f (1)(z
(1)
∗ ) =

1

2πi

[∫
Γ1

dτ
(1)
∗

τ
(1)
∗ − z

(1)
∗

f (1)(τ
(1)
∗ ) +

∫ ∞

−∞

dx1

x1 − z
(1)
∗

f (1)(x1)

]
; (29)

f (2)(z
(2)
∗ ) =

1

2πi

[∫
Γ2

dτ
(2)
∗

τ
(2)
∗ − z

(2)
∗

f (2)(τ
(2)
∗ )−

∫ ∞

−∞

dx1

x1 − z
(2)
∗

f (2)(x1)

]
. (30)

Вводячи позначення

qj(z
(i)
β ) =

∫
Γi

dτ
(j)
∗

τ
(j)
∗ − z

(i)
β

f (j)(τ
(j)
∗ ), q̄j(z

(i)
β ) =

∫
Γi

dτ̄
(j)
∗

τ̄
(j)
∗ − z

(i)
β

f̄ (j)(τ
(j)
∗ ), (31)

а також виключаючи iз отриманих формул iнтеграли уздовж iнтерфейсу, викори-
стовуючи умови ортогональностi Стро [6] отримаємо:

f (1)(z
(1)
∗ ) =

1

2πi

q1(z
(1)
∗ ) +

5∑
β=1

Iβ

(
G

(1)
1 q̄1(z

(1)
β ) +G

(1)
2 q2(z

(1)
β )
)
+

+ ⟨Q̄(1)
t (z

(1)
t )⟩δ(1)1 + ⟨Q(2)

t (z
(1)
t )⟩δ(1)2 + ē

(1)
t X

(1)
1 + e

(2)
t X

(1)
2

]
;

(32)

f (2)(z
(2)
∗ ) =

1

2πi

q2(z
(2)
∗ )−

5∑
β=1

Iβ

(
G

(2)
1 q1(z

(2)
β ) +G

(2)
2 q̄2(z

(2)
β )
)
+

+ ⟨Q(1)
t (z

(2)
∗ )⟩δ(2)1 + ⟨Q̄(2)

t (z
(2)
∗ )⟩δ(2)2 + e

(1)
t X

(2)
1 + ē

(2)
t X

(2)
2

]
.

(33)

Тут

X
(1)
1 =

(
−δ

(1)
1 − 2ik

(1)
t

(
−G

(1)
1 µ̄1 − µ1

))
,X

(1)
2 =

(
−δ

(1)
2 + 2ik

(2)
t G

(1)
2 µ2

)
,

X
(2)
1 = −δ

(2)
1 − 2ik

(1)
t G

(2)
2 µ1,X

(2)
2 = −δ

(2)
2 + 2ik

(2)
t

(
G

(2)
2 µ̄2 − µ2

)
;

δ
(1)
1 = −(1 +K)

(
G

(1)
2 λ2 −G

(1)
1 λ̄1 − λ1

)
+ ik

(2)
t (1 +K)

(
G

(1)
2 µ2 −G

(1)
1 µ̄1 − µ1

)
,

δ
(1)
2 = (1−K)

(
G

(1)
2 λ2 −G

(1)
1 λ̄1 − λ1

)
+ ik

(2)
t (1 +K)

(
G

(1)
2 µ2 −G

(1)
1 µ̄1 − µ1

)
;

δ
(2)
1 = −(1 +K)

(
G

(2)
1 λ1 −G

(2)
2 λ̄2 + λ2

)
− ik

(2)
t (1 +K)

(
G

(2)
1 µ1 −G

(2)
2 µ̄2 + µ2

)
,

δ
(2)
2 = (1−K)

(
G

(2)
1 λ1 −G

(2)
2 λ̄2 + λ2

)
− ik

(2)
t (1 +K)

(
G

(2)
1 µ1 −G

(2)
2 µ̄2 + µ2

)
.

Отриманi рiвностi (32), (33) дають можливiсть записати iнтегральнi спiввiдноше-
ння, якi пов’язують перемiщення у довiльнiй точцi термопружного бiматерiалу iз
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значеннями температури, теплового потоку та векторiв перемiщень i напружень на
контурахΓi

u(ξ) =

2Re
{
A1f

(1)
(
Z

(1)
∗ (ξ)

)
+ c1g1

(
Z

(1)
t (ξ)

)}
2Re

{
A2f

(2)
(
Z

(2)
∗ (ξ)

)
+ c2g2

(
Z

(2)
t (ξ)

)} =

= u∞(ξ) +

∫
Γ

[
Ubm(x, ξ)t(x)−Tbm(x, ξ)u(x) +

+ rHCI(x, ξ)θ(x) + vHCI(x, ξ)hn(x)
]
ds(x),

(34)

а також спiввiдношення для визначення напруження у довiльнiй точцi термопру-
жного бiматерiалу

σj(ξ) =

2Re
{
B1

(
δ2j − δ1jp

(1)
∗

)
f ′
(
Z

(1)
∗ (ξ)

)
+ d1

(
δ2j − δ1jp

(1)
t

)
g′1

(
Z

(1)
t (ξ)

)}
2Re

{
B2

(
δ2j − δ1jp

(2)
∗

)
f ′
(
Z

(2)
∗ (ξ)

)
+ d2

(
δ2j − δ1jp

(2)
t

)
g′2

(
Z

(2)
t (ξ)

)}
= σ∞

j (ξ) +

∫
Γ

[
Dbm

j (x, ξ)t(x)− Sbm
j (x, ξ)u(x)

]
ds(x)+

+

∫
Γ

qHCI
j (x, ξ)θ(x)ds(x) +

∫
Γ

wHCI
j (x, ξ)hn(x)ds(x).

(35)
Згiдно з роботою [1], для опису функцiй стрибкiв напружень i перемiщень по-

близу вершин тонких неоднорiдностей використовують узагальненi коефiцiєнти iн-
тенсивностi напружень (КIН). Останнi обчислюються в локальнiй системi координат
з центром у вершинi дефекту на основi значень функцiй стрибка за такими форму-
лами:

k̃(1) = lim
s→0

√
π

8s
L ·∆ũ(s); k̃(2) = − lim

s→0

√
πs

2
Σt̃(s). (36)

Тут k̃(1), k̃(2) — вектори узагальнених коефiцiєнтiв iнтенсивностi Kij ; L =

−2
√
−1BBT — дiйсний тензор Бернет–Лоте ( [6]). Узагальненi коефiцiєнти iнтен-

сивностi теплового потоку означенi виразами

Kh1 = − lim
s→0

√
π

8s
kt∆θ(s); Kh2 = − lim

s→0

√
πs

2
Σhn(s). (37)

Таким чином, за допомогою узагальнених коефiцiєнтiв iнтенсивностi можна
повнiстю встановити значення полiв перемiщень, напружень, температури i тепло-
вого потоку бiля вершини неоднорiдностi, скориставшись наступними аналiтичними
залежностями:

ũ =

√
2

π
Im
{
A⟨
√
Z∗⟩

(√
−1B−1k̃(1) − 2ATk̃(2)

)}
;

ϕ̃ =

√
2

π
Im
{
B⟨
√
Z∗⟩

(√
−1B−1k̃(1) − 2ATk̃(2)

)}
;

θ =
1

kt

√
2

π
Im
{(
Kh1 +

√
−1Kh2

)√
Zt

}
;
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ϑ =

√
2

π
Im
{(√

−1Kh1 −Kh2

)√
Zt

}
.

5. Числовi результати

Отриманi iнтегральнi рiвняння було введено у схему модифiкованого методу
граничних елементiв ([11]), що дало можливiсть розв’язати дану задачу.

Рис. 2. Розрахункова схема п’єзоелектромагнiтного бiматерiалу з
двома похилими тонкими включеннями та антисиметрично

розташованими джерелом i стоком тепла.

Розглянемо один поперечний перерiз бiматерiального тiла. Компонента S1 ви-
готовлена з титанату барiю (BaTiO3), i мiстить джерело тепла iнтенсивностi q, що
розташоване на вiдстанi до межi, i на вiдстанi 2d до осi x1. Cкладова S2 виго-
товлена з селенiду кадмiю (CdSe). У нiй, симетрично до джерела вiдносно початку
координат, розташований стiк тепла iнтенсивностi −q. Властивостi цих матерiалiв
поданi у працях [4,5]. На поданих нище графiках показано залежностi знерозмiрених
коефiцiєнтiв iнтенсивностi напруження вiд параметра теплопровiдностi iнтерфейсу
µ0, (µ

∗
0 = ak11). Коефiцiєнти iнтенсивностi нормованi величиноюK0 = q·β11

√
πa/k11.

Крiм того, значення коефiцiєнтiв обчислювалися для рiзних значень α (кута нахилу
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включень до межi). Для обчислень використано 20 граничних елементiв. При збiль-
шеннi кiлькостi елементiв отриманi результати вiдрiзнялися менше нiж на 0.5%.

У представлених графiчних залежностях цифровi позначення I та II вказують
на результати для нижнiх (x1 < 0) та верхнiх (x1 > 0) вершин включень вiдповiдно.

Рис. 3. Залежнiсть узагальнених КIН K11/K0 лiвого включення
вiд параметра µ0.

З рис. 3(I) бачимо, що для вертикального включення (α = 90◦) спостерiгається
найвища чутливiсть до провiдностi iнтерфейсу. При низькiй провiдностi (µ0/µ

∗
0 →

10−5) значення K11/K0 досягають свого мiнiмуму (≈ −0.055). Це пояснюється тим,
що iнтерфейс виступає тепловим бар’єром, створюючи значний температурний стри-
бок мiж фазами, що посилює локальну деформацiю включення. При збiльшеннi
µ0/µ

∗
0 понад 1.0, зростання модуля КIН вказує на термiчне розвантаження вершини

включення, зумовлене ефективним теплообмiном мiж фазами бiматерiалу.
Так як вершина розташована в BaTiO3 у безпосереднiй близькостi до джере-

ла тепла, це призводить до високих значень КIН K11/K0 для α = 90◦ (близько
0.038)(рис. 3(II). Як тiльки iнтерфейс починає ефективно проводити тепло (µ0/µ

∗
0 >

1), напруження рiзко падають майже до нуля. Це свiдчить про те, що градiєнт темпе-
ратури поблизу джерела нiвелюється за рахунок вiдведення тепла у нижню область.
При зменшеннi кута нахилу включення до iнтерфейсу (перехiд вiд α = 90◦ до 30◦)
амплiтуда змiни КIН значно скорочується. Для α = 30◦ графiки стають майже го-
ризонтальними.
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Рис. 4. Залежнiсть узагальнених КIН K11/K0 правого включення
вiд параметра µ0.

На Рис. 4 представлено значення K11 для правого включення. На його нижнiй
вершинi помiтнi значнi змiни КIН при змiнi провiдностi iнтерфейсу. При низьких
значеннях µ0/µ

∗
0 < 100 спостерiгаються найвищi значення K11 для кута α = 45◦. Це

свiдчить про значне термiчне розширення матерiалу навколо вершини. Водночас
верхня вершина правого включення розташована на значнiй вiдстанi вiд джерела
тепла, що обумовлює суттєво меншу амплiтуду коливань КIН (Рис. 4 (II)).

Рис. 5. Залежнiсть узагальнених КIН K21/K0 лiвого включення i
вiд параметра µ0.

Графiчна залежнiсть на рис. 5(I) показує, що при низькiй провiдностi iнтер-
фейсу (µ0/µ

∗
0 < 10−1) найбiльшi позитивнi значення КIН K21/K0 спостерiгаються

для α = 60◦ (K21/K0 ≈ 0.015). Це свiдчить про значний локальний зсув у вершинi
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включення, зумовлений перекосом температурного поля. Коли включення, що нахи-
лене пiд кутомα = 30◦, помiтна майже стала iнтенсивнiсть напружень, малочутлива
до теплопровiдностi межi.

На вiдмiну вiд нижньої вершини, з рис. 5(II) бачимо, що тут саме кут 30◦ дає
найбiльший КIН при iзолюючому iнтерфейсi (≈ 0.027). Це пояснюється тим, що
похиле включення перешкоджає тепловому потоку, створюючи значний градiєнт у
компонентi x1 > 0. Пiсля точки µ0/µ

∗
0 = 101 графiки для кутiв 45◦, 60◦ та 90◦

демонструють тенденцiю до зближення. Це пiдтверджує, що при високiй провiдностi
межi подiлу вплив кута нахилу на зсувнi напруження дещо нiвелюється.

На рис 6. наведено результати розрахунку нормованого КIН K21/K0 для пра-
вого включення. Аналiз кривих для нижньої (рис. 6(I)) та верхньої (рис. 6(II))
вершин виявляє суттєву нелiнiйнiсть у зонi змiни теплопровiдностi iнтерфейсу. На
нижнiй вершинi включеня помiтна найвищу динамiку значень КIН, що зумовлено
безпосередньою близькiстю до стоку в нижньому напiвпросторi. Найбiльша iнтен-
сивнiсть спостерiгається для вертикального включення (α = 90◦,K21/K0 ≈ −0.026).
На вiдмiну вiд iнших кутiв, крива для 45◦ має виражений локальний екстремум у
точцi µ0/µ

∗
0 ≈ 100. Це вказує на складну перебудову поля зсувних напружень при

переходi iнтерфейсу в провiдний стан.

Рис. 6. Залежнiсть узагальнених КIН K21/K0 правого включення
у бiматерiальному призматичному тiлi вiд параметра µ0.

Для вершини в областi BaTiO3 спостерiгається чiтке розшарування результатiв
залежно вiд орiєнтацiї включення. Найвищi рiвнi КIН вiдповiдають похилим вклю-
ченням з малими кутами (α = 30◦, 45◦). Для випадку α = 90◦ бачимо стабiльно
вiд’ємнi значення, якi при збiльшеннi провiдностi iнтерфейсу монотонно зростають
у бiк нуля. Це пiдтверджує, що для правої верхньої вершини вертикальна орiєнтацiя
є найменш критичною з точки зору зсувних напружень.
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6. Висновки

У данiй роботi запропоновано та науково обґрунтовано комплексний пiдхiд
до розв’язання двовимiрних задач термомагнiтоелектропружностi для бiматерiаль-
них структур з тонкими включеннями. Завдяки iнтеграцiї розширеного формалiзму
Стро та методiв теорiї функцiй комплексної змiнної, вдалося побудувати матема-
тичну модель, що адекватно описує взаємозв’язок механiчних, температурних, еле-
ктричних та магнiтних полiв в умовах анiзотропiї середовищ. Це дозволило детально
проаналiзувати фiзичнi процеси, що виникають у складних багатокомпонентних си-
стемах пiд впливом теплових факторiв.

На основi отриманих фундаментальних розв’язкiв розроблено систему грани-
чних iнтегральних рiвнянь типу Сомiльяни, яку було адаптовано для специфiчних
умов неiдеального теплового контакту на межi подiлу середовищ. Застосування мо-
дифiкованого методу граничних елементiв забезпечило високу обчислювальну стiй-
кiсть та точнiсть при визначеннi градiєнтiв полiв у зонах високої концентрацiї на-
пружень, зокрема поблизу вершин тонких похилих включень.

Проведене дослiдження взаємодiї мiж деформiвними включеннями та когерен-
тним iнтерфейсом високої теплопровiдностi виявило суттєву залежнiсть розподiлу
локальних полiв вiд геометричних параметрiв, зокрема кута нахилу включень та
їх розташування вiдносно межi подiлу. Отриманi результати мають безпосереднє
практичне значення для iнженерної практики, оскiльки дозволяють здiйснювати
прогнозну оцiнку надiйностi та довговiчностi багатофункцiональних композитних
пристроїв i сенсорiв на етапi їх проектування. Сформований пiдхiд вiдкриває можли-
востi для оптимiзацiї внутрiшньої структури матерiалiв з метою мiнiмiзацiї ризикiв
руйнування та пiдвищення ефективностi роботи чутливих елементiв у складних екс-
плуатацiйних умовах.
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TIn this work, a comprehensive approach is developed for solving two-
dimensional problems of thermomagnetoelectroelasticity for finite bimaterial
structures with a coherent high-thermal-conductivity interface containing thin
inclusions inclined at an angle to the interface. The mathematical model is
based on a combination of the extended Stroh formalism and the methods of
complex variable function theory, which allows for accounting the interaction
of mechanical, thermal, electrical, and magnetic fields in anisotropic media.
Based on the constructed fundamental solutions, a system of Somigliana-
type boundary integral equations is obtained, adapted for the conditions of
imperfect thermal contact between the bimaterial components. For numerical
implementation, a modified boundary element method is proposed, which
ensures high accuracy in calculating field gradients near stress concentrators.
A detailed analysis of the interaction between thin deformable inclusions
crossing the contact surface at an angle is performed. The problem for a
bimaterial solid with two inclusions is solved. The influence of geometric
parameters and physical properties of the inclusions on the distribution of
local fields is investigated, which is of practical importance for the design and
reliability assessment of multifunctional composite devices and sensors.

Key words: Bimaterial, high thermal conductivity interface, thin inclusion,
complex potential, Straw formalism, Somiliana-type equation.
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