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У статтi побудовано розв’язок задачi про розтяг безмежної iзотропної
пластини з абсолютно жорсткою круговою шайбою та наскрiзною радiаль-
ною прямолiнiйною трiщиною. Припускалося, що за дiї рiвномiрно розпо-
дiленого розтягувального навантаження на безмежностi на продовженнi
трiщини утворилися пластичнi зони, для яких виконуються умови пла-
стичностi Треска–Сен–Венана. Використавши методи теорiї функцiй ком-
плексної змiнної та комплексних потенцiалiв розв’язок задачi зведений до
системи сингулярних iнтегральних рiвнянь, яка розв’язана числовим ме-
тодом механiчних квадратур. Проведено числовий аналiз задачi та побудо-
вано графiки для довжин пластичних зон в залежностi вiд прикладеного
зовнiшнього навантаження.

Ключовi слова: плоска задача, пластина, абсолютно жорстка шайба,
трiщина, пластичнi зони, граничнi умови, комплекснi потенцiали, задача
лiнiйного спряження, сингулярнi iнтегральнi рiвняння, числовi методи, ко-
ефiцiєнти iнтенсивностi напружень.

1. Вступ.

Пiд дiєю зовнiшнього навантаження у пластинчастих елементах конструкцiй
можуть виникати трiщини та пластичнi зони. Вони будуть впливати на перерозподiл
напружено-деформованого стану пластин з включеннями та трiщинами, а тому за-
дача по вивченню їх впливу на мiцнiсть конструкцiї є актуальною науково-технiчною
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задачею механiки. Важливим завданням оцiнки мiцностi такого конструктивного
елементу є визначення довжин пластичних зон, з допомогою яких можна визначи-
ти критичне навантаження, яке може витримати пластина. У працi [1] розв’язано
задачу про згин смуги з наскрiзною трiщину з пластичними зонами, береги якої
гладко контактують. У статтi [2] розв’язана задача згину з розтягом iзотропної пла-
стини, яка мiстить наскрiзну трiщину, за наявностi пластичних зон у її вершинах з
урахованням змiцнення матерiалу i умов пластичностi Треска у виглядi поверхнево-
го шару та пластичного шарнiру. У [3] розв’язана задача згину балки з трiщиною з
пластичними зонами, перпендикулярною до осi балки. За допомогою теорiї функцiй
комплексної змiнної та комплексних потенцiалiв, задача зводиться до задач лiнiй-
ного спряження, якi розв’язано аналiтично. Задача про розтяг круглої пластини з
радiальною трiщиною, на продовженнi якої утворилися пластичнi зони розв’язана
у статтi [4]. Таким чином, дослiдження, пов’язанi з впливом пластичних зон на
напружено-деформований стан тiл з трiщинами, є актуальними. Метою роботи є
визначення напружено-деформованого стану за розтягу безмежної пластини з абсо-
лютно жорсткою круговою шайбою та трiщиною, на продовженнi якої утворилися
пластичнi зони, з використанням умови пластичностi Треска-Сен-Венана.

2. Формулювання задачi.

Нехай у нескiнченнiй iзотропнiй пластинi товщиною 2h мiститься абсолютно
жорстка кругова шайба радiуса R i наскрiзна радiальна прямолiнiйна трiщина дов-
жиною 2l. Береги трiщини вiльнi вiд зовнiшнього навантаження. Нехай на безмежно-
стi до пластини прикладене рiвномiрно розподiлене розтягувальне навантаження P1

i P2 (див. рис. 1), пiд дiєю якого на продовженнi трiщини утворилися прямолiнiйнi
пластичнi зони завдовжки w1 i w2. У серединнiй площинi пластини розмiстимо де-
картову систему координат Oxyz̃ з початком у центрi кругового отвору, а вiсь Ox
направимо по трiщинi, вiсь Oz̃ направимо перпендикулярно до серединної площини
пластини. У точцi O виберемо полярну систему координат Orθ з полярною вiссю
Ox. У центрi трiщини розмiстимо декартову систему координат O1x1y1z̃1. Нехай L
— межа абсолютно жорсткої кругової шайби; L1 — лiнiя, де розмiщена трiщина; L1

i L′′
1 — прямолiнiйнi пластичнi зони; x0 — вiдстань мiж центром шайби та центром

трiщини; S+ — область всерединi кругової шайби, а S− — ззовнi шайби; w1 i w2 —
довжини пластичних зон на продовженнi трiщини; a i b — вершини трiщини; c i d
— вершини пластичних зон; L1 = L1 ∪ L′

1 ∪ L′′
1 .

Згiдно формулювання задачi на межi абсолютно жорсткої кругової шайби ма-
тимемо такi граничнi умови

ur = 0, uθ = 0, x ∈ L, (1)

де ur i uθ — компоненти вектора перемiщень у полярнiй системi координат.
На берегах трiщини матимемо такi граничнi умови

σ±
y1y1

= 0, τ±x1y1
= 0, x1 ∈ L1, (2)

де σy1y1 i τx1y1 — компоненти тензора напружень у декартовiй системi координат,
значками “+” i “–” позначенi граничнi значення функцiй при прямуваннi точки пло-
щини до трiщини з пластичними зонами при y1 → ±0.
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Рис. 1. Схема навантаження пластини та розмiщення трiщини

У пластичних зонах будемо мати такi граничнi умови

σ±
y1y1

= σ
(1)
0 , τ±x1y1

= τ
(1)
0 , x1 ∈ L′

1, (3)

σ±
y1y1

= σ
(2)
0 , τ±x1y1

= −τ
(2)
0 , x1 ∈ L′′

1 , (4)

де σ
(1)
0 , σ(2)

0 , τ (1)0 , τ (2)0 — невiдомi нормальнi та дотичнi напруження у пластичних
зонах.

3. Побудова розв’язку задачi.

Компоненти тензора напружень σxx, σyy, τxy i вектора перемiщень ux, uy у
декартовiй системi координат для узагальненого плоского напруженого стану вира-
зимо через двi функцiї комплексної змiнної Φ(z) i Ψ(z)

σxx + σyy = 2
(
Φ(z) + Φ(z)

)
,

σyy − iτxy = Φ(z) + Φ(z) + zΦ′(z) + Ψ(z),

2µ
∂

∂x
(ux + iuy) = κΦ(z)− Φ(z)− zΦ′(z)−Ψ(z),

(5)

де z = x + iy, µ = E
2(1+v) , κ = (3 − v)(1 + v), E — модуль пружностi матерiалу

пластини, v — коефiцiєнт Пуассона, i2 = −1.
У полярнiй системi координат компоненти тензора напружень σrr, σθθ, τrθ i

вектора перемiщень Ur, Uθ, визначимо за формулами [5]

σrr + σθθ = 2
(
Φ(z) + Φ(z)

)
,

σrr + iτrθ = Φ(z) + Φ(z)− zΦ′(z)− z

z
Ψ(z),

2µ

iz

∂

∂θ
(ur + iuθ) = κΦ(z)− Φ(z) + zΦ′(z) +

z

z
Ψ(z).

(6)
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Функцiї комплексної змiнної Φ(z) i Ψ(z) для сформульованої задачi подамо у
виглядi

Φ(z) = ΦK(z) + Φ1(z1), Ψ(z) = ΨK(z) + Ψ1(z1)− x0Φ
′
1(z1),

де функцiї Φk(z) i Ψk(z) голоморфнi в областi S−, а функцiї Φ1(z1) i Ψ1(z1) голо-
морфнi ззовнi трiщини з пластичними зонами.

Зауважимо, що

ΦK(z) =
(P2 − P1)R

2

2z2
+O(1), z → 0.

Введемо функцiї

Ω1(z1) = Φ1(z1) + z1Φ
′
1(z1) + Ψ1(z1),

ΦK(z) = −ΦK

(
R2

z

)
+

R2

z
Φ

′
K

(
R2

z

)
+

R2

z2
ΨK

(
R2

z

)
, z ∈ S+.

де Φ1(z1) = Φ1(z1).
Якщо пiдставити вирази для Φ(z), Ψ(z), Ω1(z1) i Φκ(z) у (5) та (6), тодi отри-

маємо

σrr + iτrθ = ΦK(z)− R2

r2
ΦK

(
R2

z

)
+

(
1− R2

r2

)
·
{
ΦK(z)− zΦ′

K(z)
}
+

+Φ1(z1) +

(
1 +

z

z

)
Φ1(z1)−

z

z

{
Ω1(z1) + (z1 − z1)Φ′

1(z1)
}
,

(7)

2µ

iz

∂

∂θ
(ur + iuθ) = κΦK(z) +

R2

r2
ΦK

(
R2

z

)
−

−
(
1− R2

r2

)
·
{
ΦK(z)− zΦ′

K(z)
}
+ κΦ1(z1)−

−
(
1 +

z

z

)
Φ1(z1) +

z

z

{
Ω1(z1) + (z1 − z1)Φ′

1(z1)
}
,

(8)

σyy − iτxy = Φ1(z1) + Ω1(z1) + (z1 − z1)Φ′
1(z1) + ΦK(z)+

+

(
1 +

R2

z2

)
ΦK(z) + zΦ′

K(z) +
R2

z2

{
ΦK

(
R2

z

)
− zΦ′

K(z)

}
,

(9)

2µ
∂

∂x
(ux + iuy) = κΦ1(z1)− Ω1(z1)− (z1 − z1)Φ′

1(z1) + κΦK(z)−

−
(
1 +

R2

z2

)
ΦK(z)− zΦ′

K(z)− R2

z2

{
ΦK

(
R2

z

)
− zΦ′

K(z)

}
.

(10)

Пiдставимо крайовi умови (2)–(4) у (9) та отримаємо таку задачу лiнiйного
спряження

(Φ1(t)− Ω1(t))
+ − (Φ1(t)− Ω1(t))

− = 0, t ∈ L̃1, (11)

розв’язок якої буде мати вигляд

Ω1(z) = Φ1(z).
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Якщо додати (9) i (10), тодi отримаємо

σyy − iτxy + 2µ
∂

∂x1
(ux + iuy) = (1 + κ){Φ1(z1) + ΦK(z)}.

З крайових умов (2)–(4) та попередньої формули будемо мати

(1 + κ)
{
Φ+

1 (t)− Φ−
1 (t)

}
= 2µ

[
∂

∂x1
(ux + iuy)

]
, t ∈ L̃1, (12)

де [f ] = f+ − f−.
Нехай

g′1(t) =
2µ

(1 + κ)i

[
∂

∂x1
(ux + iuy)

]
, t ∈ L̃1.

Тодi з (12) запишемо задачу лiнiйного спряження у виглядi

Φ+
1 (t)− Φ−

1 (t) = ig′1(t),

розв’язок якої буде таким

Φ1(z1) =
1

2π

∫ d

c

g′1(t)dt

t− z1
. (13)

З крайових умов (1) та спiввiдношення (7) отримаємо

κΦ−
κ (t) + Φ+

κ (t) + κΦ1(t− x0)−
(
1 +

R2

t2

)
Φ1

(
R2

t
− x0

)
+

+
R2

t2

{
Ω1

(
R2

t
− x0

)
+

(
t− R2

t

)
Φ

′
1

(
R2

t
− x0

)}
= 0, t ∈ L.

(14)

Введемо функцiю

F (z) =



ΦK(z) + κΦ1(z − x0), z ∈ S+,

− κΦK(z) +

(
1 +

R2

z2

)
Φ1

(
R2

z
− x0

)
−

− R2

z2

{
Ω1

(
R2

z
− x0

)
+

(
z − R2

z

)
Φ

′
1

(
R2

z
− x0

)}
,

z ∈ S−

(15)

Пiдставимо (15) у (14), тодi будемо мати таку задачу лiнiйного спряження

F+(t)− F−(t) = 0, t ∈ L,

розв’язавши яку, отримаємо

F (z) =
(P2 − P1)R

2

2z2
− κ(P1 + P2)

4
+

1

2π

∫ d

c

g′1(t)dt

t+ x0
. (16)



150
Максим ШАЙНОГА, Олег СМАЛЬ

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2026. Випуск 98

Якщо пiдставити (16) у (15), тодi будемо мати

Φκ(z) =



F (z)− κΦ1(z − x0), z ∈ S+,

1

κ

{
−F (z) +

(
1 +

R2

z2

)
Φ1

(
R2

z
− x0

)
− R2

z2
×

×

[
Ω1

(
R2

z
− x0

)
+

(
z − R2

z

)
Φ

′
1

(
R2

z
− x0

)]}
,

z ∈ S−.

(17)

З крайових умов (2)–(4) та (9) матимемо

Φ+
1 (x1) + Φ−

1 (x1) + ΦK(x1 + x0) +

(
1 +

R2

(x1 + x0)2

)
ΦK(x1 + x0)+

+

(
x1 + x0 −

R2

x1 + x0

)
Φ′

K(x1 + x0) +
R2

(x1 + x0)2
ΦK

(
R2

x1 + x0

)
=

=


0, x1 ∈ [a, b],

σ
(1)
0 + iτ

(1)
0 , x1 ∈ [c, a],

σ
(2)
0 − iτ

(2)
0 , x1 ∈ [b, d].

(18)

Пiдставимо (13), (16), (17) у (18) i отримаємо сингулярне iнтегральне рiвняння
для визначення невiдомої функцiї g′1(t), яке у безрозмiрних змiнних буде мати вигляд∫ 1

−1

{R(η, ξ)G(η) + S(η, ξ)G(η)}dη = H(ξ), ξ ∈ [−1, 1], (19)

де

H(ξ) = p2 +
κ(p1 − p2)

2X4
+


0, ξ ∈

[
−1 +

2w∗
1

2+w∗
1+w∗

2
, 1− 2w∗

2

2+w∗
1+w∗

2

]
;

σ
(1)
0 +iτ

(1)
0

σy
, ξ ∈

[
−1, −1 +

2w∗
1

2+w∗
1+w∗

2

]
;

σ
(2)
0 −iτ

(2)
0

σy
, ξ ∈

[
1− 2w∗

2

2+w∗
1+w∗

2
, 1
]
,

R(η, ξ) =
1

π(η − ξ)
+RI(η, ξ) +

(
1 +

1

X2

)
RII(η, ξ)+

+

(
X − 1

X

)
RIII(η, ξ) +

1

X2
RIV (η, ξ),

RI(η, ξ) = − λ

2πκX(TX − 1)
,

RII(η, ξ) = − λ

2πκ

{
1

T
+

X2 − 1

X(TX − 1)2
− X2 + 1

X(TX − 1)

}
,

RIII(η, ξ) = − 1

πκ

λ

(TX − 1)2

{
TX +

1

X2
− (X2 − 1)

X2(TX − 1)

}
,

RIV (η, ξ) = − κλX

2π(TX − 1)
.
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S(η, ξ) = SI(η, ξ) +

(
1 +

1

X2

)
SII(η, ξ) +

(
X − 1

X

)
SIII(η, ξ) +

λ

2πTX2
,

SI(η, ξ) = − λ

2πκ

{
1

T
+

X2 − 1

X(TX − 1)2
− X2 + 1

X(TX − 1)

}
,

SII(η, ξ) = − λ

2πκX(TX − 1)
, SIII(η, ξ) =

λ

πκX2(TX − 1)

(
1 +

1

2(TX − 1)

)
.

X = 1 + ε+ 0.5λ{w∗
2 − w∗

1 + (2 + w∗
1 + w∗

2)ξ},
T = 1 + ε+ 0.5λ{w∗

2 − w∗
1 + (2 + w∗

1 + w∗
2)η}.

ε =
s

R
, λ =

l

R
, w∗

1 =
w1

l
, w∗

2 =
w2

l
, p1 =

P1

σy
, p2 =

P2

σy
, G(η) = G1(η)+iG2(η) =

hg′1(t)

σy
.

де G1(η), G2(η) — дiйснi невiдомi функцiї, σY — межа текучостi матерiалу пластини.
З умови однозначностi перемiщень при обходi контуру трiщини з пластичними

зонами отримаємо ∫ 1

−1

{G1(η) + iG2(η)}dη = 0. (20)

Коефiцiєнти iнтенсивностi напружень k визначимо за формулами [6]

kc,d = ∓h

(
g′1(x1)

√
(c+ x1)(d− x1)

l

)
.

Оскiльки у вершинах пластичних зон c, d коефiцiєнти iнтенсивностi напружень рiвнi
нулю, тодi

kc = 0, kd = 0. (21)
У пластичних зонах L′

1 i L′′
1 запишемо умови пластичностi Треска-Сен-Венана

([6])

max
{∣∣∣σ(j)

1

∣∣∣ , ∣∣∣σ(j)
2

∣∣∣ , ∣∣∣σ(j)
1 − σ

(j)
2

∣∣∣} = σY , (22)
де

σ
(j)
1,2 = 0.5

(
σ(j)
xx + σ

(j)
0 ±

√(
σ
(j)
xx − σ

(j)
0

)2
+ 4

(
τ
(j)
0

)2)
, j = 1, 2.

Отже, для знаходження невiдомих функцiї G1(η), G2(η), невiдомих нормальних
i дотичних напруження у пластичних зонах σ

(1)
0 , σ(2)

0 , τ (1)0 , τ (2)0 та довжин пласти-
чних зон w∗

1 , w∗
2 , отримано систему рiвнянь (19)–(22).

4. Числовий аналiз.

Проведено числовий аналiз сформульованої задачi при v = 0.3, який пода-
ний на рис. 2, рис. 3. Система сингулярних iнтегральних рiвнянь (19), (20) була
розв’язана числовим методом механiчних квадратур ([7]), а система рiвнянь (21),
(22) розв’язувалася числовим методом Ньютона.

На рис. 2 зображено залежнiсть обезрозмiрених довжин пластичних зон w∗
1 , w∗

2

вiд ε = s
R при λ = l

R = 0.5, p2 = 0. Графiки 1 (для w∗
1), 2 (для w∗

2) побудованi при
p1 = 0.6, графiки 3 (для w∗

1), 4 (для w∗
2) — p1 = 0.5, графiки 5 (для w∗

1), 6 (для w∗
2)

— p1 = 0.4.
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На рис. 3 зображено залежнiсть обезрозмiрених довжин пластичних зон w∗
1 , w∗

2

вiд ε = s
R при λ = l

R = 0.3, p2 = 0. Графiки 1 (для w∗
1), 2 (для w∗

2) побудовано при
p1 = 0.6, графiки 3 (для w∗

1), 4 (для w∗
2) — p1 = 0.5, графiки 5 (для w∗

1), 6 (для w∗
2)

— p1 = 0.4.

Рис. 2.
Рис. 3.

5. Висновки

За допомогою методiв теорiї комплексних потенцiалiв для плоскої задачi теорiї
пружностi розв’язано задачу про розтяг безмежної iзотропної пластини з абсолютно
жорсткою круговою шайбою та радiальною наскрiзною прямолiнiйною трiщиною,
на продовженнi якої утворилися пластичнi зони. Для пластичних зон використо-
вувалися умови пластичностi Треска-Сен-Венана. Розв’язок сформульованої задачi
зведений до системи сингулярних iнтегральних рiвнянь, яка розв’язана числовим
методом механiчних квадратур. У статтi побудовано графiки для довжин пласти-
чних зон в залежностi вiд прикладеного зовнiшнього навантаження та геометричних
параметрiв задачi.
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TENSION OF A PLATE WITH AN ABSOLUTELY RIGID
INCLUSION AND A RADIAL CRACK WITH PLASTIC ZONES

FORMED ON ITS CONTINUATION
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The article constructs a solution to the problem of tension of an infini-
te isotropic plate with an absolutely rigid circular inclusion and a through
radial straight crack. It is assumed that under a uniformly distributed tensile
load at infinity, plastic zones are formed on the crack continuation, satisfyi-
ng the Tresca–Saint–Venant yield criteria. Using the methods of the theory of
functions of a complex variable and complex potentials, the solution is reduced
to a system of singular integral equations, which is solved by the numerical
method of mechanical quadratures. A numerical analysis of the problem is
performed, and graphs for the lengths of the plastic zones depending on the
applied external load are plotted.

Key words: plane problem, plate, absolutely rigid inclusion, crack, plastic
zones, boundary conditions, complex potentials, linear conjugation problem,
singular integral equations, numerical methods, stress intensity factors.
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