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Сформульовано та дослiджено осесиметричну стацiонарну задачу опти-
мального керування температурними напруженнями пiвпростору, що на-
грiвається внутрiшнiми джерелами тепла. Керування здiйснюється шля-
хом конвективного теплообмiну з оточуючим середовищем. У просторi не-
перервних функцiй побудовано розв’язок оберненої задачi термопружно-
стi, до якої зведено сформульовану задачу керування. Для конкретних
випадкiв теплового навантаження пiвпростору числово дослiджено та про-
аналiзовано особливостi поведiнки знайденого розв’язку.

Ключовi слова: оптимальне керування, обернена задача термопружно-
стi, температурнi напруження.

1. Вступ

Елементи сучасного технологiчного обладнання часто зазнають дiї iнтенсивно-
го теплового навантаження, зокрема у виглядi нагрiвання внутрiшнiми джерелами
тепла. За певних умов це призводить до виникнення у них високоградiєнтного тем-
пературного поля, що може спричинити i високий рiвень температурних напружень
([1]). Для забезпечення надiйного функцiонування таких елементiв та збереження
ними проєктних функцiональних та мiцнiсних властивостей, iндуковане джерелами
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тепло потрiбно вiдвести. Для цього часто використовують конвективний теплооб-
мiн з довкiллям. Ефективнiсть такого тепловiдведення можна iстотно пiдвищити
шляхом керованої змiни температури довкiлля чи вiдповiдним вибором величи-
ни коефiцiєнта теплообмiну за врахування вiдповiдних обмежень на максимальнi
значення температурних напружень або перемiщень, обумовлених технологiчними
вимогами ([2–6]).

Задачi оптимального керування напружено-деформованим станом однорiдних,
неоднорiдних i термочутливих елементiв конструкцiй, коли за функцiю керування
вибрано теплове навантаження i заданi додатковi обмеження на параметри тепло-
вого та термомеханiчного процесу, дослiджено у працях ([7]–[9]).

Задачi мiнiмiзацiї температурних напружень теплонавантажених елементiв
конструкцiй, виготовлених iз неоднорiдних, композитних та термочутливих ма-
терiалiв, шляхом пiдбору складових матерiалу, визначення закону розподiлу його
теплових i механiчних характеристик за координатами чи вибору вiдповiдної форми
поверхнi розглянуто у працях ([10]–[14]).

Задачi оптимального керування термонапруженим станом тiла за своїм змi-
стом вiдносяться до обернених задач математичної фiзики, у яких за наслiдковими
факторами потрiбно визначити причиннi характеристики, тому є випадки, коли їх
доцiльно роглядати i розв’язувати як оберненi задачi термопружностi ([15, 16]), ско-
риставшись вiдповiдними методами розв’язування обернених задач. У працях [8, 9]
шляхом зведення до обернених задач термопластичностi розв’язано задачi опти-
мального за швидкодiєю керування нагрiванням термочутливих тiл за обмежень
на функцiю керування (температуру нагрiвального середовища, тепловий потiк на
поверхнi тiла) та максимальне значення iнтенсивностi напружень чи накопиченої
пластичної деформацiї.

У цiй статтi для осесиметрично деформованого пiвпростору, що нагрiвається
внутрiшнiми джерелами тепла, побудовано та дослiджено розв’язок задачi опти-
мального керування розподiлом першого iнварiанта тензора температурних напру-
жень у деякому перерiзi, паралельному до його межової поверхнi, коли за функцiю
керування вибрано закон розподiлу температури середовища, з яким вiдбувається
конвективний теплообмiн або коефiцiєнт теплообмiну, якщо закон розподiлу темпе-
ратури оточуючого середовища вiдомий.

2. Постановка задачi керування

Розглянемо, вiднесений до цилiндричної системи координат r, φ, z, однорiдний
iзотропний пiвпростiр. Припустимо, що вiльний вiд зовнiшнього силового наван-
таження пiвпростiр нагрiвається залежними лише вiд координат r, z внутрiшнiми
джерелами тепла, а через його межову поверхню z = 0 вiдбувається конвективний
теплообмiн iз довкiллям, температура якого також не залежить вiд кутової коор-
динати φ. Тодi у ньому реалiзується осесиметричне стацiонарне температурне поле
T (r, z). За зроблених припущень осесиметричний деформований стан пiвпростору,
спричинений дiєю температурного поля T (r, z), можна описати системою рiвнянь
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рiвноваги ([1]) 
∂σrr

∂ρ
+

∂σrz

∂x
+

1

ρ
(σrr − σφφ) = 0,

∂σrz

∂ρ
+

∂σzz

∂x
+

σrz

ρ
= 0, ρ ∈ [0,∞), x ∈ (0,∞),

(1)

фiзичними спiввiдношеннями для осесиметричного напруженого стану

σrr = 2G

(
εrr +

ν

1− 2ν
e− 1 + ν

1− 2ν
αTT

)
,

σφφ = 2G

(
εφφ +

ν

1− 2ν
e− 1 + ν

1− 2ν
αTT

)
,

σzz = 2G

(
εzz +

ν

1− 2ν
e− 1 + ν

1− 2ν
αTT

)
,

σrz = 2Gεrz, σrφ = σzφ = 0,

(2)

спiввiдношеннями Кошi, та межовими умовами

σzz(ρ, 0) = σrz(ρ, 0) = 0, (3)

де ρ = r
R , x = z

R — безрозмiрнi цилiндричнi координати; R — деяка нормуюча
довжина; σrr, σφφ, σzz, σrz, σrφ, σzφ — компоненти тензора напружень; εrr, εφφ, εzz,
εrz — компоненти тензора деформацiй; e — об’ємна деформацiя; G — модуль зсуву;
ν – коефiцiєнт Пуассона; αT — коефiцiєнт лiнiйного температурного розширення.
Вважаємо, що всi компоненти тензора напружень прямують до нуля, коли ρ, x → ∞.

Температурне поле пiвпростору T (ρ, x), за наявностi у ньому теплових джерел,
задовольнятиме рiвняння Пуассона ([1])

∆T (ρ, x) +Q(ρ, x) = 0, ρ ∈ [0,∞), x ∈ (0,∞) (4)

та крайовi умови 
∂T (ρ, 0)

∂x
− α [T (ρ, 0)− t∗(ρ)] = 0, ρ ∈ [0,∞),

lim
ρ,x→∞

T (ρ, x) = 0,
(5)

де ∆ = ∂2

∂ρ2 +
1
ρ

∂

∂ρ
+ ∂2

∂x2 — оператор Лапласа; Q(ρ, x) = R2

λ Q∗(ρ, x) — вiдносна iнтен-

сивнiсть внутрiшнiх теплових джерел; Q∗(ρ, x) — iнтенсивнiсть внутрiшнiх теплових
джерел; α = α∗

R
λ — безрозмiрний коефiцiєнт теплообмiну; α∗ — коефiцiєнт тепло-

обмiну; λ — коефiцiєнт теплопровiдностi; t∗(ρ) — температура довкiлля.
Вважатимемо, що функцiя розподiлу теплових джерел Q(ρ, x) є заданою. За

вiдомого значення коефiцiєнта теплообмiну α потрiбно знайти такий закон змiни
температури довкiлля t∗(ρ), ρ ∈ [0,∞), за якого функцiонал

J(u) = max
ρ∈[0,∞)

|S(ρ, x1; t∗)− φ∗(ρ)| , (6)

приймав би мiнiмальне значення. Тут S(ρ, x1; t∗) = σrr(ρ, x1; t∗) + σφφ(ρ, x1; t∗) +
σzz(ρ, x1; t∗) — перший iнварiант тензора напружень у заданому перерiзi x = x1,
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x1 = const ⩾ 0 пiвпростору, паралельному до межової поверхнi; φ∗(ρ) — задана
функцiя.

3. Зведення задачi керування до оберненої задачi термопружностi

Проведенi дослiдження показують ([2], [16]–[18]), що розв’язання таких задач
доцiльно розпочинати з вiдшукання у просторi неперервних функцiй керування, яке
забезпечуватиме точну нижню грань функцiоналу (6), тобто виконання рiвностi

S(ρ, x1; t∗) = φ∗(ρ), ρ ∈ [0,∞). (7)

З цiєю метою знайдемо розв’язки задач термопружностi (1)-(3) та теплопровiд-
ностi (4), (5) i запишемо їх у потрiбному для нас виглядi.

У працi [18] побудовано розв’язок осесиметричної задач термопружностi (1)-(3)
у виглядi iнтегральних залежностей компонент вектора перемiщень вiд неявноза-
даного температурного поля. Скориставшись ним, компоненти тензора напружень
можна записати наступним чином:

σrr =
αTE

2(1− ν)

∞∫∫∫
0

[(
e−s|x−η| + (3− 2sx)e−s(x+η)

)
s2J0(sρ)−

−
(
e−s|x−η| + (3− 4ν − 2sx)e−s(x+η)

) sJ1(sρ)
ρ

]
×

×ξJ0(sξ)T (ξ, η)dsdξdη − αTE

1− ν
T (ρ, x),

σφφ =
αTE

2(1− ν)

∞∫∫∫
0

[
4νe−s(x+η)s2J0(sρ) +

(
e−s|x−η|+

+(3− 4ν − 2sx)e−s(x+η)

)
sJ1(sρ)

ρ

]
×

×ξJ0(sξ)T (ξ, η)dsdξdη − αTE

1− ν
T (ρ, x),

σzz =
αTE

2(1− ν)

∞∫∫∫
0

[
(1 + 2sx)e−s(x+η) − e−s|x−η|

]
×

×s2ξJ0(sξ)J0(sρ)T (ξ, η)dsdξdη,

(8)

де E — модуль Юнга; J0(ρ), J1(ρ) – функцiї Бесселя першого роду нульового та
першого порядкiв.

Звiдси можна отримати, що

S(ρ, x) =
2αTE

1− ν

[
(1 + ν)

∞∫∫∫
0

e−s(x+η)s2ξJ0(sξ)J0(sρ)T (ξ, η)dsdξdη − T (ρ, x)

]
. (9)

На основi отриманих спiввiдношень (8) також можна встановити, що для осеси-
метричної задачi термопружностi для пiвпростору мають мiсце наступнi залежностi
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мiж компонентами тензора напружень i їх першим iнварiантом:

σrr =
S

2
− 1

4

∞∫∫∫
0

s2ξS(ξ, η)
[
(3− 2sx)e−s(x+η) + e−s|x−η|

]
J0(sξ)J0(sρ)dsdξdη+

+
1

4ρ

∞∫∫∫
0

sξS(ξ, η)
[
(7− 2sx)e−s(x+η) + e−s|x−η|

]
J0(sξ)J1(sρ)dsdξdη,

σφφ =
S

2
+

∞∫∫∫
0

s2ξS(ξ, η)e−s(x+η)J0(sξ)J0(sρ)dsdξdη−

− 1

4ρ

∞∫∫∫
0

sξS(ξ, η)
[
(7− 2sx)e−s(x+η) + e−s|x−η|

]
J0(sξ)J1(sρ)dsdξdη,

σzz =− 1

4

∞∫∫∫
0

s2ξS(ξ, η)
[
(1 + 2sx)e−s(x+η) − e−s|x−η|

]
J0(sξ)J0(sρ)dsdξdη,

σrz =
1

4

∞∫∫∫
0

s2ξS(ξ, η)
[
(1− 2sx)e−s(x+η)+e−s|x−η|sign(x− η)

]
J0(sξ)J1(sρ)dsdξdη,

з яких слiдує, що керуючи першим iнварiантом тензора напружень, можна опосе-
редковано керувати i кожною iз компонент цього тензора.

Застосувавши до задачi теплопровiдностi (4), (5) iнтегральне перетворення Ган-
келя ([19]) за координатою ρ, ї ї розв’язок запишемо так ([18]):

T (ρ, x) =

∞∫
0

G∗(ρ, x; ξ)t∗(ξ)dξ +

∞∫∫
0

G0(ρ, x; ξ, η)Q(ξ, η)dξdη, (10)

де

G∗(ρ, x; ξ) = αξ

∞∫
0

se−sx

s+ α
J0(sρ)J0(sξ)ds,

G0(ρ, x; ξ, η) =
ξ

2

∞∫
0

[s− α

s+ α
e−s(x+η) + e−s|x−η|

]
J0(sξ)J0(sρ)ds.

Маючи розв’язки задач теплопровiдностi та термопружностi у виглядi (8)–(10),
зведемо сформульовану задачу керування до оберненої задачi термопружностi. Для
цього розв’язок (10) пiдставимо у подання (9) i на основi спiввiдношення (8), пiсля
вiдповiдних перетворень, отримаємо наступне iнтегральне рiвняння першого роду
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типу згортки [20] на шукану функцiю t∗(ρ):
∞∫
0

K(ρ, x1, ξ)t∗(ξ)dξ = f(ρ), (11)

де

K(ρ, x1, ξ) =− α

∞∫
0

sξe−sx1

s+ α
J0(sξ)J0(sρ)ds,

f(ρ) =φ(ρ)− 1

1− ν

∞∫∫∫
0

ξQ(ξ, η)A(s, η, x1)J0(sξ)J0(sρ)dηdξds,

A(s, η, x1) =
e−s(x1+η)

s+ α

[
(1 + ν) (1 + (s+ α)η) s+ α− s

]
− e−s|x1−η|,

φ(ρ) =
φ∗(ρ)

αTE
.

Таким чином, вихiдна задача оптимiзацiї зведена до оберненої задачi термо-
пружностi, яка описується iнтегральним рiвнянням (11).

Застосувавши до отриманого рiвняння (11) iнтегральне перетворення Ганкеля
за координатою ρ, можна знайти його аналiтичний розв’язок, який подамо так:

t∗(ρ) =
1

1− ν

∞∫∫∫
0

ξ
s+ α

α
esx1Q(ξ, η)A(s, η, x1)J0(sξ)J0(sρ) dξ dη ds−

− 1

α

∞∫∫
0

ξs(s+ α)esx1φ(ξ)J0(sξ)J0(sρ) dξ ds. (12)

4. Числовий аналiз розв’язку

Як приклад за допомогою формули (12) дослiдимо оптимальний розподiл тем-
ператури довкiлля, який забезпечує нульовий розподiл першого iнварiанта тензора
напружень φ(ρ) = 0 на межовiй поверхнi пiвпростору x1 = 0, коли внутрiшнi тепловi
джерела зосередженi у круговiй областi D = {ρ : ρ ⩽ a}, a = const площини x = x0,
паралельної до межi пiвпростору, тобто Q(ρ, x) = q(ρ)H(a − ρ)δ(x − x0), де H(ρ) —
функцiя Гевiсайда; δ(x) — дельта-функцiя Дiрака.

На рис. 1 кривими 1–4 зображено поведiнку безрозмiрної функцiї керування
t(ρ) = t∗(ρ)

q0
, розрахованої за формулою (12) для випадку, коли q(ρ) = q0(1 − ρ2),

q0 = const, α = 2, a = 1, ν = 0.3 i вiдповiдно x0 = 0.2; 0.3; 1.0; 3.0. Як видно з
рисунка i як показали дослiдження, за близького розташування теплових джерел
до межi пiвпростору i малих значеннях коефiцiєнта теплообмiну функцiя керування
має осцилюючий за радiальною координатою характер i приймає як додатнi, так
i вiд’ємнi значення. Це означає, що у цьому випадку для забезпечення нульового
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Рис. 1.

Рис. 2.

розподiлу першого iнварiанта тензора напружень на межовiй поверхнi пiвпросто-
ру зони нагрiвання повиннi чергуватися iз зонами охолодження. При вiддаленнi
областi тепловидiлення D вiд межової поверхнi пiвпростору, за фiксованого значен-
ня коефiцiєнта теплообмiну α, функцiя керування приймає лише додатнi значення
i забезпечити нульовий розподiл першого iнварiанта тензора напружень на межо-
вiй поверхнi пiвпростору можна за допомогою лише нагрiвання межової поверхнi.
Встановлено також, що вiддалення областi тепловидiлення D вiд межової повер-
хнi пiвпростору спочатку призводить до незначного зростання абсолютної величини
функцiї керування (крива 3), а пiсля деякого граничного значення x∗

0 до спадання
цiєї величини зi збiльшенням зони охолодження у напрямку зростання радiальної



142
Анатолiй Ясiнський, Валерiй Козицький, Володимир Флюд

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2026. Випуск 98

координати (крива 4). Пов’язано це з тим, що в межах розглядуваної математичної
моделi термопружностi (1)–(5), вiддалення теплових джерел вiд межової поверхнi
пiвпростору зменшує їх вплив на температурнi напруження цiєї поверхнi, що дає
змогу забезпечити поставлену мету керування (7) меншим за абсолютною величи-
ною значенням температури довкiлля. При збiльшеннi чи зменшеннi розмiру a обла-
стi D функцiя керування якiсно зберiгає наведену на рис. 1 поведiнку з вiдповiдним
збiльшенням чи зменшенням зони охолодження у напрямку зростання чи спадання
радiальної координати.

На рис. 2 кривими 1–3 зображено поведiнку безрозмiрної функцiї керування
t(ρ) = t∗(ρ)

q0
, розрахованої за формулою (12), для випадку нагрiвання пiвпростору

вказаними вище джерелами тепла, за сталого значення параметра x0 = 0.5 i змiн-
них значеннях коефiцiєнта теплообмiну α = 1.0; 3.0; 30.0. Як бачимо, збiльшення
значення коефiцiєнта теплообмiну α, тобто пiдвищення iнтенсивностi тепловiдве-
дення через межову поверхню пiвпростору, дає змогу досягнути поставленої мети
меншою за модулем функцiєю керування, за решти незмiнних параметрiв. При цьо-
му для фiксованого значення x0 за малих значень коефiцiєнта теплообмiну функцiя
керування також має осцилюючий за радiальною координатою характер.

Зазначимо, що у випадку, коли закон розподiлу температури довкiлля t(ρ) є вi-
домим, а невiдомим є коефiцiєнт теплообмiну, то сформульовану вище задачу опти-
мiзацiї можна переформулювати i розглядати як задачу на вiдшукання значення
коефiцiєнта теплообмiну α, за якого буде досягати мiнiмуму функцiонал (6).

Iз формули (12) видно, що iснування функцiї керування t(ρ), яка забезпечує
точну нижню грань функцiонала (6), безпосередньо пов’язане з iснуванням невла-
сних iнтегралiв, що стоять у правiй частинi цiєї формули. Якщо функцiї Q(ρ, x) i
φ(ρ) або iншi параметри задачi є такими, що наведенi вище iнтеграли розбiгаються,
то це означатиме, що припущення про iснування у просторi неперервних функцiї
керування t(ρ), яка забезпечує точну нижню грань функцiонала (6), порушується.
Тодi, аналогiчно як i у працях [2, 17], за допомогою розв’язку (12) у просторi неперер-
вних функцiй можна побудувати функцiональну послiдовнiсть, яка мiнiмiзуватиме
критерiй оптимальностi (6).

5. Висновки

Для осесиметрично деформованого пiвпростору, який нагрiвається внутрiшнi-
ми стацiонарними джерелами тепла, сформульовано задачу оптимального керуван-
ня розподiлом першого iнварiанта тензора температурних напружень у деякому за-
даному перерiзi, паралельному до його межової поверхнi. За функцiю керування ви-
брано розподiл температури довкiлля, з яким вiдбувається конвективний теплообмiн
або коефiцiєнт теплообмiну, якщо закон розподiлу температури оточуючого середо-
вища вiдомий, а за критерiй оптимальностi — мiнiмальне значення рiвномiрного вiд-
хилення керованого розподiлу напружень вiд заданого. На основi припущення про
iснування керування, яке забезпечує точну нижню грань критерiю оптимальностi,
сформульована задача оптимiзацiї зведена до оберненої задачi термопружностi, яку
описує iнтегральне рiвняння першого роду типу згортки. За допомогою iнтегрально-
го перетворення Ганкеля побудовано аналiтичний розв’язок оберненої задачi. Для
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конкретного випадку теплового навантаження пiвпростору числово проаналiзова-
но поведiнку знайденого керування. Якщо припущення про iснування керування,
яке забезпечує точну нижню грань критерiю оптимальностi, порушується, запро-
поновано методику побудови у просторi неперервних функцiй послiдовностi, яка
мiнiмiзуватиме цей критерiй.
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An axisymmetric steady-state problem of optimal control of thermal stresses
in a half-space heated by internal heat sources is formulated and studied. The
control is implemented via convective heat transfer with the surrounding envi-
ronment. A solution to the inverse problem of thermoelasticity, to which the
formulated control problem is reduced, is constructed in the space of conti-
nuous functions. For specific cases of thermal loading of the half-space, the
features of the behavior of the obtained solution are investigated numerically
and analyzed.

Key words: optimal control, inverse thermoelasticity problem, thermal
stresses.
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