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Розв’язано задачу про розтяг безмежної iзотропної пластини з круго-
вим отвором та радiальною ненаскрiзною прямолiнiйною трiщиною. Вва-
жається, що пiд дiєю зовнiшнього навантаження на нескiнченностi на про-
довженнi ненаскрiзної трiщини утворилися пластичнi зони, для яких ви-
конуються умови пластичностi Треска-Сен-Венана. Оскiльки трiщина є
ненаскрiзною, тому розв’язок сформульованої задачi шукався у виглядi
розв’язкiв двох взаємопов’язаних задач: плоскої задачi теорiї пружностi та
задачi згину пластини (класична теорiя). Розв’язок задачi побудований з
використанням методiв теорiї функцiй комплексної змiнної та комплексних
потенцiалiв i зведений до системи сингулярних iнтегральних рiвнянь, яка
розв’язана чисельно за допомогою методу механiчних квадратур. Побудо-
вано графiки для довжин пластичних зон в залежностi вiд зовнiшнього
навантаження та геометричних параметрiв задачi.

Ключовi слова: пластина, трiщина, пластичнi зони, граничнi умови,
теорiя пружностi, плоска задача, задача згину пластини, комплекснi по-
тенцiали, задача лiнiйного спряження, сингулярнi iнтегральнi рiвняння,
числовi методи, коефiцiєнти iнтенсивностi.
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1. Вступ.

З технiчних мiркувань у пластинчастих конструкцiйних елементах можуть
мiститися отвори, а пiд час їх встановлення чи експлуатацiї можуть утворюва-
тися ненаскрiзнi трiщини, якi суттєво впливають на перерозподiл напружено-
деформованого стану. Тому розробка та удосконалення методiв оцiнки напружено-
деформованого стану пластин iз трiщинами є важливою науковою проблемою
прикладної математики.

Задача про знаходження довжин пластичних зон з використанням умови пла-
стичностi Мiзеса у вершинах поверхневих трiщин в трубi розв’язана у статтi [1]. У
працi [2] розв’язано задачу згину нескiнченної кусково-однорiдної iзотропної пла-
стини з пружною круговою шайбою та радiальною наскрiзною трiщиною, береги
якої контактуються. Задачу про згин смуги з наскрiзною трiщину на продовженнi
якої утворилися пластичнi зони розглянуто у [3]. У статтi [4] дослiджено задачу про
розтяг круглої пластини з радiальною трiщиною, на продовженнi якої утворилися
пластичнi зони.

Отже, задачi розтягу пластин з отвором та трiщинами, на продовженнi яких
утворилися пластичнi зони, є актуальними.

2. Формулювання задачi

Розглянемо безмежну iзотропну пластину товщиною 2h, яка мiстить наскрiзний
круговий отвiр радiуса R та ненаскрiзну прямолiнiйну радiальну трiщину завдовж-
ки 2l. Береги ненаскрiзної трiщини та межа кругового отвору вiльнi вiд зовнiшнього
навантаження. Декартову систему координат Oxyz̃ розмiстимо у серединнiй площи-
нi пластини з початком у центрi кругового отвору, при чому вiсь Ox направимо по
трiщинi, а вiсь Oz̃ — перпендикулярно до серединної площини пластини. Введемо
полярну систему координат Orθ з центром у точцi O та полярною вiссю Ox. У цен-
трi трiщини розмiстимо декартову систему координат O1x1y1z̃1. За дiї рiвномiрно
розподiленого розтягувального навантаження на безмежностi P1 i P2 (див. рис. 1) на
продовженнi трiщини у областях «2» утворилися прямолiнiйнi пластичнi зони зав-
довжки w1 i w2, а матерiал у перемичцi (у областi «1») за h1 ≤ z̃1 ≤ h i −l ≤ x1 ≤ l,
також перейшов у пластичний стан. Через L позначимо межу кругового отвору; лi-
нiю, де розмiщена трiщина позначимо L1, пластичнi зони — L′

1 i L′′
1 , вiдстань мiж

центром отвору та центром трiщини — x0; область всерединi кругового отвору —
S+, а ззовнi — S−; довжини пластичних зон — w1 i w2; вершини трiщини — a i b;
вершини пластичних зон — c i d; L̃1 = L1 ∪ L′

1 ∪ L′′
1 .

Оскiльки у пластинi мiститься ненаскрiзна трiщина, тому розв’язок сформу-
льованої задачi подамо у виглядi розв’язкiв двох взаємопов’язаних задач: плоскої
задачi теорiї пружностi та задачi згину пластини (класична теорiя згину пластини),
за наступних граничних умов:

— на межi кругового отвору:

σΠr = 0, τΠrθ = 0, Mr = 0, Pr = 0, x ∈ L, (1)

де σΠr i τΠrθ — компоненти тензора напружень у полярнiй системi координат, Mr —
згинальний момент, Pr — узагальнена в сенсi Кiрхгофа перерiзувальна сила;
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Рис. 1. Безмежна пластина з круговим отвором та трiщиною i пла-
стичними зонами

— на берегах трiщини:

σ±
Πy1y1

= σY b1, τ±Πx1y1
= 0, M±

y1
= σY b1, H±

x1y1
= 0, N±

y1
= 0, x1 ∈ L1, (2)

де σΠy1y1
i τΠx1y1

— компоненти тензора напружень у декартовiй системi координат,
My1

, Hx1y1
, Ny1

— згинальний i крутний моменти та перерiзувальна сила, σY — гра-
ниця текучостi матерiалу, значками “+” i “−” позначенi граничнi значення функцiй
при прямуваннi точки площини до трiщини з пластичними зонами при y1 → ±0,
b1 = h−h1

2h , b2 =
h2−h2

1

2h ;
— у пластичних зонах “2”:

σ±
Πy1y1

= σ
(1)
0 , τ±Πx1y1

= τ
(1)
0 , M±

y1
= M

(1)
0 , H±

x1y1
= H

(1)
0 , N±

y1
= 0, x1 ∈ L′

1, (3)

σ±
Πy1y1

= σ
(2)
0 , τ±Πx1y1

= −τ
(2)
0 , M±

y1
= M

(2)
0 , H±

x1y1
= −H

(2)
0 , N±

y1
= 0, x1 ∈ L′′

1 , (4)

де σ
(1)
0 , σ(2)

0 , τ (1)0 , τ (2)0 — невiдомi нормальнi та дотичнi напруження у пластичних
зонах, M (1)

0 , M (2)
0 , H(1)

0 , H(2)
0 — невiдомi згинальнi i крутнi моменти у пластичних

зонах.

3. Розв’язок задачi

З використанням комплексних потенцiалiв та задач лiнiйного спряження, як це
зроблено в роботi [5], для однiєї трiщини отримаємо систему сингулярних iнтеграль-
них рiвнянь для визначення невiдомих функцiй Y (η) та G(η), яка у безрозмiрних
змiнних буде мати вигляд ([5])

Im

(∫ 1

−1

{
K(η, ξ)Y (η) + L(η, ξ)Y (η)

}
dη

)
+Re

(
c̃′0
X2

)
= c̃′, ξ ∈ [−1, 1], (5)

Re

(∫ 1

−1

{
K(η, ξ)Y (η) + L(η, ξ)Y (η)

}
dη

)
− Im

(
c̃′0
X2

)
+

+
q

2
Re

(∫ 1

−1

{
R(η, ξ)G(η) + S(η, ξ)G(η)

})
= Re H(ξ), ξ ∈ [−1, 1],

(6)
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Im

(∫ 1

−1

{
R(η, ξ)G(η) + S(η, ξ)G(η)

})
= Im H(ξ), ξ ∈ [−1, 1], (7)

де

K(η, ξ) =
κ̃

πi(η − ξ)
+ κ̃KI(η, ξ)−

(
1 +

1

X2

)
KII(η, ξ)−

(
X − 1

X

)
KIII(η, ξ)−

− 1

X2
KIV (η, ξ),

L(η, ξ) = κ̃LI(η, ξ)−
(
1 +

1

X2

)
LII(η, ξ)−

(
X − 1

X

)
LIII(η, ξ)− 1

X2
LIV (η, ξ),

R(η, ξ) =
1

π(η − ξ)
+RI(η, ξ)+

(
1 +

1

X2

)
RII(η, ξ)+

(
X − 1

X

)
RIII(η, ξ)+

1

X2
RIV (η, ξ),

S(η, ξ) = SI(η, ξ) +

(
1 +

1

X2

)
SII(η, ξ) +

(
X − 1

X

)
SIII(η, ξ) +

1

X2
SIV (η, ξ),

KI(η, ξ) =
λ(1 + 0,5w∗

1 + 0,5w∗
2)

2πiX(TX − 1)
,

KII(η, ξ) = −λ(1 + 0,5w∗
1 + 0,5w∗

2)

2πiκ̃

{
1

T
+

F

(TX − 1)2
+

X2 + 1

X(TX − 1)

}
,

KIII(η, ξ) =
λ(1 + 0,5w∗

1 + 0,5w∗
2)

πiκ̃(TX − 1)2

{
1 +

1

X2
+

TX − 1

X2
− F

X
− F

X(TX − 1)

}
,

KIV (η, ξ) = − κ̃λ(1 + 0,5w∗
1 + 0,5w∗

2)X

2πi(TX − 1)
,

LI(η, ξ) =
λ(1 + 0,5w∗

1 + 0,5w∗
2)

2πiκ̃

{
1

T
+

F

(TX − 1)2
− λ(X2 + 1)

X(TX − 1)

}
,

LII(η, ξ) = −λ(1 + 0,5w∗
1 + 0,5w∗

2)

2πiX(TX − 1)
,

LIII(η, ξ) =
λ(1 + 0,5w∗

1 + 0,5w∗
2)

πiX2(TX − 1)

(
1 +

1

2(TX − 1)

)
,

LIV (η, ξ) = −λ(1 + 0,5w∗
1 + 0,5w∗

2)

2πiT
, F = X − 1

X
,

RI(η, ξ) =
λ(1 + 0,5w∗

1 + 0,5w∗
2)

2πX(TX − 1)
,

RII(η, ξ) =
λ(1 + 0,5w∗

1 + 0,5w∗
2)

2π

{
1

T
+

F

(TX − 1)2
− X2 + 1

X(TX − 1

}
,

RIII(η, ξ) =
1

π

λ(1 + 0,5w∗
1 + 0,5w∗

2)

(TX − 1)2

{
1 +

1

X2
+

TX − 1

X2
− F

X
− F

X(TX − 1)

}
,

RIV (η, ξ) =
λ(1 + 0,5w∗

1 + 0,5w∗
2)X

2π(TX − 1)
,

SI(η, ξ) =
λ(1 + 0,5w∗

1 + 0,5w∗
2)

2π

{
1

T
+

F

(TX − 1)2
− X2 + 1

X(TX − 1)

}
,



РОЗТЯГ ПЛАСТИНИ З ОТВОРОМ ТА РАДIАЛЬНОЮ НЕНАСКРIЗНОЮ..
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2026. Випуск 98 131

SII(η, ξ) =
λ(1 + 0,5w∗

1 + 0,5w∗
2)

2πX(TX − 1)
,

SIII(η, ξ) = −λ(1 + 0,5w∗
1 + 0,5w∗

2)

πX2(TX − 1)

(
1 +

1

2(TX − 1)

)
,

SIV (η, ξ) =
λ(1 + 0,5w∗

1 + 0,5w∗
2)

2πT
,

H(ξ) = p1 +
p1 − p2
2X4

, p1 =
P1

σY
, p2 =

P2

σY
, κ =

3− ν

1 + ν
, κ̃ =

3 + ν

1− ν
,

i2 = −1, q = −3

2
(1 + ν)(1 + γ), γ =

h1

h
,

X = ε+ 0,5λ {w∗
2 − w∗

1 + (2 + w∗
1 + w∗

2)ξ} , T = ε+ 0,5λ {w∗
2 − w∗

1 + (2 + w∗
1 + w∗

2)η} ,

ε =
x0

R
, λ =

l

R
, w∗

1 =
w1

l
, w∗

2 =
w2

l
,

c̃′0 = − 1

2π
Re

(∫ 1

−1

λ(1 + 0,5w∗
1 + 0,5w∗

2)Y (η)

T
dη

)
,

Y (η) = Y1(η) + iY2(η) =
Eh2

σY (1 + κ̃)

[
∂

∂x1

(
∂w

∂x1
+ i

∂w

∂y1

)]
,

G(lη) = G1(η) + iG2(η) =
2µh2

(1 + κ)σY i

[
∂(uΠ + ivΠ)

∂x1

]
, µ =

E

2(1 + ν)
,

де w — прогин точок пластини у задачi згину, uΠ, vΠ — компоненти вектора пере-
мiщень у плоскiй задачi, Y1(η), Y2(η), G1(η), G2(η) — дiйснi функцiї, ξ = x1

l , η = t
l

— безрозмiрнi змiннi, E — модуль пружностi матерiалу пластини, а ν — коефiцiєнт
Пуассона.

Систему рiвнянь (5)–(7) доповнюємо додатковими умовами∫ 1

−1

Y (η) dη = 0,

∫ 1

−1

ηY1(η) dη = 0,

∫ 1

−1

G(η) dη = 0, (8)

якi виражають вiдповiдно однозначнiсть кутiв повороту, прогину пластини та пере-
мiщень за обходу контуру трiщини.

Коефiцiєнти iнтенсивностi зусиль (КIЗ) k = k1+ ik2 та коефiцiєнти iнтенсивно-
стi моментiв (КIМ) визначимо за формулами ([6])

kc,d = ∓ lim
x1→c,d

(
h3

σY
G(x1)

√
(c+ x1)(d− x1)

l

)
,

Kc,d = ∓ lim
x1→c,d

(
h4

σY
Y (x1)

√
(c+ x1)(d− x1)

l

)
.

У вершинах пластичних зон c, d КIЗ i КIМ рiвнi нулевi, тодi

kc = 0, kd = 0, Kc = 0, Kd = 0. (9)

Для пластичних зон L′
1 i L′′

1 запишемо умови пластичностi Треска-Сен-Венана ([6])

max
{
|σ(j)

1 |, |σ(j)
2 |, |σ(j)

1 − σ
(j)
2 |
}
= σY , (10)
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де

σ
(j)
1,2 = 0,5

(
σ(j)
xx + σ

(j)
0 ±

√
(σ

(j)
xx − σ

(j)
0 )2 + 4(τ

(j)
0 )2

)
, j = 1, 2.

Отже, для знаходження невiдомих функцiй G1(η), G2(η), Y1(η), Y2(η), невiдомих
нормальних i дотичних напруження у пластичних зонах σ

(1)
0 , σ(2)

0 , τ (1)0 , τ (2)0 , невiдо-
мих згинальних i крутних моментiв у пластичних зонах M

(1)
0 , M (2)

0 , H(1)
0 , H(2)

0 та
довжин пластичних зон w∗

1 , w∗
2 отримано систему рiвнянь (5)–(10).

4. Числовий аналiз

Було проведено числовий аналiз задачi, який поданий на Рис. 2-3 при ν = 0.3,
γ = h1

h = 0.9.
Система сингулярних iнтегральних рiвнянь (5)–(8) розв’язувалася числовим ме-

тодом механiчних квадратур ([7]), а система рiвнянь (9), (10) розв’язувалася число-
вим методом Ньютона.

Рис. 2 побудовано для обезрозмiрених довжин пластичних зон w∗
1 , w∗

2 вiд пара-
метра ε = s

R коли λ = l
R = 0.5, p2 = 0. Графiки 1 (для w∗

1), 2 (для w∗
2) побудовано

при p1 = 0.6, графiки 3 (для w∗
1), 4 (для w∗

2) — p1 = 0.5, графiки 5 (для w∗
1), 6 (для

w∗
2) — p1 = 0.4.

Рис. 3 отримано для обезрозмiрених довжин пластичних зон w∗
1 , w∗

2 вiд пара-
метра ε = s

R коли λ = l
R = 0.3, p2 = 0. Графiки 1 (для w∗

1), 2 (для w∗
2) побудовано

при p1 = 0.6, графiки 3 (для w∗
1), 4 (для w∗

2) — p1 = 0.5, графiки 5 (для w∗
1), 6 (для

w∗
2) — p1 = 0.4.

Рис. 2. Рис. 3.
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TENSION OF A PLATE WITH A HOLE AND A RADIAL
NON-THROUGH CRACK, TAKING INTO ACCOUNT PLASTIC

ZONES ON ITS EXTENSION
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The problem of the tension of an infinite isotropic plate with a circular hole
and a radial non-through rectilinear crack is solved. It is assumed that under
the action of external loading at infinity, plastic zones have been formed on the
extension of the non-through crack, for which the Tresca-Saint Venant plasti-
city conditions are satisfied. Since the crack is non-through, the solution of
the formulated problem was sought in the form of solutions of two interrelated
problems: the plane problem of elasticity theory and the plate bending problem
(classical theory). The solution of the problem is constructed using the methods
of the theory of functions of a complex variable and complex potentials, and
is reduced to a system of singular integral equations, which is solved numeri-
cally using the method of mechanical quadratures. Graphs are plotted for the
lengths of the plastic zones depending on the external load and the geometric
parameters of the problem.

Key words: plate, crack, plastic zones, boundary conditions, elasticity
theory, plane problem, plate bending problem, complex potentials, linear
conjugation problem, singular integral equations, numerical methods, stress
intensity factors.
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