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У статтi розглядається задача байєсiвського висновування для агре-
гованої матрицi переходiв дискретного Марковського процесу, породже-
ного сумiшшю прихованих компонент. На вiдмiну вiд бiльшостi робiт, де
основна увага придiляється вiдновленню прихованих режимiв або компо-
нентних матриць переходiв, у данiй роботi об’єктом дослiдження є агрего-
ване ядро переходiв, яке є iдентифiкованим функцiоналом моделi навiть
за неiдентифiкованостi компонент. Для моделi з латентними незалежними
iндикаторами режимiв, Дiрiхле апрiором на ваги сумiшi та Дiрiхле апрiо-
рами на рядки компонентних матриць, запропоновано алгоритм який ба-
зується на методi варiацiйного Байєса з середньопольовим наближенням,
включно з повним виведенням ELBO (Evidence Lower Bound) та коорди-
натними оновленнями. Отримано аналiтичнi формули для перших двох
моментiв агрегованого ядра з варiацiйним апостерiором та запропонова-
но компактну Дiрiхле проєкцiю на основi методу моментного узгодження.
Запропонований пiдхiд забезпечує iнтерпретоване подання апостерiорної
невизначеностi агрегованої динамiки без необхiдностi iдентифiкацiї ком-
понентiв сумiшi.

Ключовi слова: сумiш Марковських процесiв, розподiл Дiрiхле,
Байєсiвське висновування, середньопольова факторизацiя, розходжен-
ня Кульбака-Лейблера, нижня межа правдоподiбностi.

Нехай X0, X1, . . . , XT , Xt ∈ {1, . . . ,K}, є дискретним часовим процесом, для
якого спостерiгається лише послiдовнiсть станiв. Для кожного моменту часу t =
0, . . . , T − 1 вводиться латентна змiнна Zt ∈ {1, . . . ,M}, що визначає компоненту
сумiшi, яка породжує перехiд Xt → Xt+1.
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Модель задається такими спiввiдношеннями:

π ∼ Dirichlet(γ1, . . . , γM ), (1)

p
(m)
i ∼ Dirichlet(α

(m)
i1 , . . . , α

(m)
iK ), i = 1, . . . ,K, m = 1, . . . ,M, (2)

Zt | π ∼ Categorical(π), t = 0, . . . , T − 1, (3)

Xt+1 | Xt = i, Zt = m ∼ Categorical(p
(m)
i ). (4)

Тут π = (π1, . . . , πM ) є вектором ваг сумiшi, а p
(m)
i = (P

(m)
i1 , . . . , P

(m)
iK ) — i-й рядок

компонентної матрицi переходiв P (m).
Агрегованим ядром переходiв назвемо матрицю

P− :=

M∑
m=1

πmP
(m).

Для фiксованого рядка i маємо p−
i =

∑M
m=1 πmp

(m)
i .

Оскiльки Zt є незалежними та однаково розподiленими за умовою π, спостере-
жуваний процес {Xt} є однорiдним марковським ланцюгом з ядром P−, тобто

P (Xt+1 = j | Xt = i, π, P ) = P−
ij .

Наша цiль полягає в побудовi апроксимацiї апостерiорного розподiлу для p−
i ,

спираючись лише на спостереженi данi X0:T .
Позначимо через P усю сукупнiсть параметрiв {p(m)

i }i,m, а через Z =
(Z0, . . . , ZT−1) вектор прихованих iндикаторiв. Повний спiльний розподiл має вигляд

p(X,π, P, Z) = p(π)

M∏
m=1

K∏
i=1

p(p
(m)
i )

T−1∏
t=0

p(Zt | π)
T−1∏
t=0

p(Xt+1 | Xt, Zt, P ). (5)

Вiдповiдно, логарифмiчне перетворення розподiлу дорiвнює:

log p(X,π, P, Z) =

= log p(π) +

M∑
m=1

K∑
i=1

log p(p
(m)
i ) +

T−1∑
t=0

log p(Zt | π) +
T−1∑
t=0

log p(Xt+1 | Xt, Zt, P ). (6)

Розпишемо кожен доданок окремо:
Для апрiора π ∼ Dir(γ)

log p(π) = log Γ(γ0)−
M∑

m=1

log Γ(γm) +

M∑
m=1

(γm − 1) log πm, γ0 =

M∑
m=1

γm. (7)

Для апрiора на рядок p
(m)
i

log p(p
(m)
i ) = log Γ(α

(m)
i0 )−

K∑
j=1

log Γ(α
(m)
ij ) +

K∑
j=1

(α
(m)
ij − 1) logP

(m)
ij , α

(m)
i0 =

K∑
j=1

α
(m)
ij .

(8)
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Якщо ввести iндикатор ztm ∈ {0, 1} — в момент часу t була активна компонен-
та m;

∑
m ztm = 1, то

log p(Zt | π) =
M∑

m=1

ztm log πm. (9)

Нарештi, якщо Xt = i, Xt+1 = j, то

log p(Xt+1 | Xt, Zt, P ) =

M∑
m=1

ztm logP
(m)
ij . (10)

Пiдставляючи (7)–(10) в (6), одержуємо логарифмiчне перетворення розподiлу
у розгорнутiй формi:

log p(X,π, P, Z) =

M∑
m=1

(γm − 1) log πm +

M∑
m=1

K∑
i=1

K∑
j=1

(α
(m)
ij − 1) logP

(m)
ij

+

T−1∑
t=0

M∑
m=1

ztm log πm +

T−1∑
t=0

M∑
m=1

ztm logP
(m)
Xt,Xt+1

+ const. (11)

Нехай Y має щiльнiсть pY (y), а X = f(Y ) є вимiрною функцiєю вiд Y . Тодi
розподiл X називається iндукованим розподiлом i має формальний запис

pX(x) =

∫
δ(x− f(y)) pY (y) dy.

У нашому випадку Y = (π, P, Z), а функцiя f(π, P, Z) =
∑M

m=1 πmP
(m). Оскiль-

ки P− не входить до моделi як первинний параметр, а визначається через (π, P ),
його апостерiорний розподiл не задається напряму, а iндукується повним апостерi-
ором p(π, P, Z | X).

Апостерiорний розподiл агрегованого ядра має вигляд

p(P− | X) =

∫
δ

(
P− −

M∑
m=1

πmP
(m)

)
p(π, P, Z | X) dπ dP dZ.

Оскiльки P− = f(π, P ) є вимiрною функцiєю випадкових змiнних (π, P ), розпо-
дiл P− є образом-мiрою апостерiора p(π, P, Z | X) вiдносно вiдображення f . Стан-
дартний запис щiльностi через дельта-функцiю дає наведену формулу. Iнтегрування
по Z еквiвалентне маргiналiзацiї по прихованих iндикаторах, оскiльки P− вiд Z не
залежить.

Загалом iндукований апостерiорний розподiл p−
i | X не належить до сiмейства

Дiрiхле.
Для фiксованого рядка p−

i =
∑M

m=1 πmp
(m)
i , навiть якщо кожен p

(m)
i має Дiрi-

хле апостерiор та π має Дiрiхле апостерiор, сiмейство Дiрiхле не замкнене вiдносно
випадкових опуклих комбiнацiй незалежних Дiрiхле векторiв. Зокрема, коварiацiй-
на структура p−

i загалом не може бути представлена однiєю концентрацiйною кон-
стантою βi0, як це вимагає Дiрiхле розподiл. Отже, розподiл p−

i | X у загальному
випадку не є Дiрiхле.
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Точний апостерiор p(π, P, Z | X) = p(X,π,P,Z)
p(X) важко обчислити через сумування

по всiх можливих комбiнацiях Z. Тому вводимо варiацiйне наближення q(π, P, Z)
i апроксимуємо апостерiор через мiнiмiзацiю розходження Кульбака-Лейблера(KL-
divergence) KL

(
q(π, P, Z) ∥ p(π, P, Z | X)

)
.

Вiдомо, що

log p(X) = L(q) + KL
(
q(π, P, Z) ∥ p(π, P, Z | X)

)
, (12)

де

L(q) = Eq[log p(X,π, P, Z)]− Eq[log q(π, P, Z)] (13)

i є ELBO. Оскiльки розходження Кульбака-Лейблера є невiд’ємним, отримуємо

L(q) ≤ log p(X),

а тому максимiзацiя ELBO еквiвалентна мiнiмiзацiї розходження Кульбака-Лейблера
([1, 3]).

Тепер застосуємо середньопольову факторизацiю для Байєсiвського висновува-
ння. Припускаємо повнiстю факторизовану форму

q(π, P, Z) = q(π)

M∏
m=1

K∏
i=1

q(p
(m)
i )

T−1∏
t=0

q(Zt). (14)

Далi позначимо:

q(π) = Dir(δ1, . . . , δM ), q(p
(m)
i ) = Dir(θ

(m)
i1 , . . . , θ

(m)
iK ), q(Zt) = Cat(rt,1, . . . , rt,M ).

Далi, виводимо загальнi правила координатного оновлення. Для будь-якого фа-
ктора q(θi) оптимальне оновлення має вигляд

log q∗(θi) = E−θi [log p(X,π, P, Z)] + const, (15)

де математичне очiкування береться за всiма iншими варiацiйними факторами [4, 3].
Опишемо детальне Оновлення q(Zt). Фiксуємо t та спостерiгаємо перехiд Xt =

i → Xt+1 = j. Iз повного розподiлу (11) залежнiсть вiд Zt входить лише через два
доданки

M∑
m=1

ztm log πm +

M∑
m=1

ztm logP
(m)
ij .

Тому за правилом (15)

log q∗(Zt = m) = Eq(π)q(P )[log πm + logP
(m)
ij ] + const =

= E[log πm] + E[logP
(m)
ij ] + const. (16)

Оскiльки q(Zt) = Cat(rt,1, . . . , rt,M ), маємо

log rt,m ∝ E[log πm] + E[logP
(m)
ij ].

Експоненцiюючи та нормалiзуючи, отримаємо форму:

rt,m =
exp{E[log πm] + E[logP

(m)
ij ]}

M∑
ℓ=1

exp{E[log πℓ] + E[logP
(ℓ)
ij ]}

. (17)
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Залишилося обчислити очiкування логарифмiв величини яка розподiлена за
Дiрiхле. Нагадаємо властивiсть математичного сподiвання таких величин.

Якщо
π ∼ Dir(δ1, . . . , δM ),

то стандартна властивiсть експоненцiального сiмейства дає

E[log πm] = ψ(δm)− ψ(δ0), δ0 =

M∑
m=1

δm, (18)

де ψ(x) = d
dx log Γ(x) — дигама-функцiя.

Аналогiчно, якщо
p
(m)
i ∼ Dir(θ

(m)
i1 , . . . , θ

(m)
iK ),

то

E[logP
(m)
ij ] = ψ(θ

(m)
ij )− ψ(θ

(m)
i0 ), θ

(m)
i0 =

K∑
k=1

θ
(m)
ik . (19)

Пiдставляючи (18) та (19) в (17), отримуємо

rt,m =
exp

(
ψ(δm)− ψ(δ0) + ψ(θ

(m)
ij )− ψ(θ

(m)
i0 )

)
M∑
ℓ=1

exp
(
ψ(δℓ)− ψ(δ0) + ψ(θ

(ℓ)
ij )− ψ(θ

(ℓ)
i0 )
) . (20)

Щодо оновлення новлення q(π), то залежнiсть повного розподiлу вiд π визна-
чається членами

log p(π) +

T−1∑
t=0

log p(Zt | π).

Пiдставляючи (7) та (9), отримаємо

log p(π) +
∑
t

log p(Zt | π) =
M∑

m=1

(γm − 1) log πm +

T−1∑
t=0

M∑
m=1

ztm log πm + const.

Беремо очiкування за q(Z). Оскiльки E[ztm] = rt,m, маємо

log q∗(π) =

M∑
m=1

(
γm − 1 +

T−1∑
t=0

rt,m

)
log πm + const. (21)

Це знову форма Дiрiхле розподiлу, отже

q(π) = Dir(δ1, . . . , δM ), δm = γm +

T−1∑
t=0

rt,m. (22)

Нарештi, можна вивести оновлення q(p(m)
i ). Фiксуємо компоненту m i рядок i.

Iз повного розподiлу залежнiсть вiд p
(m)
i задається членами

log p(p
(m)
i ) +

∑
t:Xt=i

log p(Xt+1 | Xt = i, Zt, P ).
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Пiдставляючи (8) та (10), маємо

log q∗(p
(m)
i ) =

K∑
j=1

(α
(m)
ij − 1) logP

(m)
ij +

K∑
j=1

 ∑
t:Xt=i,Xt+1=j

rt,m

 logP
(m)
ij + const =

=

K∑
j=1

α(m)
ij − 1 +

∑
t:Xt=i,Xt+1=j

rt,m

 logP
(m)
ij + const. (23)

Отже,

q(p
(m)
i ) = Dir(θ

(m)
i1 , . . . , θ

(m)
iK ), θ

(m)
ij = α

(m)
ij +

∑
t:Xt=i,Xt+1=j

rt,m. (24)

Тепер розглянемо аналiтичнi моменти агрегованого ядра. Пiсля збору доста-
тньої кiлькостi даних та збiжностi апостерiорiв маємо

q(π) = Dir(δ), q(p
(m)
i ) = Dir(θ

(m)
i ).

У рамках середньопольової факторизацiї (14) цi фактори незалежнi, а отже моменти
агрегованого ядра можна вивести аналiтично.

Спочатку виведемо моменти для π. З властивостей розподiлу Дiрiхле отриму-
ємо

E[πm] =
δm
δ0
, (25)

E[π2
m] =

δm(δm + 1)

δ0(δ0 + 1)
, (26)

E[πmπℓ] =
δmδℓ

δ0(δ0 + 1)
, m ̸= ℓ. (27)

Аналогiчо, моменти для компонентних рядкiв q(p(m)
i ) = Dir(θ

(m)
i )

E[P
(m)
ij ] =

θ
(m)
ij

θ
(m)
i0

, (28)

E[(P
(m)
ij )2] =

θ
(m)
ij (θ

(m)
ij + 1)

θ
(m)
i0 (θ

(m)
i0 + 1)

, (29)

E[P
(m)
ij P

(m)
ik ] =

θ
(m)
ij θ

(m)
ik

θ
(m)
i0 (θ

(m)
i0 + 1)

, j ̸= k. (30)

Теорема 1. Для кожного i, j перший момент елемента агрегованого ядра пiд ва-
рiацiйним апостерiором має вигляд

µij := E[P−
ij ] =

M∑
m=1

E[πm]E[P
(m)
ij ] =

M∑
m=1

δm
δ0

·
θ
(m)
ij

θ
(m)
i0

. (31)



114
Андрiй ДРЕБОТ

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2026. Випуск 98

Доведення. За означенням P−
ij =

∑M
m=1 πmP

(m)
ij . Тодi за лiнiйнiстю математичного

сподiвання

E[P−
ij ] =

M∑
m=1

E[πmP
(m)
ij ].

Оскiльки у середньопольовому наближеннi π та P (m) незалежнi,

E[πmP
(m)
ij ] = E[πm]E[P

(m)
ij ],

пiсля чого використовуємо (25) та (28). □

Теорема 2. Другий момент елемента агрегованого ядра має вигляд

E[(P−
ij )

2] =

M∑
m=1

E[π2
m]E[(P

(m)
ij )2] + 2

∑
m<ℓ

E[πmπℓ]E[P
(m)
ij ]E[P

(ℓ)
ij ]. (32)

Звiдси

Var(P−
ij ) = E[(P−

ij )
2]− µ2

ij . (33)

Доведення. Починаємо з P−
ij =

∑
m πmP

(m)
ij . Пiдносимо до квадрату

(P−
ij )

2 =
∑
m

π2
m(P

(m)
ij )2 + 2

∑
m<ℓ

πmπℓP
(m)
ij P

(ℓ)
ij .

Беремо математичне сподiвання. За властивiстю незалежностi середньопольового
наближення

E[π2
m(P

(m)
ij )2] = E[π2

m]E[(P
(m)
ij )2], E[πmπℓP

(m)
ij P

(ℓ)
ij ] = E[πmπℓ]E[P

(m)
ij ]E[P

(ℓ)
ij ].

Пiсля пiдстановки отримуємо (32); формула (33) є означенням дисперсiї. □

Аналогiчно для j ̸= k маємо

Cov(P−
ij , P

−
ik) =

M∑
m=1

E[π2
m]E[P

(m)
ij P

(m)
ik ] +

∑
m̸=ℓ

E[πmπℓ]E[P
(m)
ij ]E[P

(ℓ)
ik ]− µijµik. (34)

Теорема 3. Нехай для фiксованого рядка агрегованого ядра i вiдомi першi два мо-
менти iндукованого апостерiора:

µij = E[P−
ij | X], vij = Var(P−

ij | X), j = 1, . . . ,K.

Тодi можливо побудувати наближення апостерiору:

p−
i | X ≈ Dir(βi1, . . . , βiK),

де параметри βi визначаються таким чином, щоб узгодити моменти.
Тодi Дiрiхле розподiл параметризується через середнiй вектор i концентрацiю

µ⋆
ij =

βij
βi0

, βi0 =

K∑
j=1

βij , (35)

Var(pij) =
µ⋆
ij(1− µ⋆

ij)

βi0 + 1
. (36)
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Доведення. Cереднi значення повиннi спiвпадати µ⋆
ij = µij . З (35) отримуємо

βij = βi0µij . (37)

Отже, пiсля узгодження першого моменту невiдомим лишається лише параметр
концентрацiї βi0.

Пiдставляючи (37) у формулу дисперсiї (36), одержимо vij =
µij(1−µij)

βi0+1 .

Звiдси випливає оцiнка концентрацiї

β
(j)
i0 =

µij(1− µij)

vij
− 1. (38)

Було з’ясовано, що iндукований апостерiорний розподiл p−
i | X не є Дiрiхле,

тому, всi оцiнки β(j)
i0 не є однаковими. Позначення β(j)

i0 використовується для позна-
чення координатно-специфiчної оцiнки параметра концентрацiї, отриманої з диспер-
сiї j-ої компоненти, оскiльки iндукований апостерiор не є Дiрiхле i рiзнi координати
дають рiзнi значення цiєї оцiнки. Це означає, що не iснує єдиного параметра кон-
центрацiї, який точно узгоджував би всi координатнi дисперсiї.

Отже, виникає задача побудови єдиної узгодженої оцiнки βi0.
Розглянемо задачу пошуку βi0, яка мiнiмiзує вiдхилення вiд локальних оцiнок

L(βi0) =
∑
j∈J

wij

(
βi0 − β

(j)
i0

)2
, (39)

де wij — ваги, що вiдображають iнформативнiсть координати j, а J — множина
координат, що використовуються в оцiнюваннi.

Мiнiмiзуючи (39), отримуємо dL
dβi0

= 2
∑

j∈J wij

(
βi0 − β

(j)
i0

)
= 0.

Звiдси безпосередньо випливає

βi0 =

∑
j∈J

wijβ
(j)
i0∑

j∈J
wij

. (40)

Таким чином, агрегована оцiнка є розв’язком задачi зваженого найменшоква-
дратичного узгодження.

Множину J доцiльно обмежувати J = {j : ε ≤ µij ≤ 1 − ε}, де ε > 0 є малим
числом. Це дозволяє уникнути числової нестабiльностi при µij ≈ 0 або µij ≈ 1.

Запропонована агрегацiя не вiдтворює всi координатнi дисперсiї одночасно, але
забезпечує найкраще узгодження в сенсi зваженої квадратичної похибки.

Пiсля визначення βi0 параметри Дiрiхле проєкцiї задаються як βij = βi0µij ,
j = 1, . . . ,K. □

У статтi запропоновано байєсiвське висновування агрегованої матрицi переходiв
у латентнiй сумiшi марковських ланцюгiв. Основна увага придiлена не оцiнюванню
компонентних матриць або прихованих iндикаторiв, а безпосередньо агрегованому
ядру, яке є iдентифiкованим функцiоналом моделi. Виведено повний варiативний
Байєсiвський алгоритм, показано, що iндукований апостерiор агрегованого ядра за-
галом не є Дiрiхле, та отримано аналiтичнi формули для його перших двох момен-
тiв. На цiй основi побудовано компактну Дiрiхле проєкцiю, яка дає iнтерпретоване
представлення невизначеностi агрегованої динамiки.
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The paper considers the problem of Bayesian inference for the aggregated
transition matrix of a discrete Markov process generated by a mixture of hi-
dden components. Unlike most studies, where the main attention is paid to
the recovery of hidden modes or component transition matrices, in this work
the object of study is the aggregated transition kernel, which is an identifi-
ed functional of the model even if the components are not identified. For a
model with latent independent mode indicators, Dirichlet priors on the mi-
xture weights and Dirichlet priors on the rows of the component matrices, an
algorithm based on the variational Bayes method with a mean-field approxi-
mation is proposed, including full ELBO (Evidence Lower Bound) derivation
and coordinate updates. Analytical formulas for the first two moments of the
aggregated kernel with a variational posterior are obtained and a compact Di-
richlet projection based on the moment matching method is proposed. The
proposed approach provides an interpretable representation of the a posteri-
ori uncertainty of the aggregated dynamics without the need to identify the
mixture components.

Key words: mixture of Markov processes, Dirichlet distribution, Bayesian
inference, mean-field factorization, Kullback-Leibler divergence, evidence lower
bound.


