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У роботi розглянуто дискретну модель керованого маркiвського про-
цесу з обривом на скiнченному горизонтi часу. Обрив iнтерпретується як
банкрутство фiнансової системи, а керування впливає як на поточний до-
хiд, так i на ймовiрнiсть переходу в обривний стан. Для моделi введе-
но функцiонал якостi, побудовано оператори динамiчного програмування,
виведено рiвняння Беллмана, доведено iснування оптимальної маркiвської
стратегiї та наведено умову побудови рiвномiрно ε-оптимальних стратегiй.
Наприкiнцi подано фiнансовий приклад для моделi капiталу з двома ре-
жимами ризику.

Ключовi слова: керований маркiвський процес, обривний стан, фун-
кцiонал якостi, рiвняння Беллмана, оптимальна стратегiя, банкрутство.

Рiвняння Беллмана для скiнченногоризонтних керованих маркiвських проце-
сiв та iснування оптимальної маркiвської стратегiї є класичними результатами те-
орiї динамiчного програмування i маркiвських процесiв керування ([1, 2, 3, 4]). У
цiй роботi цi результати адаптовано до моделi з обривним станом та фiнансовою
iнтерпретацiєю.

Нехай на промiжку дискретного часу t = 0, 1, . . . , N задано випадковий процес
станiв

Xt ∈ Xt, t = 0, 1, . . . , N,

де Xt — множина допустимих фiнансових станiв системи в момент t. До кожного
моменту t = 1, . . . , N вiдповiдає множина керувань

At ∈ At,
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причому пiсля вибору керування At = a система переходить зi стану x ∈ Xt−1 у
випадковий стан y ∈ Xt. Введемо спецiальний обривний стан x∗t ∈ Xt, який iнтер-
претується як банкрутство, i нехай

Xt = X̂t ∪ {x∗t },

де X̂t — множина не обривних станiв. Припускаємо, що якщо процес потрапив у
x∗t , то подальше функцiонування системи втрачає економiчний змiст. Аналогiчно до
позначень у роботах з обривних керованих процесiв, модель запишемо у виглядi

Z∗
µ = (X,A, j, p, q, r, c, µ),

де: X = (X0, . . . , XN ) простiр станiв; A = (A1, . . . ,AN ) — простiр керувань; jt :

At → X̂t−1 — вiдображення допустимостi, тобто jt(a) = x означає, що керування
a допустиме в станi x; pt(· | a) — розподiл переходу на Xt при керуваннi a ∈ At;
qt : At → R — миттєва винагорода; r : X̂N → R — термiнальний виграш у фiнальний
момент; ct(x∗t ) < 0 — штраф у випадку обриву; µ — початковий розподiл на X0.

Означення 1. Шляхом процесу називається послiдовнiсть

l = (x0, a1, x1, . . . , at, xt, . . . , ak, xk),

де xs ∈ X̂s для s < k, а xk ∈ Xk; якщо xk = x∗k, то шлях обривається в момент k.

Нехай π = (π1, . . . , πN ) — стратегiя керування, де для кожного t i кожної iсторiї

ht−1 = (x0, a1, x1, . . . , at−1, xt−1)

функцiя πt(· | ht−1) є розподiлом iмовiрностей на множинi допустимих керувань

At(xt−1) = {a ∈ At : jt(a) = xt−1}.
Тодi iмовiрнiсть довiльного не обривного шляху

l = (x0, a1, x1, . . . , aN , xN ), xt ∈ X̂t,

визначається за формулою

Pπ
µ (l) = µ(x0)

N∏
t=1

πt(at | ht−1)pt(xt | at). (1)

Якщо ж обрив вiдбувся в момент k, тобто xk = x∗k, то

Pπ
µ (l) = µ(x0)

k∏
t=1

πt(at | ht−1)pt(xt | at). (2)

Визначимо оцiнку шляху l. Якщо до моменту N обрив не вiдбувся, то покладемо

I(l) =

N∑
t=1

qt(at) + r(xN ). (3)

Якщо ж обрив вiдбувся в момент k ≤ N , тобто xk = x∗k, то

I(l) =

k∑
t=1

qt(at) + ck(x
∗
k). (4)
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Отже, математичне сподiвання функцiонала якостi дорiвнює

ω(µ, π) = Eπ
µI(l) =

∑
l

I(l)Pπ
µ (l). (5)

Для виродженого початкового розподiлу в точцi x ∈ X0 використовуватимемо ско-
рочення

ω(x, π) = ω(δx, π).

Оптимальне значення моделi визначимо як

υ(µ) = sup
π
ω(µ, π), υt(x) = sup

π
ωt(x, π). (6)

Для пiдмоделi з початковим станом x ∈ X̂t−1 i керуванням a ∈ At(x) маємо рекурен-
тне спiввiдношення

ωt−1(x, π) =
∑

a∈At(x)

πt(a | x)

qt(a) + ∑
y∈Xt

pt(y | a)ωt(y, π
a)

 , (7)

де πa — хвiст стратегiї пiсля вибору керування a. Оскiльки

ωt(x
∗
t , π) = ct(x

∗
t ),

то з (7) випливає

ωt−1(x, π) =
∑

a∈At(x)

πt(a | x)

qt(a) + ∑
y∈X̂t

pt(y | a)ωt(y, π
a) + pt(x

∗
t | a)ct(x∗t )

 . (8)

Введемо оператори

(Utf)(a) = qt(a) +
∑
y∈X̂t

pt(y | a)f(y) + pt(x
∗
t | a)ct(x∗t ), a ∈ At, (9)

та
(Vtg)(x) = sup

a∈At(x)

g(a), x ∈ X̂t−1. (10)

Тодi композитний оператор
Tt = VtUt (11)

породжує рiвняння Беллмана

υt−1 = Ttυt, t = 1, 2, . . . , N, (12)

з кiнцевими умовами
υN (x) = r(x), x ∈ X̂N , (13)

та
υt(x

∗
t ) = ct(x

∗
t ), t = 1, . . . , N. (14)

Класичне рiвняння Беллмана для задачi керування на скiнченному горизонтi, ада-
птоване до наявностi обривного стану, має такий вигляд ([1, 2, 3]).
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Теорема 1. Для кожного t = 1, . . . , N та кожного x ∈ X̂t−1 справджується рiв-
нiсть

υt−1(x) = sup
a∈At(x)

qt(a) + ∑
y∈X̂t

pt(y | a)υt(y) + pt(x
∗
t | a)ct(x∗t )

 . (15)

Доведення. З формули (8) для довiльної стратегiї π маємо

ωt−1(x, π) ≤ sup
a∈At(x)

qt(a) + ∑
y∈X̂t

pt(y | a)υt(y) + pt(x
∗
t | a)ct(x∗t )

 .
Переходячи до супремуму за всiма стратегiями, дiстаємо нерiвнiсть “≤”. Обернена
нерiвнiсть отримується фiксацiєю керування a ∈ At(x) та подальшим використа-
нням у пiдмоделi [t,N ] оптимальної стратегiї; пiсля переходу до границi по ε ↓ 0
одержуємо рiвнiсть. □

Теорема 2. Для довiльного початкового розподiлу µ виконується

υ(µ) =
∑
x∈X0

µ(x)υ0(x). (16)

Доведення. З лiнiйностi математичного сподiвання маємо

ω(µ, π) =
∑
x∈X0

µ(x)ω(x, π) ≤
∑
x∈X0

µ(x)υ0(x).

Далi використовуємо комбiнування ε-оптимальних стратегiй для кожного початко-
вого стану x i переходимо до границi ε ↓ 0. □

Нехай для кожного t i x ∈ X̂t−1 множина At(x) скiнченна. Тодi супремум у (15)
досягається. Позначимо через ψt(x) селектор, який задовольняє

ψt(x) ∈ argmax
a∈At(x)

qt(a) + ∑
y∈X̂t

pt(y | a)υt(y) + pt(x
∗
t | a)ct(x∗t )

 . (17)

Наступне твердження про iснування оптимальної маркiвської стратегiї є класичним
для скiнченногоризонтних моделей керування; тут його записано в позначеннях мо-
делi Z∗

µ ([2, 3, 4]).

Теорема 3. Стратегiя ψ = (ψ1, . . . , ψN ), побудована за правилом (17), є опти-
мальною маркiвською стратегiєю, тобто

ω(x, ψ) = υ0(x), x ∈ X0, (18)

i
ω(µ, ψ) = υ(µ) (19)

для довiльного початкового розподiлу µ.
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Доведення. Проведемо зворотну iндукцiю за t. Для t = N з (15) та (13) випливає
оптимальнiсть ψN . Припустимо, що стратегiя (ψt, . . . , ψN ) оптимальна в пiдмоделi
[t,N ]. Тодi для x ∈ X̂t−1, використовуючи (8), маємо

ωt−1(x, ψt, . . . , ψN ) = qt(ψt(x)) +
∑
y∈X̂t

pt(y | ψt(x))υt(y) + pt(x
∗
t | ψt(x))ct(x

∗
t ) =

= υt−1(x),

оскiльки ψt(x) максимiзує праву частину (15). Iндукцiєю дiстаємо (18); формула (19)
випливає з (16). □

Стратегiя π називається ε-оптимальною для моделi Z∗
µ, якщо

ω(µ, π) ≥ υ(µ)− ε.

Вона називається рiвномiрно ε-оптимальною, якщо ця нерiвнiсть виконується для
всiх початкових розподiлiв µ. Нехай для кожного t вибрано селектор ψ(ε)

t такий, що

qt(ψ
(ε)
t (x)) +

∑
y∈X̂t

pt(y | ψ(ε)
t (x))υt(y) + pt(x

∗
t | ψ(ε)

t (x))ct(x
∗
t ) ≥ υt−1(x)−

ε

N
(20)

для всiх x ∈ X̂t−1.

Твердження 1. Стратегiя ψ(ε) = (ψ
(ε)
1 , . . . , ψ

(ε)
N ) є рiвномiрно ε-оптимальною.

Доведення. Застосуємо зворотну iндукцiю. Для останнього кроку t = N з (20) ви-
пливає

ωN−1(x, ψ
(ε)
N ) ≥ υN−1(x)−

ε

N
.

Припустимо, що в пiдмоделi [t,N ] вже маємо оцiнку

ωt(x, ψ
(ε)
t , . . . , ψ

(ε)
N ) ≥ υt(x)−

N − t

N
ε.

Тодi

ωt−1

(
x, ψ

(ε)
t−1, . . . , ψ

(ε)
N

)
≥ qt

(
ψ
(ε)
t (x)

)
+

∑
y∈X̂t

pt
(
y | ψ(ε)

t (x)
)(

υt(y)−
N − t

N
ε

)
+

+pt
(
x∗t | ψ(ε)

t (x)
)
ct(x

∗
t ) ≥ υt−1(x)−

N − t+ 1

N
ε.

Поклавши t = 1, дiстаємо ω0(x, ψ
(ε)) ≥ υ0(x) − ε, а далi за формулою (16) — рiвно-

мiрну ε-оптимальнiсть. □

Розглянемо капiтал iнвестора на горизонтi N перiодiв. Нехай

X̂t = {1, 2, . . . ,M}, x∗t = 0,

де значення x означає рiвень капiталу, а стан 0 — банкрутство. На кожному кроцi
доступнi два керування

At(x) = {aL, aH},



106
Я.I. Єлейко, А.М. Нос

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2026. Випуск 98

де aL — консервативна стратегiя, aH — агресивна стратегiя. Нехай перехiднi ймо-
вiрностi задаються формулами

pt(x+ 1 | aL) = αL, pt(x | aL) = 1− αL − βL, pt(0 | aL) = βL, (21)
pt(x+ 2 | aH) = αH , pt(x− 1 | aH) = 1− αH − βH , pt(0 | aH) = βH , (22)

де 0 < βL < βH < 1, 0 < αL < αH < 1, а вихiд за межi множини {1, . . . ,M}
замiнюється найближчим допустимим станом. Миттєвi виграшi покладемо рiвними

qt(aL) = uL, qt(aH) = uH , uH > uL > 0, (23)

а штраф за банкрутство вiзьмемо у виглядi

ct(0) = −K, K > 0. (24)

Кiнцевий виграш нехай дорiвнює поточному капiталу

r(x) = γx, γ > 0. (25)

Тодi рiвняння Беллмана набуває вигляду

υt−1(x) = max
{
uL + αLυt(x+ 1) + (1− αL − βL)υt(x) + βLct(0),

uH + αHυt(x+ 2) + (1− αH − βH)υt(x− 1) + βHct(0)
}
. (26)

Позначимо рiзницю мiж агресивною та консервативною стратегiями через

∆t(x) = (uH − uL) + αHυt(x+ 2)− αLυt(x+ 1)+

+(1− αH − βH)υt(x− 1)− (1− αL − βL)υt(x) + (βH − βL)ct(0). (27)

Тодi оптимальний вибiр визначається правилом

ψt(x) =

{
aH , якщо ∆t(x) ≥ 0;

aL, якщо ∆t(x) < 0.
(28)

Оскiльки ct(0) = −K < 0, доданок (βH − βL)ct(0) є вiд’ємним i зменшує прива-
бливiсть агресивного керування. Отже для малих рiвнiв капiталу, коли ризик бан-
крутства суттєвий, оптимальною зазвичай є консервативна стратегiя, а для великих
значень x можлива перевага агресивної стратегiї. Таким чином у моделi виникає
порогова структура оптимального керування. Побудовано математичну модель ке-
рованого маркiвського процесу з обривом для фiнансових задач на скiнченному го-
ризонтi. Для введеного функцiонала якостi одержано фундаментальне рекурентне
спiввiдношення, побудовано оператори Ut, Vt, Tt та виведено рiвняння Беллмана.
Доведено iснування оптимальної маркiвської стратегiї та наведено спосiб побудови
рiвномiрно ε-оптимальних стратегiй. Фiнансовий приклад показує, що врахування
банкрутства як обривного стану приводить до суттєво iншої структури оптималь-
ного керування порiвняно з класичними моделями без поглинання.
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This article considers a discrete-time controlled Markov process with
termination over a finite time horizon. The termination is interpreted as
the bankruptcy of a financial system, while control actions affect both the
current payoff and the probability of transition to the termination state. For
the model, a performance functional is introduced, dynamic programming
operators are constructed, and the Bellman equation is derived. The existence
of an optimal Markov strategy is proven, and a condition for constructing
uniformly ε-optimal strategies is established. Finally, a financial example is
presented for a capital model with two risk regimes.
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