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Дана робота присвячена дослiдженню процесу Пуассона з нелiнiйним
нормуванням. Розглядається процес Пуассона з нелiнiйною апрокисмацiєю
часу t

g(ε)
, де g(ε) → 0 при ε → 0. Знайдено розподiл даного процесу та

наведено приклад, що демонструє вплив функцiї нормування на поведiнку
ймовiрностей.

Ключовi слова: Процес Пуассона, нелiнiйна апроксимацiя, процеси з
незалежними приростами, ймовiрнiсний розподiл.

Дослiдження випадкових процесiв та систем у змiнних масштабах часу дозво-
ляє описати їх граничну поведiнку при малих параметрах. У роботах [4, 5] розгля-
даються рiвняння вiдновлення та напiвмарковськi випадковi еволюцiї в умовах нелi-
нiйної апроксимацiї часу. Нелiнiйне нормування часу використовується для аналiзу
асимптотики процесiв при малих параметрах та дозволяє видiлити граничнi режи-
ми їх функцiонування. Пiдходи пуассонiвської апроксимацiї та граничнi результати
для процесiв з незалежними приростами наведено в [1, 2], що дає змогу дослiдити
вiдповiднi ймовiрнiснi розподiли. В данiй роботi долiджуються процеси Пуассона з
нелiнiйною апроксимацiєю часу.

Розглянемо процес Пуассона N(t) з нелiнiйним нормуючим множником g(ε),
таким що g(ε) → 0 при ε → 0.

Означення 1. Nε(t) = N( t
g(ε) ) — процес Пуассона з нелiнiйною апроксимацiєю

часу, якщо вiн набуває цiлочислових невiд’ємних значень та володiє наступними
властивостями:
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1. Nε(0) = 0
2. ∀ tn n = 0, k : 0 = t0 < t1 < . . . < tk: Nε(t1)−Nε(t0), . . . , Nε(tk)−Nε(tk−1)

є незалежними
3. ∀ t, h > 0: Nε(t+ h)−Nε(t) = Nε(h)
4. P

{
Nε(h) = 1

}
= λh, P

{
Nε(h) > 1

}
= o(h)

Теорема 1. Нехай Nε(t) — процес Пуассона з нелiнiйним множником g(ε) → 0, при
ε → 0. Тодi

P
{
Nε(t) = m

}
=

(
λ t

g(ε)

)m
e−λ t

g(ε)

m!
, m = 0, 1, 2, . . .

Доведення. Позначимо p0(t) = P
{
Nε(t) = 0

}
, p0(t+ h) = P

{
Nε(t+ h) = 0

}
.

Розглянемо

p0(t+ h) = P
{
Nε(t+ h)−Nε(t) = 0

}
P
{
Nε(t)−Nε(0) = 0

}
,

p0(t+ h) = P
{
Nε(t+ h)−Nε(t) = 0︸ ︷︷ ︸

Nε(h)

}
p0(t),

p0(t+ h) =
(
1− λ

h

g(ε)
+ o

( h

g(ε)

))
p0(t),

p0(t+ h) = p0(t)− λ
h

g(ε)
p0(t) + o

( h

g(ε)

)
p0(t)

∣∣∣ : h,
p0(t+ h)

h
=

p0(t)

h
− λ

g(ε)
p0(t) +

o( h
g(ε) )

h
p0(t),

p0(t+ h)− p0(t)

h
= − λ

g(ε)
p0(t) +

o( h
g(ε) )

h
p0(t),

при h → 0: {
p′0(t) = − λ

g(ε) p0(t),

p0(0) = P
{
Nε(0) = 0

}
= 1

dp0(t)

dt
= − λ

g(ε)
p0(t)

∣∣∣× dt

p0(t)

dp0(t)

p0(t)
= − λ

g(ε)
dt, ln |p0(t)| = − λ

g(ε)
t+ ln |C| , p0(t) = e−

λt
g(ε)C.

З початкової умови p0(0) = 1 маємо, що C = 1.
Отже,

p0(t) = e−
λt

g(ε) .

Нехай pm(t) = P
{
Nε(t) = m

}
, pm(t+ h) = P

{
Nε(t+ h) = m

}
.

pm(t+ h) = P
{
Nε(t+ h) = m

}
= P{Nε(t) = m}P{Nε(t+ h)−Nε(t) = 0}+

+P{Nε(t) = m− 1}P{Nε(t+ h)−Nε(t) = 1}+

+

m∑
k=2

P{Nε(t) = m− k}P{Nε(t+ h)−Nε(t) = k} =

= P{Nε(t) = m}P{Nε(h) = 0}+ P{Nε(t) = m− 1}P{Nε(h) = 1}+
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+

m∑
k=2

P{Nε(t) = m− k}P{Nε(h) = k} =

= pm(t)

(
1− λh

g(ε)
+ o

(
h

g(ε)

))
+ pm−1(t)

λh

g(ε)
+

m∑
k=2

pm−k(t) o

(
h

g(ε)

)
.

Отримуємо наступне рiвняння:

pm(t+ h) = pm(t)
(
1− λh

g(ε)
+ o(

h

g(ε)
)
)
+ pm−1(t)

λh

g(ε)
+

m∑
k=2

pm−k(t)o
( h

g(ε)

)
,

pm(t+ h) = pm(t)− λh

g(ε)
pm(t) + o(

h

g(ε)
)pm(t) + pm−1(t)

λh

g(ε)
+

m∑
k=2

pm−k(t)o
( h

g(ε)

)
,

pm(t+ h)− pm(t) = − λh

g(ε)
pm(t) + o(

h

g(ε)
)pm(t) + pm−1(t)

λh

g(ε)
+

m∑
k=2

pm−k(t)o
( h

g(ε)

)
,

pm(t+ h)− pm(t)

h
= − λ

g(ε)
pm(t) +

o( h
g(ε) )

h
pm(t) + pm−1(t)

λ

g(ε)
+

m∑
k=2

pm−k(t)o
(

h
g(ε)

)
h

,

при h → 0 : {
p′∗m(t) = − λ

g(ε)pm(t) + λ
g(ε)pm−1(t);

pm(0) = P
{
Nε(0) = m

}
= 0,

(1)

розглянемо рiвняння

p′∗m(t)) = − λ

g(ε)
pm(t),

dpm(t)

dt
= − λ

g(ε)
pm(t),

dpm(t)

pm(t)
= − λ

g(ε)
dt, ln |pm(t)| = − λ

g(ε)
t+ ln |C| , p̃m(t) = Ce−

λt
g(ε) .

Знайдемо частковий розв’язок p∗m(t) = vm(t)e−
λt

g(ε)

p′∗m(t) = − λ

g(ε)
vm(t)e−

λt
g(ε) + v′m(t)e−

λt
g(ε) ,

пiдставляємо в рiвняння з системи (1)

− λ

g(ε)
vm(t)e−

λt
g(ε) + v′m(t)e−

λt
g(ε) = − λ

g(ε)
vm(t)e−

λt
g(ε) +

λ

g(ε)
pm−1(t),

v′m(t)e−
λt

g(ε) =
λ

g(ε)
pm−1(t), v′m(t) =

λ

g(ε)
e

λt
g(ε) pm−1(t).

Пiдставимо m = 1

v′1(t) =
λ

g(ε)
e

λt
g(ε) p0(t) =

λ

g(ε)
e

λt
g(ε) e

−λt
g(ε) =

λ

g(ε)
, v1(t) =

λ

g(ε)
t.

Розглянемо систему {
v′m(t) = λ

g(ε)e
λt

g(ε) pm−1(t);

p∗m(t) = vm(t)e−
λt

g(ε) ,
(2)
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з рiвняння системи (2):
pm−1(t) = vm−1(t)e

− λt
g(ε) ,

пiдставляємо в рiвняння системи (2):

v′m(t) =
λ

g(ε)
e

λt
g(ε) vm−1(t)e

− λt
g(ε) =

λ

g(ε)
vm−1(t)

m = 1 : v′1(t) =
λ

g(ε)
v0(t)

m = 2 : v′2(t) =
λ

g(ε)
v1(t), v1(t) =

λ

g(ε)
t, v′2(t) =

λ

g(ε)

λ

g(ε)
t, v2(t) =

(λt)2

2(g(ε))2

m = 3 : v′3(t) =
λ

g(ε)
v2(t), v

′
3(t) =

λ

g(ε)

(λt)2

2(g(ε))2
, v3(t) =

(λt)3

2 · 3(g(ε))3

vm(t) =
( λt
g(ε) )

m

m!
Отже

p∗m(t) =
( λt
g(ε) )

m

m!
e−

λt
g(ε) , pm(t) = p̃m(t) + p∗m(t), pm(t) = Ce−

λt
g(ε) +

( λt
g(ε) )

m

m!
e−

λt
g(ε) ,

пiдставляючи початкову умову pm(0) = 0, маємо C = 0. Звiдси отримуємо

pm(t) = P
{
Nε(t) = m

}
=

( λt
g(ε) )

m

m!
e−

λt
g(ε) .

□

Розглянемо приклад. Середня кiлькiсть запитiв, що обробляються сервером за
одну хвилину, дорiвнює трьом. Пiд впливом зовнiшнього навантаження на систему
(фонове шифрування або перевiрка безпеки) швидкiсть обробки запитiв зменшує-
ться. Вплив навантаження на систему описується параметром ε = 0.5, а уповiльнен-
ня часу — функцiєю g(ε). Нехай t ∈ [0, 5] — час роботи сервера. Знайти ймовiрнiсть
того, що за час t сервер обробить рiвно п’ять запитiв, якщо

1. g(ε) = sin ε 3.g(ε) = 1
2. g(ε) = ε2 4. g(ε) = ε

Оскiльки без впливу зовнiшнього навантаження середня кiлькiсть запитiв за
одну хвилину дорiвнює 3, то E

(
N(1)

)
= λ · 1 = 3, звiдки λ = 3. Ймовiрнiсть того, що

сервер обробить рiвно п’ять запитiв за час t, має вигляд

P
{
N
( t

g(ε)

)
= 5

}
=

(λ t
g(ε) )

5e−λ t
g(ε)

5!
.

1. g(ε) = sin ε

P
{
N
( t

sin 0.5

)
= 5

}
=

(
3 · t

sin 0.5

)5
e−3· t

sin 0.5

5!
.

При t ∈ {1, 2, 3, 4}

P
{
N
( 1

sin 0.5

)
= 5

}
=

(
3 · 1

sin 0.5

)5
e−3· 1

sin 0.5

5!
≈ 0.1532,
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P
{
N
( 2

sin 0.5

)
= 5

}
=

(
3 · 2

sin 0.5

)5
e−3· 2

sin 0.5

5!
≈ 0.0094,

P
{
N
( 3

sin 0.5

)
= 5

}
=

(
3 · 3

sin 0.5

)5
e−3· 3

sin 0.5

5!
≈ 0.0001,

P
{
N
( 4

sin 0.5

)
= 5

}
=

(
3 · 4

sin 0.5

)5
e−3· 4

sin 0.5

5!
≈ 1.10344× 10−6.

Аналогiчно обраховано значення для g(ε) = ε2, g(ε) = 1 та g(ε) = ε. Вiзуалiзуємо
поведiнку ймовiрностi

P
{
N

(
t

g(0.5)

)
= 5

}
залежно вiд параметра

t ∈ [0, 5] для рiзних функцiй уповiльнення часу g(ε).

Рис. 1. Порiвняння залежностей ймовiрностi для всiх функцiй g(ε)

З рисунка видно, що функцiя нормування g(ε) визначає ефективну iнтенсив-
нiсть процесу обробки запитiв. При менших значеннях g(ε), зокрема при g(ε) = ε2

вiдбувається сильнiше стискання часу, внаслiдок чого ймовiрнiсть обробки п’яти
запитiв досягає максимуму при менших t. Натомiсть при g(ε) = 1 процес вiдповiд-
ає стандартному пуассонiвському потоку без уповiльнення, i максимум ймовiрностi
змiщується вправо, що вiдображає повiльнiше досягнення заданої кiлькостi запитiв.
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This work is devoted to the study of a Poisson process with nonlinear time
normalization. We consider a Poisson process with nonlinear time approximati-
on t

g(ε)
, where g(ε) → 0 as ε → 0. The distribution of the process is derived,

and an example illustrating the effect of the normalization function on the
behavior of probabilities is presented.

Key words: Poisson process, nonlinear time approximation, processes with
independent increments, probability distribution.


