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Дана робота присвячена опису динамiки популяцiї за допомогою дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку в частинних похiдних для твiрної
функцiї моментiв. Використовуючи властивостi твiрної функцiї кумулянт,
дослiджено зовнiшнiй вплив на число особин популяцiї. Встановлено умови
збереження розмiру популяцiї на сталому рiвнi.

Ключовi слова: популяцiйна динамiка, диференцiальнi рiвняння в ча-
стинних похiдних.

В аграрному секторi економiки за обмеженостi ресурсiв виникає проблема ке-
рування числом особин популяцiї, необмежене зростання числа тварин приємне для
шанувальникiв природи, але не ϵ економiчно можливим i доцiльним. Природа не
дає стовiдсоткових гарантiй, процеси розмноження описуються випадковими вели-
чинами. Виникає питання скiльки i яких тварин вилучати, щоб зберiгати популяцiю
сталою, не втрачаючи можливостей її зростання.

Припустимо, що популяцiя має тiльки два типи особин, число яких в момент t
виражається випадковими величинами X(t) i Y (t). Нехай можлива скiнчена кiль-
кiсть змiн числа особин популяцiї з сукупною ймовiрнiстю одночасних переходiв за
iнтервал часу ∆t

P{∆X(t) = j, ∆Y (t) = k | X(t), Y (t)} = fjk(X,Y )∆t, j ̸= 0,

де j i k — ненульовi цiлi числа (j2 + k2 ̸= 0), а fjk — деяка невiд’ємна функцiя
випадкових величин X(t) i Y (t).

Вiдомо, що такий процес описується диференцiальним рiвнянням в частинних
похiдних вiдносно твiрної функцiї розподiлу ймовiрностей
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∂P (x, y, t)

∂t
=

∑
j2+k2 ̸=0

(
xjyk − 1

)
fjk

(
x
∂

∂x
, y

∂

∂y

)
P (x, y, t),

де fjk(x
∂
∂x , y

∂
∂y ) — оператор, який дiє на P (x, y, t). Вiдповiдне рiвняння для твiрної

функцiї моментiв має вигляд

∂M(θ, φ, t)

∂t
=

∑
j2+k2 ̸=0

(
ejθ+kφ − 1

)
fjk

(
∂

∂θ
,
∂

∂φ

)
M(θ, φ, t),

де M(θ, φ, t) ≡ P
(
eθ, eφ, t

)
.

Розглянуто процес розмноження i загибелi в популяцiї, що має особини двох
статей — жiночої та чоловiчої, число яких описують випадковi величини X(t) i Y (t).

Нехай в початковий момент t = 0 число самок дорiвнює a, а число самцiв −b.
Припускаємо, що швидкiсть розмноження дорiвнює β, вiдношення числа самок до
числа самцiв при народженнi дорiвнює p

1−p . Ймовiрнiсть того, що в iнтервалi часу ∆t

вiд даної самки народиться нова особина жiночої статтi дорiвнює βp∆t, а ймовiрнiсть
народження нової особини чоловiчої статтi дорiвнює β(1 − p)∆t. Ймовiрнiсть того,
що вся популяцiя в iнтервалi часу ∆t створить нову особину жiночої або чоловiчої
статтi дорiвнює вiдповiдно βpX∆t i β(1− p)X∆t.

Крiм цього, припускаємо також, що ймовiрнiсть природньої смертi однiєї самки
за iнтервал часу ∆t дорiвнює µ∆t, а ймовiрнiсть насильницької смертi однiєї самки
за iнтервал часу ∆t дорiвнює s∆t, тому для всiєї популяцiї ймовiрнiсть загибелi
однiєї самки дорiвнює (µ + s − 2µs)X∆t. Аналогiчно припускаємо, що ймовiрнiсть
природньої смертi одного самця за iнтервал часу ∆t дорiвнює µ′∆t, а ймовiрнiсть
насильницької смертi одного самця за iнтервал часу ∆t дорiвнює s′∆t, тому для
всiєї популяцiї ймовiрнiсть загибелi одного самця дорiвнює (µ′ + s′ − 2µ′s′)Y∆t.

Функцiя fjk приймає такi ненульовi значення

f10 = βpX, f01 = β(1− p)X,

f−10 = (µ+ s− 2µs)X,

f0−1 = (µ′ + s′ − 2µ′s′)Y.

Отримали диференцiальне рiвняння в частинних похiдних для твiрної функцiї
моментiв

∂M

∂t
=

(
βp

(
eθ − 1

)
+ (µ+ s− 2µs)

(
e−θ − 1

)
+ β(1− p) (eφ − 1)

) ∂M
∂θ

+

+(µ′ + s′ − 2µ′s′)
(
e−φ − 1

) ∂M
∂φ

з початковою умовою

M(θ, φ, 0) = eaθ+bφ.

Вiдповiднi характеристичнi рiвняння мають такий вигляд:



90
Галина БАРАБАШ, Юлiан ЄРЕМЕНКО

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2026. Випуск 98

dt

1
=

dθ

βp (eθ − 1) + (µ+ s− 2µs) (e−θ − 1) + β(1− p) (eφ − 1)
=

=
dφ

(µ′ + s′ − 2µ′s′) (e−φ − 1)
=

dM

0
.

Перший iнтеграл знаходимо з рiвняння dM = 0,M = C = const. Поступово
розв’яжемо систему

dt

1
=

dφ

(µ′ + s′ − 2µ′s′) (e−φ − 1)
,

(eφ − 1) e(µ
′+s′−2µ′s′)t = C1, C1 = const.

dt

1
=

dθ

βp (eθ − 1) + (µ+ s− 2µs) (e−θ − 1) + β(1− p)C1e(−µ′−s′+2µ′s′)t
.

Зробивши замiну eθ = z(t), де z(t) — нова шукана функцiя, маємо

dz

dt
+ z

(
βp+ µ+ s− 2µs− β(1− p)C1e

(−µ′−s′+2µ′s′)t
)
= z2βp+ µ+ s− 2µs.

Одержали рiвняння Рiкатi, яке в квадратурах не вдалось розв’язати. Застосуємо
твiрну функцiю кумулянт K = lnM . Отримали диференцiальне рiвняння в частин-
них похiдних для твiрної функцiї кумулянт

∂K

∂t
=

(
βp

(
eθ − 1

)
+ (µ+ s− 2µs)

(
e−θ − 1

)
+ β(1− p) (eφ − 1)

) ∂K
∂θ

+

+(µ′ + s′ − 2µ′s′)
(
e−φ − 1

) ∂K
∂φ

з початковою умовою

K(θ, φ, 0) = aθ + bφ.

Враховуючи звичайний розклад твiрної функцiї кумулянт

K ≡ k10θ + k01φ+
k20θ

2

2!
+

2k11θφ

2!
+

k02φ
2

2!
+ · · ·

та прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях θ, φ, θ2, θφ, φ2, отримаємо си-
стему диференцiальних рiвнянь першого порядку

dk10

dt = (βp− µ− s+ 2µs)k10,
dk01

dt = β(1− p)k10 − (µ′ + s′ − 2µ′s′) k01,
dk20

dt = (βp+ µ+ s− 2µs)k10 + 2(βp− µ− s+ 2µs)k20,
dk11

dt = β(1− p)k20 + (βp− µ− s+ 2µs− µ′ − s′ + 2µ′s′) k11,
dk02

dt = β(1− p)k10 + (µ′ + s′ − 2µ′s′) k01 + 2β(1− p)k11−
−2 (µ′ + s′ − 2µ′s′) k02.
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Для першого рiвняння системи маємо задачу Кошi
dk10
dt

= (βp− µ− s+ 2µs)k10, k10(0) = a.

Отримали розв’язок
k10 = ae(βp−µ−s+2µs)t.

Аналогiчно для другого рiвняння системи маємо задачу Кошi
dk01
dt

= β(1− p)k10 − (µ′ + s′ − 2µ′s′) k01, k01(0) = b.

Одержали розв’язок

k01 = be(−µ′−s′+2µ′s′)t+

+
β(1− p)a

βp− µ− s+ 2µs+ µ′ + s′ − 2µ′s′

(
e(βp−µ−s+2µs)t − e(−µ′−s′+2µ′s′)t

)
.

Далi послiдовно розв’язуючи диференцiальнi рiвняння, маємо такi розв’язки:

k20 =
(βp+ µ+ s− 2µs)a

βp− µ− s+ 2µs

(
e2(βp−µ−s+2µs)t − e(βp−µ−s+2µs)t

)
,

k02 =
β(1− p)a e(βp−µ−s+2µs)t

βp− µ− s+ 2µs+ 2µ′ + 2s′ − 4µ′s′
+ b e(−µ′−s′+2µ′s′)t+

+
(µ′ + s′ − 2µ′s′)β(1− p)a

βp− µ− s+ 2µs+ µ′ + s′ − 2µ′s′

(
e(βp−µ−s+2µs)t

βp− µ− s+ 2µs+ 2µ′ + 2s′ − 4µ′s′
−

−e(−µ′−s′+2µ′s′)t

µ′ + s′ − 2µ′s′

)
+

+
2β2(1− p)2(βp+ µ+ s− 2µs)a

(βp− µ− s+ 2µs)

(
e2(βp−µ−s+2µs)t

2(βp− µ− s+ 2µs+ µ′ + s′ − 2µ′s′)2
−

− e(βp−µ−s+2µs)t

(µ′ + s′ − 2µ′s′)(βp− µ− s+ 2µs+ 2µ′ + 2µ′ + 2s′ − 4µ′s′)

)
+

+
2β2(1− p)2(βp+ µ+ s− 2µs)a e(βp−µ−s+2µs−µ′−s′+2µ′s′)t

(µ′ + s′ − 2µ′s′)(βp− µ− s+ 2µs+ 2µ′ + 2s′ − 4µ′s′)2

+

(
b− β2(1− p)2(βp+ µ+ s− 2µs)a

(µ′ + s′ − 2µ′s′)(βp− µ− s+ 2µs)
×

×
(

2

(βp− µ− s+ 2µs+ 2µ′ + 2s′ − 4µ′s′)
+

+
2βp− 2µ− 2s+ 4µs− µ′ − s′ + 2µ′s′

(βp+ µ+ s− 2µs+ µ′ + s′ − 2µ′s′)
2

))
e2(−µ′−s′+2µ′s′)t,

k11 =
β(1− p)(βp+ µ+ s− 2µs)a

βp− µ− s+ 2µs

(
e2(βp−µ−s+2µs)t

βp− µ− s+ 2µs+ µ′ + s′ − 2µ′s′
−

−e(βp−µ−s+2µs)t

µ′ + s′ − 2µ′s′

)
+
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+
β(1− p)(βp+ µ+ s− 2µs)a e(βp−µ−s+2µs−µ′−s′+2µ′s′)t

(µ′ + s′ − 2µ′s′) (βp− µ− s+ 2µs+ µ′ + s′ − 2µ′s′)
.

Враховуючи властивостi твiрної функцiї кумулянт, можемо записати вираз матема-
тичного сподiвання числа самок популяцiї

m(X(t)) = a e(βp−µ−s+2µs)t

i вираз математичного сподiвання числа самцiв популяцiї

m(Y (t)) = b e(−µ′−s′+2µ′s′)t+

+
β(1− p)a

βp− µ− s+ 2µs+ µ′ + s′ − 2µ′s′

(
e(βp−µ−s+2µs)t − e(−µ′−s′+2µ′s′)t

)
.

Також одержали вирази дисперсiй σ2(X(t)) i σ2(Y (t)):

σ2(X(t)) =
(βp+ µ+ s− 2µs)a

βp− µ− s+ 2µs

(
e2(βp−µ−s+2µs)t − e(βp−µ−s+2µs)t

)
,

σ2(Y (t)) =
β(1− p)a e(βp−µ−s+2µs)t

βp− µ− s+ 2µs+ 2µ′ + 2s′ − 4µ′s′
+ b e(−µ′−s′+2µ′s′)t+

+
(µ′ + s′ − 2µ′s′)β(1− p)a

βp− µ− s+ 2µs+ µ′ + s′ − 2µ′s′

(
e(βp−µ−s+2µs)t

βp− µ− s+ 2µs+ 2µ′ + 2s′ − 4µ′s′
−

−e(−µ′−s′+2µ′s′)t

µ′ + s′ − 2µ′s′

)
+

2β2(1− p)2(βp+ µ+ s− 2µs)a

(βp− µ− s+ 2µs)

(
e2(βp−µ−s+2µs)t

2(βp− µ− s+ 2µs+ µ′ + s′ − 2µ′s′)2
−

− e(βp−µ−s+2µs)t

(µ′ + s′ − 2µ′s′)(βp− µ− s+ 2µs+ 2µ′ + 2µ′ + 2s′ − 4µ′s′)

)
+

+
2β2(1− p)2(βp+ µ+ s− 2µs)a e(βp−µ−s+2µs−µ′−s′+2µ′s′)t

(µ′ + s′ − 2µ′s′)(βp− µ− s+ 2µs+ 2µ′ + 2s′ − 4µ′s′)2

+

(
b− β2(1− p)2(βp+ µ+ s− 2µs)a

(µ′ + s′ − 2µ′s′)(βp− µ− s+ 2µs)
×

×
(

2

(βp− µ− s+ 2µs+ 2µ′ + 2s′ − 4µ′s′)
+

+
2βp− 2µ− 2s+ 4µs− µ′ − s′ + 2µ′s′

(βp+ µ+ s− 2µs+ µ′ + s′ − 2µ′s′)
2

))
e2(−µ′−s′+2µ′s′)t.

Щоб отримати умови, за яких число особин популяцiї в скiнченному майбутньо-
му (в короткостроковiй перспективi) залишалось близьке до початкового значення
було дослiджено умови  lim

t→T
m(X(t)) = a,

lim
t→T

m(Y (t)) = b.

Одержали, що ймовiрностi народження, ймовiрностi природної смертi та ймо-
вiрностi насильницької смертi самок i самцiв мають задовольняє такi умови:
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

βp > µ,

0 < µ < 0, 5,

µ′ > 0, 5,

s → βp− µ

1− 2µ
,

s′ → µ′

2µ′ − 1
.

При виконаннi попереднiх умов дисперсiя випадкової величини X(t), t ∈ [0;T ],
задовольняє умову

σ2(X(t)) ⩽ 2βpaT.

В результатi знайдемо вирази математичних сподiвань та дисперсiй числа самок
i самцiв популяцiї. Встановлено достатнi умови збереження розмiру популяцiї на
сталому рiвнi.

Отож, для збереження розмiру популяцiї на рiвнi початкових значень (пiдтри-
мання екологiчного балансу чи комерцiйного планування) пропонується керувати
зовнiшнiм впливом, як ймовiрнiстю насильницької смертi.
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This article is devoted to the description of population dynamics using first-
order differential equations in partial derivatives for the generating function
of moments. Using the properties of the generating function of cumulants, the
external influence on the number of individuals in the population is studied.
The conditions for maintaining the population size at a constant level are
established.
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