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Ми дослiджуємо iснування розв’язку задачi Кошi для хвильового рiвня-
ння з δ-потенцiалом на прямiй. Доведено, що в класi узагальнених функцiй
такий розв’язок iснує тодi i лише тодi, коли вiдсутнє початкове вiдхилення
струни в точцi, де зосереджений δ-потенцiал. У цьому випадку розв’язок
єдиний i допускає явне аналiтичне подання, яке є сумою класичної фор-
мули д’Аламбера для вiльного поширення хвиль та доданка, що описує їх
розсiювання на δ-потенцiалi.

Ключовi слова: Хвильове рiвняння, точкова взаємодiя, δ-потенцiал,
точна модель, розсiювання.

1. Вступ

Математична теорiя набуває особливої цiнностi, коли поряд iз загальними тео-
ремами в нiй є достатньо багатий клас задач, якi можна розв’язати явно. Формули
точних розв’язкiв роблять цю теорiя привабливою для дослiдникiв у прикладних
галузях, забезпечуючи можливiсть безпосереднього аналiзу моделей та виявлення
впливу окремих факторiв. Не менш важливу функцiю точнi формули виконують i
для самих математикiв, слугуючи своєрiдними “реперними” точками, що дозволя-
ють перевiряти загальнi методи, тестувати точнiсть наближень та формувати iнту-
їцiю щодо структури розв’язкiв в складнiших задачах. Першi дослiдники рiвнянь
з частинними похiдними пiдходили до цiєї теорiї з великим оптимiзмом, який був
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зумовлений успiхами в теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, де широкi класи
рiвнянь вдалося розв’язати явно. Проте з’ясувалося, що навiть для лiнiйних рiвнянь
з частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами точнi формули для розв’язкiв є
рiдкiстю i виникають у дуже спецiальних ситуацiях. Втiм, у цiй теорiї було отрима-
но кiлька класичних результатiв, якi вiдiграли вагому роль у подальшому розвитку
математичної фiзики. Одним iз найвiдомiших прикладiв є формула

u(x, t) =
1

2

(
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

)
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(s) ds, (1)

отримана Жаном ле Роном д’Аламбером в 1747 роцi для розв’язку задачi Кошi

utt − a2uxx = 0, x ∈ R, t > 0, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x). (2)

Задача моделює коливання безмежної струни в залежностi вiд її початкового профi-
лю ϕ та розподiлу швидкостей ψ [1]. Формула (1) дає явний опис динамiки струни,
демонструє механiзм поширення хвиль, унаочнює залежнiсть гладкостi розв’язку
вiд гладкостi вхiдних даних.

Проте ситуацiя iстотно ускладнюється, якщо до хвильового рiвняння додати
потенцiальний член:

utt − a2uxx + V (x)u = 0. (3)
Такi рiвняння виникають у багатьох прикладних задачах: у теорiї розсiяння хвиль
на неоднорiдностях середовища [2], у моделях поширення акустичних та електро-
магнiтних хвиль у неоднорiдних матерiалах [3], а також у квантовiй теорiї поля
(одновимiрне рiвняння Клейна-Гордона) та квантовiй механiцi [4, 5], де потенцiал
описує взаємодiю з зовнiшнiм полем або локалiзованими дефектами. Наявнiсть по-
тенцiалу руйнує просту структуру характеристик i робить неможливою побудову
явних формул для розв’язкiв.

Дотримуючись класичної моделi д’Аламбера, рiвняння (3) можна iнтерпрету-
вати як модель коливань струни, що лежить на пружнiй пiдкладцi. У класичнiй
механiцi чи механiцi ґрунтiв така система вiдома як модель з пружною основою
Вiнклера [6]. У цiй iнтерпретацiї струна з’єднана з множиною незалежних пружин,
закрiплених на абсолютно жорсткiй основi; пружини дiють лише в тих точках, де
потенцiал є ненульовим. Кожна точка струни має власну локальну “жорсткiсть”, що
створює додаткову вiдновлювальну силу. Коли характерний розмiр опори є малим
у порiвняннi з довжиною струни, природною iдеалiзацiєю класичного потенцiалу
стає точкова взаємодiя, яку моделюють функцiєю Дiрака. Моделi з точковими вза-
ємодiями вiдiграють важливу роль у математичнiй фiзицi i активно дослiджуються
протягом останнiх десятилiть. Загальнiй теорiї операторiв iз δ-потенцiалами та iн-
шими точковими взаємодiями присвячена монографiя [7], де детально дослiджено
точнi моделi з псевдопотенцiалами у квантовiй механiцi. Такi моделi дозволяють
замiнити локалiзованi структури простiшими сингулярними потенцiалами, зберiга-
ючи при цьому основнi риси фiзичної взаємодiї i залишаючи шанс на отримання
явних розв’язкiв. Подiбний пiдхiд природно виникає i в задачах поширення хвиль,
коли неоднорiднiсть середовища має дуже малий просторовий масштаб. Гiперболiч-
нi рiвнянням iз сингулярними джерелами та δ-сингулярностями розв’язкiв вивчали
у роботах [8, 9].
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У цiй роботi ми знайшли умови, при яких задача Кошi для одновимiрного хви-
льового рiвняння з δ-потенцiалом має розв’язок. Також ми отримали точний аналi-
тичний опис цього розв’язку, що узагальнює класичну формулу д’Аламбера i дозво-
ляє безпосередньо простежити, як точкова взаємодiя модифiкує поширення хвиль.
Ця формула дозволяє вiдокремити ефекти вiльного поширення хвиль та їхнього
розсiяння на δ-потенцiалi.

2. Формулювання задачi та результатiв

Розглянемо задачу Кошi

vtt = a2vxx + 2αδ(x)v, x ∈ R, t > 0, (4)
v(x, 0) = ϕ(x), vt(x, 0) = ψ(x), (5)

де δ(x) — функцiя Дiрака, α — стала взаємодiї i a — додатна швидкiсть поширення
хвиль. Диференцiальне рiвняння розумiємо в сенсi узагальнених функцiй, причому
добуток δ(x)v(x, t) iнтерпретується як v(0, t)δ(x). Добуток коректно визначений за
умови, що розв’язок v є неперервним в точках (0, t). Водночас похiдна vx повинна
мати в цих точках розриви першого роду, щоб друга узагальнена похiдна vxx мiстила
доданок вигляду b(t)δ(x). Цей доданок має компенсувати у рiвняннi потенцiальний
член. Тому задачу (4), (5) можна переформулювати як задачу з умовами спряження
на додатнiй пiвосi x = 0:

vtt = a2vxx, x ∈ R \ {0}, t > 0, v(x, 0) = ϕ(x), vt(x, 0) = ψ(x), (6)

v(+0, t)− v(−0, t) = 0, a2(vx(+0, t)− vx(−0, t)) + 2αv(0, t) = 0. (7)

Нехай Ω = Rx × Rt>0 — верхня пiвплощина в R2
x,t, а

ω = {(x, t) : t > 0, −at < x < at}

— сектор в Ω, вирiзаний характеристиками хвильового рiвняння x ± at = 0, що
виходять з початку координат (див. Рис. 1).

Рис. 1. Область ω, в якiй мiститься носiй функцiї w.

Основний результат статтi є таким.
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Теорема. Нехай ϕ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R) i α ∈ R \ {0}. Задача Кошi (4), (5) має
розв’язок в просторi узагальнених функцiй тодi i лише тодi, коли ϕ(0) = 0. Цей
розв’язок єдиний i має вигляд

v(x, t) = u(x, t) + w(α, x, t),

де функцiя u вiдповiдає вiльному проходженню хвиль i задається формулою (1), а
зосереджений в секторi ω доданок

w(α, x, t) =


α

2a2

at−|x|∫
0

eαa
−2(at−|x|−s)

φ(s) + φ(−s) + 1

a

s∫
−s

ψ(r) dr

 ds,

коли (x, t) ∈ ω,

0, коли (x, t) ∈ Ω \ ω

описує розсiювання хвиль на δ-потенцiалi.
Якщо значення ϕ(0) вiдмiнне вiд нуля, то задача (4), (5) не має розв’язкiв у

просторi узагальнених функцiй.

3. Побудова розв’язку i доведення теореми

Розв’язок задачi (4), (5) шукатимемо у виглядi збурення класичного розв’язку
д’Аламбера

v(x, t) =
1

2

(
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

)
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(s) ds+ w(α, x, t).

Функцiя w є розв’язком задачi Кошi

wtt = a2wxx, x ∈ R \ {0}, t > 0, w(x, 0) = 0, wt(x, 0) = 0, (8)

w(+0, t)− w(−0, t) = 0, a2(wx(+0, t)− wx(−0, t)) + 2αw(0, t) = −αH(at) (9)

з неоднорiдною умовою спряження, де

H(τ) = ϕ(τ) + ϕ(−τ) + 1

a

τ∫
−τ

ψ(s) ds.

Позаяк швидкiсть поширення збурень в цiй моделi дорiвнює a, то носiй w мi-
ститься в секторi ω. Шукатимемо цю функцiю у виглядi

w(x, t) =


f(x+ at), коли − at < x < 0;

g(x− at), коли 0 < x < at;

0, в iншому випадку.
(10)

Це найзагальнiша форма для такого розв’язку, бо породжене δ-потенцiалом збурен-
ня поширюється вздовж характеристик хвильового рiвняння у два боки вiд початку
координат; iнших хвиль тут не виникає. Щоб функцiя w була неперервно дифе-
ренцiйовною на межi ω, тобто на характеристиках x ± at = 0, необхiдно вимагати
виконання умов f(0) = f ′(0) = 0 i g(0) = g′(0) = 0.
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З умов спряження (9) отримуємо систему

f(τ)− g(−τ) = 0, a2(g′(−τ)− f ′(τ)) + 2αf(τ) = −αH(τ).

Звiдси випливає, що f задовольняє задачу Кошi
df

dτ
(τ)− α

a2
f(τ) =

α

2a2
H(τ), f(0) = 0.

для лiнiйного неоднорiдного рiвняння першого порядку. Розв’язавши її, знаходимо
обидва хвильовi профiлi:

f(τ) =
α

2a2

∫ τ

0

eαa
−2(τ−s)H(s) ds, g(τ) =

α

2a2

∫ −τ

0

eαa
−2(−τ−s)H(s) ds.

Пiдставляючи явнi зображення для f i g в (10), отримуємо

w(α, x, t) =



α

2a2

x+at∫
0

eαa
−2(x+at−s)H(s) ds, коли − at < x < 0;

α

2a2

at−x∫
0

eαa
−2(at−x−s)H(s) ds, коли 0 < x < at;

0, в iншому випадку.

(11)

Ця функцiя має компактнiше подання

w(α, x, t) =


α

2a2

at−|x|∫
0

eαa
−2(at−|x|−s)H(s) ds, (x, t) ∈ ω;

0, (x, t) ∈ Ω \ ω.

(12)

Зауважимо, що розв’язок w вдалося побудувати однозначно, не використовую-
чи умов f ′(0) = 0 та g′(0) = 0. Тому функцiя w є лише неперервною на характери-
стиках x ± at = 0, тодi як її першi частиннi похiднi, взагалi кажучи, можуть мати
розрив першого роду на цих променях.

Лема. Функцiя w(α, x, t) в просторi узагальнених функцiй є розв’язком диферен-
цiального рiвняння

wtt − a2wxx − 2αδ(x)w =
αϕ(0)

a

(
(1− a)δ(x+ at)− (a+ 1)δ(x− at)

)
. (13)

Доведення. Нехай функцiя h є двiчi неперервно диференцiйовною на прямiй, за ви-
нятком початку координат, де вона лише неперервна i має скiнченний стрибок по-
хiдної [h′]0 = h′(+0)− h′(−0). Введемо позначення

Ω− = {(x, t) : x < 0, t > 0}, Ω+ = {(x, t) : x > 0, t > 0}.

Розглянемо в областi Ω+ хвилю r(x, t) = h(x − at), що рухається вправо. Через
розрив похiдної h′ на прямiй x−at = 0 другi узагальненi похiднi r мiстять δ-доданки.
Безпосереднє обчислення дає

rxx(x, t) = h′′(x− at) + [h′]0δ(x− at), rtt(x, t) = a2h′′(x− at)− a[h′]0δ(x− at).
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Тодi в областi Ω+ функцiя r є розв’язком рiвняння

rtt − a2rxx = a(a+ 1) [h′]0 δ(x− at).

Аналогiчно, хвиля l(x, t) = h(x+ at), що рухається влiво, задовольняє рiвняння

ltt − a2lxx = a(a− 1) [h′]0 δ(x+ at)

в областi Ω−. Твердження леми випливає з того, що функцiя w(α, x, t) складена з
обох таких хвиль (див. (10)), причому

[wx]x=−at = [wx]x=at =
αϕ(0)

a2
(14)

згiдно з поданням (11). □

Отже, функцiя w = w(α, x, t), задана формулою (12), буде розв’язком рiвня-
ння (4) тодi i лише тодi, коли ϕ(0) = 0, бо стала взаємодiї α вiдмiнна вiд нуля за
припущенням. Згiдно (14) ця умова забезпечує неперервну диференцiйовнiсть w на
характеристиках x± at = 0.

В загальному випадку умова неперервностi похiдних на характеристиках є лише
достатньою для того, щоб функцiя задовольняла однорiдне хвильове рiвняння. Так,
наприклад, функцiя w є розв’язком рiвняння wtt − wxx = 0 в областi Ω− навiть
при ненульовому значеннi ϕ(0), тобто при розривному градiєнтi на характеристицi
x+ at = 0. Справдi, рiвняння (13) в Ω− має вигляд

wtt − a2wxx =
α(1− a)ϕ(0)

a
δ(x+ at),

i його права частина зникає для a = 1.
Єдинiсть розв’язку задачi (4), (5) фактично вже встановлена, оскiльки вона

еквiвалентна єдиностi хвильових профiлiв f та g у поданнi (10). Строге доведення
можна отримати безпосередньо. Для цього область Ω треба розбити променями x =
−at, x = 0 та x = at на чотири сектори. В кожному секторi ωk загальний розв’язок
хвильового рiвняння має вигляд суми двох бiжучих хвиль

v(x, t) = fk(x+ at) + gk(x− at).

Пiдставляючи цi представлення у задачу (6), (7), можна переконатися, що в резуль-
татi однозначно вiдтворюється саме той розв’язок v, який наведено в теоремi.

Рис. 2. Область залежностi розв’язку v.



Xвильове рiвняння з δ-потенцiалом
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2026. Випуск 98 73

4. Деякi зауваження

Хоча ми шукали розв’язок v в просторi узагальнених функцiй, вiн є досить
регулярною функцiєю:

v ∈W 1
2 (Ω), v ∈W 2

2 (Ω±), v ∈ C1(Ω±),

де W s
2 — класичнi простори Соболєва. Крiм того, цей розв’язок є двiчi неперервно

диференцiйовний у секторах ω1, . . . , ω4, описаних вище.
В класичнiй формулi д’Аламбера у випадку вiдсутностi початкових швидко-

стей, ψ = 0, область залежностi розв’язку

u(x, t) =
1

2

(
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

)
вiд початкового вiдхилення ϕ є двоточковою множиною: для обчислення значення
u(x0, t0) достатньо знати функцiю ϕ лише в точках x0 − at0 та x0 + at0. Присутнiсть
δ-потенцiалу у хвильовому рiвняннi змiнює ситуацiю. Тепер розв’язок v в секторi ω
можна записати так

v(x, t) =
1

2

(
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

)
+

+
α

2a2
e

α
a2 (at−|x|)

at−|x|∫
0

e−
α
a2 s(ϕ(s) + ϕ(−s)) ds =

=
1

2

(
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

)
+

α

2a2
e

α
a2 (at−|x|)

at−|x|∫
|x|−at

e−
α
a2 |s|ϕ(s) ds.

Щоб знайти значення v(x0, t0), треба знати початкову функцiя ϕ на значно бiльшiй
множинi, а саме на вiдрiзку

[
|x0| − at0, at0 − |x0|

]
i ще однiй iзольованiй точцi. Така

область залежностi виникає в наслiдок вiдбиття хвиль вiд потенцiалу (див. Рис. 2).
Крiм того, останнє зображення розв’язку v пояснює появу експонент у струк-

турi розсiяних хвиль. Рiч у тiм, що функцiя E(x) = 1
2ω e

−ω|x| є фундаментальним
розв’язком диференцiального оператора − d2

dx2 + ω2, тобто

−E′′ + ω2E = δ(x).

Саме такi рiвняння за просторовою змiнною виникають, коли провести вiдокремле-
ння змiнних у рiвняннi (4).

Список використаної лiтератури

1. J. D’Alembert, Recherches sur la courbe que forme une corde tenduë mise en vibration, Hi-
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We study the existence of solutions to the Cauchy problem for the one-
dimensional wave equation with a δ-potential. It is proved that, in the class of
generalized functions, a solution exists if and only if the initial displacement
vanishes at the point where the δ-potential is concentrated. In this case, the
solution is unique and admits an explicit analytical representation given by
the sum of the classical d’Alembert formula for free wave propagation and an
additional term describing the scattering of waves by the δ-potential.
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