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Ця праця має науково-методологiчний характер, вона мiстить деталь-
ний виклад схеми дослiджень крайових задач для лiнiйних рiвнянь з ди-
ференцiальними та псевдодиференцiальними операторами. Основним iн-
струментом є метод Фур’є: для розв’язкiв задач отримано зображення у
виглядi рядiв за ортогональними системами функцiй. Вивчення властиво-
стей розв’язкiв задач зведено до опису поведiнки послiдовностi їх коефi-
цiєнтiв Фур’є. З цiєю метою у роботi запроваджено i описано властивостi
гiльбертових просторiв числових послiдовностей, встановлено їх зв’язок iз
вiдповiдними гiльбертовими просторами функцiй. Особливу увагу придi-
лено ролi гiльбертового простору як унiфiкованого координатного середо-
вища для аналiзу вiдповiдних задач.

Ключовi слова: диференцiальне рiвняння, операторне рiвняння,
диференцiально-операторне рiвняння, крайова задача, ряд Фур’є, скiн-
ченне перетворення Фур’є, гiльбертiв простiр, простiр Лебега, простiр
Соболєва, ортонормована база

Розвинення перiодичних функцiй у тригонометричнi ряди Фур’є виникли по-
над 200 рокiв тому у працях Ж. Фур’є при вивченнi задач теплопровiдностi. Проте
ще ранiше ця iдея зустрiчалася у працях Л. Ейлера, Ж. Д’Аламбера, якi дослi-
джували коливання струни [25]. В цьому нарямку була також iдея Д. Бернуллi про
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можливiсть зображення складного коливання як суперпозицiї простих гармонiчних
коливань. Згодом у XIX столiттi чiткiсть теорiї тригонометричних рядiв забезпечили
працi Л. Дiрiхле, Б. Рiмана, А. Лебега, що сприяло перетворенню методу скiнченних
перетворень Фур’є на унiверсальний iнструмент математичного аналiзу. Подальший
розвиток теорiї привiв до узагальнень у виглядi iнтеграла Фур’є, нескiнченного пе-
ретворення Фур’є, теорiї узагальнених функцiй i сучасного гармонiчного аналiзу. Це
вiдкрило рiзноманiтнi застосування методу Фур’є у фiзицi, цифровiй обробцi сигна-
лiв, квантовiй механiцi, чисельному моделюваннi та iнших сферах [12,23,24,26,30].

У класичних i сучасних працях, присвячених теорiї рядiв Фур’є, простежуєть-
ся поступовий перехiд вiд дослiдження конкретних тригонометричних розвинень до
широкої теорiї гармонiчного аналiзу. Фундаментальнi монографiї Н. К. Барi [15], А.
Зигмунда [33], Д. Джексона [21], Р. Едвардса [19] формують цiлiсне уявлення про
те, якi саме властивостi рядiв Фур’є є центральними в математичному аналiзi. У
цих працях вивчаються питання поточкової, рiвномiрної, середньоквадратичної збi-
жностi та збiжностi майже всюди тригонометричних рядiв. Значну увагу придiлено
висвiтленню зв’язку мiж гладкiстю функцiї та швидкiстю спадання її коефiцiєнтiв
Фур’є, а також проблемi єдиностi тригонометричних розвинень. Саме цi питання
дозволили зрозумiти, за яких умов функцiя може бути повнiстю вiдновлена за сво-
єю спектральною iнформацiєю. У працi Д. Джексона [21] описано апроксимацiйнi
аспекти рядiв Фур’є, якi розглядаються як засiб наближення функцiй.

У монографiї Ю М. Березанського [16] теорiя рядiв Фур’є пов’язується зi за-
гальною теорiєю самоспряжених операторiв, а саме розвинення за тригонометри-
чними функцiями узагальнюється до розвинень за власними функцiями операторiв,
що дозволяє розглядати ряд Фур’є як окремий випадок спектрального зображення
елементiв гiльбертового простору. Подiбний пiдхiд пiдтримується i в працi О. О. Де-
зiна [18], де розвинення за власними функцiями операторiв використовуються для
дослiдження крайових задач математичної фiзики. У цьому контекстi ряди Фур’є
стають не лише аналiтичним iнструментом, а й унiверсальною мовою для опису
фiзичних явищ, зокрема, процесiв теплопровiдностi, коливань тощо.

Окремий напрям представляє праця Ж.-П. Кахана [22], у якiй дослiджено ви-
падковi функцiйнi ряди, зокрема, випадковi ряди Фур’є. У працi [22] класичну тео-
рiю доповнено ймовiрнiсними методами, якi дозволяють аналiзувати поведiнку ко-
ефiцiєнтiв рядiв Фур’є та їх збiжнiсть у випадковому середовищi. Це вiдкриває ши-
рокi застосування випадкових рядiв Фур’є в теорiї сигналiв, статистичнiй фiзицi та
стохастичних моделях.

Наступним етапом розвитку стала побудова багатовимiрного гармонiчного ана-
лiзу. Зокрема, у працях Л. В. Жiжiашвiлi [32], I. Стейна, Г. Вейса [29] класична
теорiя тригонометричних рядiв поширюється на функцiї багатьох змiнних, а також
на загальнiшi простори, зокрема, на простори функцiй, заданих на многовидах. У
цьому пiдходi центральним об’єктом стає не окремий ряд, а перетворення Фур’є як
iнструмент аналiзу структури функцiй. Гармонiчний аналiз вивчає властивостi згор-
ток, сингулярних iнтегралiв, мультиплiкаторiв та спектральних перетворень. Якщо
в класичнiй теорiї основною була проблема розвинення функцiї в ряд, то в гармо-
нiчному аналiзi головною стає iдея зображення математичного об’єкта через його
спектр.
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Таким чином, у цитованих працях ряди Фур’є постають не лише як засiб роз-
винень перiодичних функцiй, а як фундаментальний засiб iз застосуваннями у ма-
тематичнiй фiзицi, теорiї диференцiальних рiвнянь, спектральнiй теорiї операторiв,
гармонiчному аналiзi, числовому аналiзi, цифровiй обробцi сигналiв тощо.

В унiверситетських курсах рiвнянь математичної фiзики та рiвнянь iз частин-
ними похiдними метод рядiв Фур’є з огляду на його важливi операцiйнi властивостi
вiдiграє центральну роль, оскiльки за його допомогою можна конструктивно зна-
йти розв’язки низки крайових задач [1–14, 17, 23, 26–28, 30, 31]. Проте у переважнiй
бiльшостi таких курсiв метод Фур’є застосовується для побудови розв’язкiв задач
для рiвнянь iз частинними похiдними другого порядку, при цьому обґрунтування
збiжностi ряду Фур’є для розв’язку проводиться у вiдповiдних класах гладких фун-
кцiй з рiвномiрною нормою. Водночас метод Фур’є може бути ефективно застосова-
ний для вивчення розв’язкiв задач для диференцiальних рiвнянь високого порядку,
псевдодиференцiальних рiвнянь, до того ж i в загальнiших (вагових) функцiйних
просторах.

Однiєю з центральних iдей у математицi є можливiсть описувати складнi об’єк-
ти за допомогою чисел. У звичайному скiнченновимiрному лiнiйному просторi кожен
його елемент можна однозначно зобразити у виглядi лiнiйної комбiнацiї за обраною
базою. Це означає, що в цiй базi кожному вектору — елементу простору — вiдповiдає
певний набiр коефiцiєнтiв, якi тлумачаться як його координати. Завдяки цьому гео-
метричний або абстрактний об’єкт перетворюється на впорядкований набiр чисел,
над яким можна виконувати рiзнi аналiтичнi дiї. Саме ця iдея Р. Декарта [24] стала
основою для переходу вiд наочного геометричного опису об’єктiв до алгебраїчного.

Наступний розвиток цiєї концепцiї привiв до її перенесення на випадок нескiн-
ченновимiрних просторiв, насамперед гiльбертових просторiв, у яких роль векторiв
можуть вiдiгравати функцiї або послiдовностi. Вiдомо, що в сепарабельному гiльбер-
товому просторi iснують ортонормованi бази, а отже, кожен елемент цього простору
можна однозначно зобразити у виглядi нескiнченного ряду — нескiнченної лiнiй-
ної комбiнацiї базових елементiв. Коефiцiєнти цього розвинення виконують таку ж
роль, що й координати елементiв у скiнченновимiрному просторi: вони дозволяють
зобразити складний об’єкт у числовiй формi, яка є зручною для дослiдження та
опрацювання машинними методами.

Описана iдея координатизацiї має глибоке методологiчне значення: вона пока-
зує, що функцiю можна розглядати не тiльки як аналiтичний вираз, але як точку
в абстрактному просторi, якiй вiдповiдає деяка послiдовнiсть чисел. Саме такий
пiдхiд координатизацiї обрано нами для викладу дослiджень цiєї статтi.

У данiй статтi ми спочатку акцентуємо увагу читача на запровадженнi i вивчен-
нi властивостей гiльбертових просторiв числових послiдовностей. Скiнченнi пере-
творення Фур’є спiвставляють цим просторам послiдовностей ваговi простори фун-
кцiй, гладкiсть яких описується поведiнкою їх коефiцiєнтiв Фур’є. Дослiджено умови
розв’язностi операторних рiвнянь у просторах числових послiдовностей та просто-
рах функцiй, якi справджують певнi крайовi умови, встановлено альтернативу Фре-
дгольма для таких рiвнянь i показано, що її умови залежать вiд поведiнки символу
лiвої частини операторного рiвняння. Встановлено зв’язок мiж гладкiстю розв’язку,
правої частини та степенем операторного рiвняння.
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У другiй частинi роботи буде проведено узагальнення результатiв цiєї частини
на випадок загальних вагових просторiв числових послiдовностей i вiдповiдних їм
функцiйних просторiв, а також буде перенесено отриманi результати на простори ба-
гатовимiрних числових послiдовностей i тензорнi добутки розглянутих функцiйних
просторiв та операторних рiвнянь на цих просторах. Векторнi функцiї зi значен-
нями в просторах рядiв Фур’є та задачi для диференцiально-операторних рiвнянь
планується розглянути в третiй частинi.

1. Операторнi рiвняння, породженi задачею знаходження перiодичних
розв’язкiв лiнiйного звичайного диференцiального рiвняння

1.1. Вступ. Розглянемо задачу про знаходження функцiї u(x), яка є класичним
розв’язком рiвняння

u′′ + au = f(x), x ∈ R, (1)

i справджує умови 2π-перiодичностi

u(x+ 2π) = u(x) ∀x ∈ R. (2)

У рiвняннi (1) a — задане дiйсне число, а його права частина f(x) є скiнченним
тригонометричним многочленом вигляду

f(x) =
∑
k∈M

qke
ikx, x ∈ R, (3)

де M ⊂ Z — довiльна скiнченна множина, qk ∈ C, k ∈ M .
Дослiдимо питання про iснування та єдинiсть розв’язку u(x) задачi (1)–(3). Вiд-

значимо, що єдинiсть розв’язку задачi (1)–(3) розумiємо в такому сенсi: або задача
(1)–(3) взагалi не має розв’язку, або має тiльки один.

Для встановлення умов єдиностi задачi (1)–(3) знайдемо 2π-перiодичнi розв’язки
однорiдного рiвняння

u′′ + au = 0, x ∈ R, (4)

яке вiдповiдає рiвнянню (1). Якщо рiвняння (4) має тiльки тривiальний (тотожно
рiвний нулевi) 2π-перiодичний розв’язок, то задача (1)–(3) має не бiльше одного
розв’язку; у протилежному випадку — або має безлiч, або не має жодного.

Розглянемо три можливi випадки: 1) a < 0; 2) a = 0; 3) a > 0.
1) Нехай a < 0. Покладемо a = −ν2, де ν > 0. Тодi характеристичне рiвняння

диференцiального рiвняння (4) має вигляд λ2 − ν2 = 0, звiдки знаходимо λ1 = −ν,
λ2 = ν. Отож, повний загальний розв’язок рiвняння (4) має вигляд

u(x) = C1e
−νx + C2e

νx, (5)

де C1, C2 — довiльнi сталi. Якщо функцiя (5) є 2π-перiодичною, то для всiх x ∈ R
виконується рiвнiсть

C1e
−νx + C2e

νx = C1e
−ν(x+2π) + C2e

ν(x+2π),

а отже, й рiвнiсть

C1(1− e−2πν)e−νx + C2(1− e2πν)eνx = 0. (6)
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Оскiльки для випадку, коли ν ̸= 0, функцiї e−νx, eνx є лiнiйно незалежними, то з
рiвностi (6) отримуємо, що

C1(1− e−2πν) = 0, C2(1− e2πν) = 0. (7)

Враховуючи, що (1−e−2πν) ̸= 0 i (1−e2πν) ̸= 0, коли ν ̸= 0, з формул (7) випливає, що
C1 = 0, C2 = 0. Тому тiльки тривiальна функцiя u(x) = 0, x ∈ R, є 2π-перiодичним
розв’язком рiвняння (4). Отже, у випадку, коли a < 0, якщо задача (1)–(3) має
розв’язок, то вiн єдиний.

Знайдемо розв’язок задачi (1)–(3) методом неозначених коефiцiєнтiв, викори-
стовуючи принцип суперпозицiї. У результатi отримаємо єдиний розв’язок задачi
(1)–(3) у виглядi

u(x) =
∑
k∈M

qk
a− k2

eikx, x ∈ R.

2) Нехай тепер a = 0. Тодi рiвняння (4) має вигляд u′′ = 0 i, як легко перекона-
тися, його повний загальний розв’язок зображується формулою

u(x) = C1x+ C2, x ∈ R, (8)

де C1, C2 — довiльнi сталi. Функцiя (8) є 2π-перiодичною тодi i тiльки тодi, коли
C1 = 0. Тому рiвняння (4) має 2π-перiодичнi розв’язки вигляду

u(x) = C, x ∈ R,

де C ∈ C — довiльна стала, i тiльки такi. Отже, у випадку, коли a = 0, рiвняння (4)
має безлiч розв’язкiв.

Розглянемо питання про iснування розв’язку задачi (1)–(3), коли a = 0. Дослi-
димо окремо два пiдвипадки: а) 0 ̸∈ M ; б) 0 ∈ M .

а) Якщо 0 ̸∈ M , то розв’язками задачi (1)–(3) є функцiї

u(x) = C −
∑
k∈M

qk
k2

eikx, x ∈ R,

де C ∈ C — довiльна стала.
б) Якщо 0 ∈ M i f(x) = q0, де q0 ∈ C — ненульова cтала, то рiвняння u′′ = q0

має повний загальний розв’язок

u(x) =
q0
2
x2 + C1x+ C2, x ∈ R,

який не може бути 2π-перiодичною функцiєю при жодному виборi сталих C1, C2.
Очевидно, що у випадку, коли a = 0 i 0 ∈ M , задача (1)–(3) не має розв’язку.

3) Нехай a > 0. Покладемо a = µ2, де µ > 0. Тодi характеристичне рiвняння
диференцiального рiвняння (4) має вигляд

u′′ + µ2u = 0, x ∈ R.

Розв’яжемо вiдповiдне характеристичне рiвняння:

λ2 + µ2 = 0 ⇐⇒ λ1,2 = ±iµ.

Отже, повний загальний розв’язок рiвняння (4) має вигляд

u(x) = C1e
−iµx + C2e

iµx, x ∈ R, C1, C2 — довiльнi сталi. (9)
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Як i ранiше, переконуємося у тому, що функцiя (9) є 2π-перiодичною тодi i лише
тодi, коли виконуються рiвностi

C1(1− e−i2πµ) = 0, C2(1− ei2πµ) = 0. (10)

Розглянемо два пiдвипадки: а) µ /∈ N; б) µ ∈ N.
а) Якщо µ ̸= m для всiх m ∈ N, то ei2πµ ̸= 1 i e−i2πµ ̸= 1. Тому з рiвностей

(10) отримаємо, що C1 = 0, C2 = 0, а тодi з (9) випливає, що u(x) ≡ 0 — єдиний
2π-перiодичний розв’язок рiвняння (4). Тодi задача (1)–(3) має не бiльше одного
розв’язку. Використовуючи метод неозначених коефiцiєнтiв, знаходимо єдиний 2π-
перiодичний розв’язок задачi (1)–(3)

u(x) =
∑
k∈M

qk
a− k2

eikx, x ∈ R.

б) Якщо µ = m для деякого m ∈ N, то з (9) отримуємо, що для довiльних
значень сталих C1, C2 функцiя

u(x) = C1e
−imx + C2e

imx, x ∈ R,
є 2π-перiодичним розв’язком рiвняння (4). Простий аналiз показує, що у випадку,
коли ±m ̸∈ M , розв’язками задачi (1)–(3) є функцiї

u(x) = C1e
−imx + C2e

imx +
∑
k∈M

qk
m2 − k2

eikx, x ∈ R,

де C1, C2 — довiльнi сталi, а у випадку, коли m ∈ M або −m ∈ M , задача (1)–(3)
2π-перiодичних розв’язкiв не має.

Далi дослiдимо задачу про перiодичнi розв’язки звичайних диференцiальних
рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами i вiльними членами з рiзних просторiв перiодичних
функцiй, що є узагальненнями розглянутої задачi.

1.2. Простори числових послiдовностей.

1.2.1. Означення просторiв CZ, CZ
c , hs(Z;C), s ∈ R. Позначимо через CZ лiнiйний

простiр послiдовностей

c = (..., cr, ..., c−1, c0, c1, ..., cs, ...) = (ck)k∈Z

комплексних чисел (тут r, s ∈ Z, r < 0, s > 0), тобто лiнiйний простiр вiдображень
множини цiлих чисел Z в множину комплексних чисел C, надiлений стандартними
операцiями покоординатного додавання та множення на скаляр. На просторi CZ

запровадимо таке поняття збiжностi послiдовностi його елементiв: послiдовнiсть

c⟨p⟩ = (..., c⟨p⟩r , ..., c
⟨p⟩
−1 , c

⟨p⟩
0 , c

⟨p⟩
1 , ..., c⟨p⟩s , ...) = (c

⟨p⟩
k )k∈Z, p ∈ N,

збiгається до послiдовностi c = (..., cr, ..., c−1, c0, c1, ..., cs, ...) = (ck)k∈Z в CZ, якщо
c
⟨p⟩
k −→

p→∞
ck для кожного k ∈ Z.

Послiдовнiсть c = (ck)k∈Z з простору CZ називається фiнiтною, якщо для де-
якої, залежної вiд c, скiнченної множини M ⊂ Z для всiх k ̸∈ M виконуються
рiвностi ck = 0, тобто iснують цiлi числа r i s, r ≤ s, залежнi вiд c, такi, що ck = 0,
коли k < r або k > s. Через CZ

c позначимо лiнiйний простiр фiнiтних послiдовностей
з простору CZ. На просторi CZ

c запровадимо таке поняття збiжностi послiдовностi
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його елементiв: послiдовнiсть c⟨p⟩ = (c
⟨p⟩
k )k∈Z, p ∈ N, збiгається до послiдовностi

c = (ck)k∈Z в CZ
c , якщо iснує така скiнченна множина M ⊂ Z, що для кожного

p ∈ N маємо c
⟨p⟩
k = 0, якщо k ̸∈ M , i c⟨p⟩k −→

p→∞
ck для кожного k ∈ M .

Нехай l2(Z;C) — лiнiйний простiр, складений з тих елементiв c = (ck)k∈Z ∈ CZ,
для яких

∑
k∈Z

|ck|2 < ∞. Простiр l2(Z;C), надiлений скалярним добутком

(c, d)l2(Z;C) :=
∑
k∈Z

ckdk, c, d ∈ l2(Z;C), (11)

i вiдповiдною йому нормою

∥c∥l2 :=
( ∑

k∈Z
|ck|2

)1/2
(12)

є гiльбертовим (див., наприклад, [20]). Тут i далi символ z позначає комплексно-
спряжене до z ∈ C число.

Нехай s ∈ R — яке-небудь число. Через hs(Z;C) ⊂ CZ позначимо лiнiйний про-
стiр, складений з таких елементiв c = (ck) ∈ CZ, що

∑
k∈Z

(1+k2)s|ck|2 < ∞, надiлений

скалярним добутком
(c, d)hs :=

∑
k∈Z

(1 + k2)sckdk (13)

та вiдповiдною нормою

∥c∥hs :=
( ∑

k∈Z
(1 + k2)s|ck|2

)1/2
. (14)

Простiр hs(Z;C) ⊂ CZ є гiльбертовим (див., наприклад, [20]). Очевидно, що

h0(Z;C) = l2(Z;C).
Зауважимо, що для будь-яких s′, s′′ ∈ R таких, що s′ < s′′, вкладення

hs′′(Z;C) ⊂ hs′(Z;C) (15)

є неперервним i щiльним. Справдi, нехай c — довiльний елемент простору hs′′(Z;C).
Тодi маємо

∥c∥2
hs′ =

∑
k∈Z

(1 + k2)s
′
|ck|2 =

∑
k∈Z

(1 + k2)s
′
(1 + k2)−s′′(1 + k2)s

′′
|ck|2 ⩽

⩽
∑
k∈Z

(1 + k2)s
′′
|ck|2 = ∥c∥2

hs′′ .

Тут використано нерiвнiсть (1+k2)s
′
(1+k2)−s′′ = (1+k2)s

′−s′′ ⩽ 1, яка виконується
для всiх k ∈ Z з огляду на те, що s′ − s′′ < 0.

Покладемо

h∞(Z;C) :=
⋂
s>0

hs(Z;C), h−∞(Z;C) :=
⋃
s<0

hs(Z;C).

З наведених вище мiркувань випливає, що виконуються вкладення

CZ
c ⊂ h∞(Z;C) ⊂ hs′′(Z;C) ⊂ hs′(Z;C) ⊂ l2(Z;C) ⊂
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⊂ h−s′(Z;C) ⊂ h−s′′(Z;C) ⊂ h−∞(Z;C) ⊂ CZ, 0 < s′ < s′′, (16)
якi є неперервними i щiльними.

1.2.2. Спряженi простори. Нехай (CZ
c )

′ — простiр лiнiйних неперервних функцiо-
налiв на CZ

c . Покажемо, що простiр (CZ
c )

′ можна ототожнити з простором CZ. З
цiєю метою для кожного k ∈ Z через e⟨k⟩ позначимо той елемент простору CZ

c , всi
координати якого є нулями, крiм координати на k-му мiсцi, яка дорiвнює 1. Тодi для
будь-якої послiдовностi c = (ck)k∈Z ∈ CZ

c маємо

c =
∑
k∈Z

cke
⟨k⟩ (сума скiнченна). (17)

Нехай F : CZ
c → C — лiнiйний неперервний функцiонал. Тодi для довiльної послi-

довностi c = (ck)k∈Z ∈ CZ
c виконується рiвнiсть

F (c) =
∑
k∈Z

ckF
(
e⟨k⟩

)
=
∑
k∈Z

ckfk,

де
fk = F

(
e⟨k⟩

)
∈ C, k ∈ Z. (18)

Послiдовнiсть f =
(
fk
)
k∈Z є елементом простору CZ. I навпаки, якщо f =

(
fk
)
k∈Z —

довiльний елемент простору CZ, то вiдображення F : CZ
c → C, задане за правилом

F (c) =
∑
k∈Z

ckfk, c = (ck)k∈Z ∈ CZ
c ,

є лiнiйним неперервним функцiоналом на просторi CZ
c . Отже, вiдображення

Q :
(
CZ

c

)′ → CZ,

задане за правилом Q(F ) = f, де послiдовнiсть f =
(
fk
)
k∈Z визначається за допо-

могою формули (18), є бiєктивним.
Покажемо, що Q є антилiнiйним вiдображенням. Нехай F ⟨1⟩, F ⟨2⟩ — довiльнi

елементи простору
(
CZ

c

)′, а f ⟨1⟩ := Q(F ⟨1⟩), f ⟨2⟩ := Q(F ⟨2⟩) — їх образи при заданому
вiдображеннi Q (див. формулу (18)). Тодi

Q(F ⟨1⟩ + F ⟨2⟩) =
(
(F ⟨1⟩ + F ⟨2⟩)

(
e⟨k⟩

))
k∈Z

=

=
(
F ⟨1⟩

(
e⟨k⟩

)
+ F ⟨2⟩

(
e⟨k⟩

))
k∈Z

=
(
F ⟨1⟩

(
e⟨k⟩

))
k∈Z

+
(
F ⟨2⟩

(
e⟨k⟩

))
k∈Z

=

= f ⟨1⟩ + f ⟨2⟩ = Q(F ⟨1⟩) +Q(F ⟨2⟩). (19)

Тепер нехай F ∈
(
CZ

c

)′, λ ∈ C — довiльнi, f := Q(F ). Тодi

Q(λF ) =
(
(λF )

(
e⟨k⟩

))
k∈Z

=
(
λF
(
e⟨k⟩

))
k∈Z

= λ
(
F
(
e⟨k⟩

))
k∈Z

= λf = λQ(F ). (20)

Iз рiвностей (19), (20) випливає, що Q є антилiнiйним вiдображенням. Це разом
iз бiєктивнiстю Q дає можливiсть ототожнити простори

(
CZ

c

)′ i CZ, а операцiю
спряження мiж

(
CZ

c

)′ i CZ
c визначити за допомогою рiвностi

⟨c, f⟩C Z
c
:=
∑
k∈Z

ckfk, c ∈ CZ
c , f ∈ CZ.
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Далi всюди вважатимемо, що це зроблено.
Тепер покажемо, що

(
hs(Z;C)

)′ ∼= h−s(Z;C) для довiльного s ∈ R. Справдi,
нехай s ∈ R — довiльне фiксоване число, а F : hs(Z;C) → C — будь-який лiнiй-
ний неперервний функцiонал. Якщо c = {ck}k∈Z ∈ hs(Z;C), то для кожного p ∈ N
покладемо

c⟨p⟩ =
(
..., 0, c−p, ..., c−1, c0, c1, ..., cp, 0, ...

)
,

тобто c⟨p⟩ — елемент простору CZ
c , компоненти якого з номерами вiд −p до p спiв-

падають з вiдповiдними компонентами елемента c, а решта дорiвнюють нулевi. Оче-
видно, що c⟨p⟩ −→

p→∞
c в hs(Z;C), а значить, враховуючи неперервнiсть i лiнiйнiсть

функцiоналу F , отримуємо

F (c) = F
(

lim
p→∞

c⟨p⟩
)
= lim

p→∞
F (c⟨p⟩) = lim

p→∞
F

( ∑
|k|≤p

cke
⟨k⟩

)
=

= lim
p→∞

∑
|k|≤p

ckF
(
e⟨k⟩

)
= lim

p→∞

∑
|k|≤p

ckfk =
∑
k∈Z

ckfk, (21)

де fk, k ∈ Z, визначенi у формулi (18). Покажемо, що послiдовнiсть f = (fk)k∈Z
належить до простору h−s(Z;C). Справдi, маємо∑

k∈Z
ckfk =

∑
k∈Z

(1 + k2)s/2ck(1 + k2)−s/2fk =
∑
k∈Z

dkgk, (22)

де
dk := (1 + k2)s/2ck, gk := (1 + k2)−s/2fk, k ∈ Z. (23)

Очевидно, що d = (dk)k∈Z ∈ l2(Z;C). Визначимо вiдображення S : hs(Z;C) →
l2(Z;C) за правилом:

S(c) = ((1 + k2)s/2ck)k∈Z, c = (ck)k∈Z ∈ hs(Z;C).
Легко переконатися, що вiдображення S — взаємно однозначне та iзометричне,
тобто ∥S(c)∥l2 = ∥c∥hs для всiх c ∈ hs(Z;C), а обернене до нього вiдображення
S−1 : l2(Z;C) → hs(Z;C) визначається рiвнiстю

S−1(d) = ((1 + k2)−s/2dk)k∈Z, d = (dk)k∈Z ∈ l2(Z;C).
Покладемо G := F ◦ S−1. Очевидно, що G — лiнiйний i неперервний функцiонал на
l2(Z;C), як композицiя лiнiйних i неперервних вiдображень. На пiдставi рiвностей
(21) i (22) отримуємо, що G(d) =

∑
k∈Z

dkgk. Оскiльки l2(Z;C) є гiльбертовим просто-

ром, то звiдси за теоремою Рiса випливає, що g = (gk)k∈Z належить до простору
l2(Z;C) i ∥G∥ = ∥g∥l2(Z;C). На пiдставi означення елемента g маємо, що f = (fk)k∈Z
належить простору h−s(Z;C) i ∥g∥l2 = ∥f∥h−s . Покажемо, що ∥F∥ = ∥G∥. Справдi,
згiдно з означенням функцiоналу G дiстаємо

|G(d)| = |F (S−1(d))| ⩽ ∥F∥ · ∥S−1(d)∥hs = ∥G∥ · ∥d∥l2 ∀d ∈ l2(Z;C),
звiдки отримуємо нерiвнiсть ∥G∥ ⩽ ∥F∥. З iншого боку, оскiльки F = G ◦ S, то

|F (c)| = |G(S(c))| ⩽ ∥G∥ · ∥S(c)∥l2 = ∥G∥ · ∥c∥hs ∀c ∈ hs(Z;C),
звiдки отримуємо, що ∥F∥ ⩽ ∥G∥. З отриманих вище нерiвностей для норм ∥F∥ i
∥G∥ випливає, що ∥F∥ = ∥f∥h−s .
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Використовуючи нерiвнiсть Кошi—Буняковського, легко переконатися, що для
будь-якого елемента f = (fk)k∈Z з простору h−s(Z;C) вiдображення

F (c) =
∑
k∈Z

ckfk, c = (ck)k∈Z ∈ hs(Z;C),

є лiнiйним i неперервним функцiоналом на hs(Z;C), тобто елементом спряженого
простору

(
hs(Z;C)

)′, причому його норма рiвна ∥f∥h−s . Отже, зi сказаного вище
випливає, що вiдображення Q :

(
hs(Z;C)

)′ → h−s(Z;C), визначене за правилом (18),
є бiєктивним та iзометричним. Аналогiчно, як i вище, переконуємося, що воно є
антилiнiйним. Тому можна ототожнити простори

(
hs(Z;C)

)′ i h−s(Z;C), а також
визначити операцiю спряження мiж hs(Z;C) i h−s(Z;C) за правилом

⟨c, f⟩hs :=
∑
k∈Z

ckfk, c = {ck}k∈Z ∈ hs(Z;C), f = {fk}k∈Z ∈ h−s(Z;C).

Звiдси видно, що для будь-якого елемента c ∈ hs(Z;C) i f ∈ l2(Z;C) ⊂ h−s(Z;C)
виконується рiвнiсть

⟨c, f⟩hs = (c, f)l2 .

Це показує узгодження операцiї спряження мiж просторами hs(Z;C) i h−s(Z;C) зi
скалярним добутком в l2(Z;C), тобто для кожного s > 0 вкладення просторiв

hs(Z;C) ⊂ l2(Z;C) ⊂ h−s(Z;C) (24)

є щiльними i неперервними.

1.3. Функцiйнi простори.

1.3.1. Простiр L2
2π(R;C). Позначимо через C2π(R;C) лiнiйний простiр визначених

на R зi значеннями в C неперервних i 2π-перiодичних функцiй, тобто u ∈ C2π(R;C),
якщо u ∈ C(R;C) i u(x + 2π) = u(x) для всiх x ∈ R. На просторi C2π(R;C) визна-
чимо скалярний добуток (u, v) :=

∫ 2π

0
u(x)v(x) dx i вiдповiдну йому норму ∥u∥ =( ∫ 2π

0
|u(x)|2 dx

)1/2
. Поповнення отриманого лiнiйного простору зi скалярним добу-

тком можна ототожнити з гiльбертовим простором L2
2π(R;C) класiв еквiвалентних

вимiрних за Лебегом функцiй u : R → C таких, що u(x+ 2π) = u(x) для майже всiх
x ∈ R i

∫ 2π

0
|u(x)|2 dx < ∞, зi скалярним добутком

(u, v)L2
2π

:=

∫ 2π

0

u(x)v(x) dx

i вiдповiдною йому нормою

∥u∥L2
2π

:=

(∫ 2π

0

|u(x)|2 dx

)1/2

.

Як вiдомо (див., наприклад, [20]), у просторi L2
2π(R;C) можна вибрати орто-

нормовану базу

wk(x) =
1√
2π

eikx, x ∈ R, k ∈ Z. (25)
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Отже, будь-який елемент u ∈ L2
2π(R;C) можна подати у виглядi суми збiжного в

L2
2π(R;C) ряду Фур’є

u(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

ûke
ikx, x ∈ R, (26)

де

ûk :=
1√
2π

∫ 2π

0

u(x)e−ikx dx, k ∈ Z. (27)

Послiдовнiсть û := (ûk)k∈Z називають скiнченним перетворенням Фур’є функцiї u.
Як вiдомо, виконується рiвнiсть Парсеваля

∥u∥2L2
2π

=
∑
k∈Z

|ûk|2, (28)

звiдки отримуємо включення û ∈ l2(Z;C). З iншого боку, якщо c = {ck}k∈Z ∈
l2(Z;C), то легко довести, що ряд

1√
2π

∑
k∈Z

cke
ikx, x ∈ R,

збiгається в L2
2π(R;C), а значить, його сума u є елементом простору L2

2π(R;C), при-
чому ûk = ck, k ∈ Z, i норма цього елемента дорiвнює ∥c∥l2 . Отже, вiдображення
(скiнченне перетворення Фур’є)

L2
2π(R;C) ∋ u

F7→ û ∈ l2(Z;C),

визначене за правилом (27), є лiнiйною iзометрiєю мiж просторами L2
2π(R;C) i

l2(Z;C). Базуючись на цьому, можна означити скалярний добуток (u, v)L2
2π

iншим
способом. Справдi, нехай u, v ∈ L2

2π(R;C) i

u(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

ûke
ikx, v(x) =

1√
2π

∑
k∈Z

v̂ke
ikx, x ∈ R.

Позначимо для кожного p ∈ N:

u⟨p⟩(x) =
1√
2π

∑
|k|≤p

ûke
ikx, v⟨p⟩(x) =

1√
2π

∑
|k|≤p

v̂ke
ikx, x ∈ R.

Оскiльки u⟨p⟩ −→
p→∞

u, v⟨p⟩ −→
p→∞

v в L2
2π(R;C) i скалярний добуток в гiльбертовому

просторi є неперервним за обома аргументами, то

(u, v)L2
2π

= lim
p→∞

(u⟨p⟩, v⟨p⟩)L2
2π

= lim
p→∞

∑
|k|≤p

ûk · v̂k =
∑
k∈Z

ûk · v̂k.

Тут ми врахували також ортонормованiсть системи (25), тобто

1

2π
(eik·, eim·)L2

2π
=

1

2π

∫ 2π

0

eikxe−imx dx =

{
1, якщо k = m;

0, якщо k ̸= m.

Отже, маємо
(u, v)L2

2π
= (û, v̂)l2 , u, v ∈ L2

2π(R;C), (29)
а отже, ∥u∥L2

2π
= ∥û∥l2 .
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1.3.2. Простори Соболєва цiлого порядку перiодичних функцiй Hn
2π(R;C). Позначи-

мо через Hn
2π(R;C), де n ∈ N — довiльне фiксоване, простiр Соболєва, складений

з функцiй u з простору L2
2π(R;C), якi мають узагальненi похiднi u(ν) з простору

L2
2π(R;C) для кожного ν ∈ {1, ..., n}. Цей простiр є гiльбертовим зi скалярним добут-

ком

((u, v))Hn
2π

:=

∫ 2π

0

n∑
ν=0

u(ν)(x)v(ν)(x) dx =

n∑
ν=0

(u(ν), v(ν))L2
2π

(30)

i вiдповiдною йому нормою

|||u|||Hn
2π

:=
(∫ 2π

0

n∑
ν=0

|u(ν)(x)|2 dx
)1/2

.

Покажемо, що для довiльних u, v ∈ Hn
2π(R;C) маємо рiвнiсть

((u, v))Hn
2π

=
∑
k∈Z

( n∑
ν=0

k2ν
)
ûkv̂k. (31)

де û i v̂ є скiнченними перетвореннями Фур’є елементiв u i v з простору Hn
2π(R;C).

Справдi, для довiльного ν ∈ {1, ..., n} маємо

(u(ν), v(ν))L2
2π

=
∑
k∈Z

û(ν)
k v̂(ν)k. (32)

Але для будь-якого k ∈ Z на пiдставi формули iнтегрування частинами одержуємо

û(ν)
k =

1√
2π

∫ 2π

0

u(ν)(x)e−ikx dx =
(ik)ν√
2π

∫ 2π

0

u(x)e−ikx dx = (ik)ν ûk. (33)

Аналогiчно, як i в (32), для довiльного k ∈ Z отримуємо, що

v̂(ν)k = (ik)ν v̂k. (34)

Iз (30) на пiдставi (32)–(34) здобуваємо (31). Звiдси маємо, зокрема, рiвнiсть

|||u|||Hn
2π

:=
(∑

k∈Z

(
n∑

ν=0

k2ν

)
|ûk|2

)1/2
.

Тепер зауважимо, що
n∑

ν=0

k2ν ∼ (1 + k2)n при |k| → +∞,

звiдки випливає, що на просторi Hn
2π(R;C) можна ввести еквiвалентнi скалярному

добутку ((·, ·))Hn
2π

i вiдповiднiй нормi ||| · |||Hn
2π

новий скалярний добуток

(u, v)Hn
2π

=
∑
k∈Z

(1 + k2)nûk v̂k

i вiдповiдну йому норму

∥u∥Hn
2π

:=
(∑

k∈Z
(1 + k2)n|ûk|2

)1/2
.
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Далi в просторi Hn
2π(R;C) будемо розглядати скалярний добуток (·, ·)Hn

2π
i вiдповiдну

йому норму ∥·∥Hn
2π

. Тодi, як випливає вище сказаного, простори Hn
2π(R;C) i hn(Z;C)

є iзометричними.

1.3.3. Простори Соболєва дробового порядку Hs
2π(R;C). Нехай s — яке-небудь дiйсне

число. Введемо простiр Hs
2π(R;C), складений з рядiв Фур’є

u(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

ûke
ikx, x ∈ R,

де û = (v̂k)k∈Z ∈ hs
(
Z;C

)
. Простiр Hs

2π(R;C) є гiльбертовим простором зi скалярним
добутком

(u, v)Hs
2π

:=
∑
k∈Z

(1 + k2)sûkv̂k (35)

i вiдповiдною нормою

∥u∥Hs
2π

:=
(∑

k∈Z
(1 + k2)s|ûk|2

)1/2
. (36)

Визначимо на декартовому добутку Hs
2π(R;C)×H−s

2π (R;C) бiлiнiйну (пiвторалiнiй-
ну) форму за правилом

⟨u, v⟩Hs
2π

:=
∑
k∈Z

ûkv̂k = ⟨û, v̂⟩hs , (37)

якщо

u(·) = 1√
2π

∑
k∈Z

ûke
ik· ∈ Hs

2π(R;C), v(·) = 1√
2π

∑
k∈Z

v̂ke
ik· ∈ H−s

2π (R;C),

û = (ûk)k∈Z ∈ hs(Z;C), v̂ = (v̂k)k∈Z ∈ h−s(Z;C).

Форма ⟨·, ·⟩Hs
2π

є коректно визначеною, що випливає з нерiвностi Кошi-Буняковського:∣∣∣⟨u, v⟩Hs
2π

∣∣∣ = ∣∣∣∑
k∈Z

ûkv̂k

∣∣∣ ⩽∑
k∈Z

(1 + k2)s/2|ûk|(1 + k2)−s/2|v̂k| ⩽

⩽

(∑
k∈Z

(1 + k2)s|ûk|2
)1/2(∑

k∈Z
(1 + k2)−s|v̂k|2

)1/2

= ∥u∥Hs
2π
∥v∥H−s

2π
.

З (24) i (35)–(37) отримуємо, що для будь-яких s > 0 маємо неперервнi i щiльнi
вкладення

Hs
2π(R;C) ⊂ L2

2π(R;C) ⊂ H−s
2π (R;C), (38)

причому для будь-яких u ∈ Hs
2π(R;C) i w ∈ L2

2π(R;C) ⊂ H−s
2π (R;C) маємо

⟨u,w⟩Hs
2π

= (u,w)L2
2π
.
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1.3.4. Спряженi простори. Нехай s — довiльне дiйсне число. Розглянемо простiр(
Hs

2π(R;C)
)′
. Покажемо, що коли W ∈

(
Hs

2π(R;C)
)′, то iснує i тiльки один елемент

w(x) = 1√
2π

∑
k∈Z

ŵke
ikx, x ∈ R, з простору H−s

2π (R;C), для якого маємо

W (u) = ⟨u,w⟩Hs
2π

=
∑
k∈Z

ûk ŵk ≡ ⟨û, ŵ⟩hs ∀u(·) = 1√
2π

∑
k∈Z

ûke
ik·, (39)

де ŵ = (ŵk)k∈Z ∈ hs(Z,C) — скiнченне перетворення Фур’є елемента w.
Покажемо коректнiсть (39). З цiєю метою для кожного p ∈ N покладемо

u⟨p⟩(x) =
1√
2π

∑
|k|≤p

ûke
ikx, x ∈ R.

Легко переконатися, що u⟨p⟩ → u при p → ∞ в Hs
2π(R;C). Оскiльки W є лiнiйним i

неперервним вiдображенням простору Hs
2π(R;C) в простiр C, то

W (u) = lim
p→∞

W (u⟨p⟩) =
1√
2π

lim
p→∞

∑
|k|≤p

ûkW (eik·) = lim
p→∞

∑
|k|≤p

ûk ŵk =
∑
k∈Z

ûk ŵk, (40)

де

ŵk :=
1√
2π

W (eik·), k ∈ Z. (41)

Оскiльки вiдображення

hs
(
Z;C

)
∋ û 7→

∑
k∈Z

ûkŵk ∈ C

є лiнiйним i неперервним функцiоналом, то з попереднього пункту отримуємо, що
ŵ = (ŵk)k∈Z належить h−s

(
Z;C

)
. Звiдси i (40) випливає, що правильна рiвнiсть (39),

в якiй ŵ визначено в (41).
Правильне i обернене твердження: якщо w ∈ H−s

2π

(
R;C

)
, то функцiонал

Hs
2π(R;C) ∋ u → ⟨u,w⟩Hs

2π
∈ C

є елементом простору
(
Hs

2π(R;C)
)′.

Пiдсумовуючи вище сказане приходимо до висновку, що для кожного W ∈(
Hs

2π(R;C)
)′ iснує i тiльки один елемент w простору H−s

2π (R;C) такий, що

W (u) = ⟨u,w⟩Hs
2π

∀u ∈ Hs
2π(R;C), (42)

i для кожного w ∈ H−s
2π (R;C) вiдображення W, визначене в (42), є елементом про-

стору
(
Hn

2π(R;C)
)′, причому

∥W∥ = ∥w∥H−s
2π

.

Отже, вiдображення W 7→ w :
(
Hn

2π(R;C)
)′ → H−s

2π (R;C), яке позначимо через R, є
бiєктивним. Аналогiчно, як i в попередньому роздiлi, можна показати, що вiдобра-
ження R є антилiнiйним. Справдi, нехай W,W ⟨1⟩,W ⟨2⟩ — довiльнi елементи простору(
Hs

2π(R;C)
)′ i

W
R7→ w, W ⟨1⟩ R7→ w⟨1⟩, W ⟨2⟩ R7→ w⟨2⟩.
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Згiдно з (42) маємо (
W ⟨1⟩ +W ⟨2⟩)(u) = ⟨u,R(W ⟨1⟩ +W ⟨2⟩)⟩Hs

2π
,(

W ⟨1⟩ +W ⟨2⟩)(u) = W ⟨1⟩(u) +W ⟨2⟩(u) =

= ⟨u,R(W ⟨1⟩)⟩Hs
2π

+ ⟨u,R(W ⟨2⟩)⟩Hs
2π

=

= ⟨u,R
(
W ⟨1⟩)+R

(
W ⟨2⟩)⟩Hs

2π
∀u ∈ Hs

2π(R;C).

Звiдси випливає, що

R(W ⟨1⟩ +W ⟨2⟩) = R(W ⟨1⟩) +R(W ⟨2⟩)

для будь-яких W ⟨1⟩,W ⟨2⟩ ∈
(
Hn

2π(R;C)
)′. Далi скористаємося властивiстю (див. (37))

λ⟨u,w⟩Hs
2π

= λ
∑
k∈Z

ûkŵk =
∑
k∈Z

ûkλŵk = ⟨û, λ̂w⟩hs = ⟨u, λw⟩Hs
2π
, u ∈ Hs

2π(R;C), λ ∈ C.

Врахувавши це, для будь-яких W ∈
(
Hs

2π(R;C)
)′ i λ ∈ C на пiдставi (42) маємо

(λW )(u) = ⟨u,R(λW )⟩Hs
2π
,

(λW )(u) = λW (u) = λ⟨u,w⟩Hs
2π

= ⟨u, λw⟩Hs
2π

= ⟨u, λR(W )⟩Hs
2π

∀u ∈ Hs
2π(R;C).

Звiдси випливає, що R(λW ) = λR(W ).
Отже, вiдображення

R :
(
Hs

2π(R;C)
)′ → H−s

2π (R;C)

є антилiнiйною iзометрiєю, що дозволяє ототожнити простори
(
Hs

2π(R;C)
)′ i

H−s
2π (R;C), i далi будемо вважати це зробленим.

Зауважимо, що для довiльного

w(·) = 1√
2π

∑
k∈Z

ŵke
ik· ∈ H−s

2π (R;C)

згiдно з (41) i (42) маємо

ŵk =
1√
2π

⟨eik·, w(·)⟩Hs
2π
, k ∈ Z. (43)

У випадку s > 0 це узгоджується з означенням коефiцiєнтiв ряду Фур’є для еле-
ментiв простору L2

2π(R;C). Справдi, оскiльки в цьому випадку маємо L2
2π(R;C) ⊂

H−s
2π (R;C), то якщо w ∈ L2

2π(R;C), то i w ∈ H−s
2π (R;C), а тодi маємо

ŵk =
1√
2π

∫ 2π

0

w(x)e−ikx dx =
1√
2π

(
w(·), eik·

)
L2

2π
=

1√
2π

(
eik·, w(·)

)
L2

2π
=

=
1√
2π

⟨eik·, w(·)⟩Hs
2π
.
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1.3.5. Простори B2π(R;C), B′
2π(R;C). Введемо ще позначення. Через B2π(R;C) по-

значимо лiнiйний простiр функцiй u : R → C, якi зображуються у виглядi скiнченних
сум

u(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

ûke
ikx, x ∈ R,

де û = (ûk)k∈Z ∈ CZ
c , тобто лiнiйний простiр тригонометричних полiномiв. Очевидно,

що

ûk =
1√
2π

2π∫
0

u(x)e−ikx dx, k ∈ Z.

Скажемо, що послiдовнiсть u⟨p⟩, p ∈ N збiгається до u в B2π(R;C), якщо послiдов-
нiсть û⟨p⟩, p ∈ N, скiнченних перетворень Фур’є елементiв u⟨p⟩, p ∈ N, збiгається до
û в просторi CZ

c .
Пiд B ′

2π(R;C) розумiтимемо простiр рядiв Фур’є

u(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

ûke
ikx, x ∈ R,

де û = (ûk)k∈Z ∈ CZ.
Скажемо, що послiдовнiсть u⟨p⟩, p ∈ N, збiгається до u в B ′

2π(R;C), якщо послi-
довнiсть û⟨p⟩, p ∈ N, скiнченних перетворень Фур’є елементiв u⟨p⟩, p ∈ N, збiгається
до û в просторi CZ. Як i вище, можемо показати, що простiр

(
B2π(R;C)

)′ можна
ототожнити з простором B ′

2π(R;C), використовуючи вiдображення, цiлком анало-
гiчне до введеного ранiше вiдображення R i, зокрема, опираючись на такий факт:
для-будь-якого W ∈

(
B2π(R;C)

)′ iснує єдиний елемент w ∈ B ′
2π(R;C) такий, що

W (u) =
∑
k∈Z

ûkŵk = ⟨û, ŵ⟩C Z
c
,

де ŵk визначено в (41).
Операцiю спряження до просторiв B2π(R;C) i B ′

2π(R;C) визначимо за правилом

⟨u,w⟩B2π := ⟨û, ŵ⟩CZ
c
.

Звiдси отримуємо, що (див. (43))

ŵk =
1√
2π

⟨eik·, w(·)⟩B2π
, k ∈ Z. (44)

Отже, на пiдставi введених позначень, понять i проведених мiркувань прихо-
димо до висновку про наявнiсть неперервних i щiльних включень:

B2π(R;C) ⊂ H∞
2π(R;C) ⊂ . . . ⊂ Hs

2π(R;C) ⊂ . . . ⊂ H1
2π(R;C) ⊂ L2

2π(R;C) ⊂
⊂ H−1

2π (R;C) ⊂ . . . ⊂ H−s
2π (R;C) ⊂ . . . ⊂ H−∞

2π (R;C) ⊂ B′
2π(R;C),

(45)

де H∞
2π(R;C) :=

⋂
s>0 H

s
2π(R;C), H−∞

2π (R;C) :=
⋃

s>0 H
−s
2π (R;C).
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1.4. Рiвняння з диференцiальними операторами на просторах перiоди-
чних функцiй. Розглянемо оператор

D : B2π(R;C) → B2π(R;C),

визначений для кожного

u(x) =
1

2π

∑
k∈Z

kûke
ikx, x ∈ R,

за правилом

Du(x) := −iu′(x) =
1

2π

∑
k∈Z

kûke
ikx, x ∈ R.

Розширимо оператор D на простiр B ′
2π(R;C). Для цього зауважимо, що для

будь-яких елементiв u, v ∈ B2π(R;C) маємо за формулою iнтегрування частинами

(v, u′)L2
2π

=

2π∫
0

v(x)u′(x) dx = v(x)u(x)
∣∣∣2π
0

−
2π∫
0

v′(x)u(x) dx =

−
2π∫
0

v′(x)u(x) dx = −(v′, u)L2
2π
,

звiдки маємо

(v,Du)L2
2π

= i(v, u′)L2
2π

= −i(v′, u)L2
2π

= (Dv, u)L2
2π
.

Опираючись на цей факт, визначимо оператор

D : B ′
2π(R;C) → B ′

2π(R;C)

за правилом : для довiльного елемента u ∈ B ′
2π(R;C) елемент Du ∈ B ′

2π(R;C)
задаємо тотожнiстю

⟨v,Du⟩B2π = ⟨Dv, u⟩B2π ∀v ∈ B2π(R;C). (46)

Елемент Du в просторi B ′
2π(R;C) iснує та тiльки один, оскiльки права частина

рiвностi (46) визначає елемент простору
(
B2π(R;C)

) ′
, а, як уже було встановлено,(

B2π(R;C)
) ′ ∼= B ′

2π(R;C). Знайдемо вираз Du у виглядi ряду Фур’є з простору
B ′

2π(R;C).

Нехай u(x) = 1√
2π

∑
k∈Z

v̂ke
ikx, x ∈ R, — який-небудь елемент простору B ′

2π(R;C).

Тодi

Du(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

(D̂u)ke
ikx, x ∈ R. (47)

Згiдно з (44) i означенням оператора D (див. (46)) маємо

(̂Du)k =
1√
2π

⟨eik·, Du(·)⟩B2π =
1√
2π

⟨Deik·, u(·)⟩B2π =
k√
2π

⟨eik·, u(·)⟩B2π = kûk, k ∈ Z.
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Звiдси i з (47) отримуємо

Du(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

kûke
ikx, x ∈ R. (48)

для будь-якого u ∈ B ′
2π(R;C).

Згiдно з ланцюгом включень (45) ми можемо розглядати звуження оператора D
на простiр Hs

2π(R;C), тобто рiвнiсть (48) буде виконуватися для довiльного елемента
u з простору Hs

2π(R;C), де s ∈ R — будь-яке.
Нехай ν ∈ N, u ∈ B ′

2π(R;C) — якi-небудь. Визначимо

Dνu(x) = D(Dν−1u)(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

kν ûke
ikx, x ∈ R.

Покажемо, що оператор Dν переводить простiр Hs
2π(R;C) в простiр Hs−ν

2π (R;C) для
будь-якого s ∈ R. Справдi, маємо

∥Dνu∥2
Hs−ν

2π
=
∑
k∈Z

(1 + k2)s−νk2ν |ûk|2 =
∑
k∈Z

(1 + k2)s(1 + k2)−νk2ν |ûk|2 ⩽

⩽
∑
k∈Z

(1 + k2)s|ûk|2 = ∥u∥2Hs
2π
.

Розглянемо диференцiальний оператор

L(D) := a0D
n + a1D

n−1 + . . .+ anI ≡
n∑

ν=0

aνD
n−ν ,

де n ∈ N — довiльне фiксоване число, aν ∈ C, ν = 0, n, a0 ̸= 0, I — тотожнiй
оператор.

Для довiльного елемента

u(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

ûke
ikx, x ∈ R,

простору B ′
2π(R;C) на пiдставi сказаного вище маємо

L(D)u(x) = a0D
nu(x) + a1D

n−1u(x) + . . .+ anu(x) ≡
n∑

ν=0
aνD

n−νu(x) ≡

≡ 1√
2π

∑
k∈Z

( n∑
ν=0

aνk
n−ν

)
ûke

ikx ≡ 1√
2π

∑
k∈Z

L(k)ûke
ikx, x ∈ R,

(49)

де

L(k) :=

n∑
ν=0

aνk
n−ν ≡ a0k

n + a1k
n−1 + . . .+ an, k ∈ Z.

Очевидно, що вiдображення

L(D) : B2π(R;C) → B2π(R;C), L(D) : B ′
2π(R;C) → B ′

2π(R;C)
є лiнiйними i неперервними.

Розглянемо таку задачу : для заданого елемента f ∈ B ′
2π(R;C) знайти еле-

мент u ∈ B ′
2π(R;C) такий, що

L(D)u = f. (50)
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Зi сказаного вище легко випливає таке твердження.

Лема 1. Для заданого елемента

f(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

f̂ke
ikx, x ∈ R,

простору B ′
2π(R;C) розв’язком рiвняння (50) є елемент

u(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

ûke
ikx, x ∈ R, (51)

простору B ′
2π(R;C), де û = (ûk)k∈Z (скiнченне перетворення Фур’є) є розв’язком

системи рiвнянь
L(k)ûk = f̂k, k ∈ Z. (52)

Введемо позначення

NL := {k ∈ Z | L(k) = 0}.

Теорема 1 (альтернатива Фредгольма). Нехай

f(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

f̂ke
ikx, x ∈ R, (53)

задано. Тодi можливi такi три випадки:
1. Якщо NL = ∅, то рiвняння (50) має i тiльки один розв’язок, причому вiн зо-
бражується у виглядi

u(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

f̂k
L(k)

eikx, x ∈ R. (54)

2. Якщо NL ̸= ∅ i f̂k = 0 для всiх k ∈ NL, то рiвняння (50) має безлiч розв’язкiв i
їх можна записати у виглядi

u(x) =
1√
2π

∑
k∈NL

cke
ikx +

1√
2π

∑
k∈Z\NL

f̂k
L(k)

eikx, x ∈ R, (55)

де ck, k ∈ NL, — довiльнi комплекснi числа.
3. Якщо NL ̸= ∅ та iснує k ′ ∈ NL таке, що f̂k ′ ̸= 0, то рiвняння (50) не має
розв’язку.

Доведення. Доведення легко випливає з леми 3. □

Дамо еквiвалентне теоремi 1 твердження. Для цього введемо такi позначення:

UL := {v ∈ B2π(R;C) | v(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

v̂ke
ikx, де v̂k = 0 для всiх k ∈ Z \NL} ≡

≡ {v ∈ B2π(R;C) |Lv = 0 },
U⊥
L := {w ∈ B ′

2π(R;C) | ⟨v, w⟩B2π
= 0 ∀ v ∈ B2π(R;C)}

— ортогональне доповнення до UL.
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Легко бачити, що UL та U⊥
L — лiнiйнi пiдпростори простору B ′

2π(R;C) i

B ′
2π(R;C) = UL ⊕ U⊥

L .

Вiдмiтимо, що оператор L переводить пiдпростiр U⊥
L на себе бiєктивно. У випадку

UL = ∅ визначимо оператор

L−1(D) : B ′
2π(R;C) → B ′

2π(R;C)
за правилом

L−1(D)w(x) :=
1√
2π

∑
k∈Z

ŵk

L(k)
eikx, x ∈ R, для всiх v ∈ B ′

2π(R;C),

а у випадку UL ̸= ∅ визначимо оператор

L−1
⊥ (D) : U⊥

L → U⊥
L

за правилом

L−1
⊥ (D)w(x) :=

1√
2π

∑
k∈Z\NL

ŵk

L(k)
eikx, x ∈ R, для всiх w ∈ U⊥

L .

Теорема 2 (альтернатива Фредгольма; еквiвалентне формулювання). Нехай

f ∈ B ′
2π(R;C) (56)

довiльно задано. Тодi можливi такi три випадки:
1. Якщо UL = ∅, то рiвняння (50) має i тiльки один розв’язок, причому вiн зобра-
жується у виглядi

u(x) = L−1(D)f(x), x ∈ R. (57)
2. Якщо UL ̸= ∅ i f ∈ U⊥

L , то рiвняння (50) має безлiч розв’язкiв i їх можна
записати у виглядi

u(x) = v(x) + L−1
⊥ f(x), x ∈ R, (58)

де v — довiльний елемент множини UL.
3. Якщо UL ̸= ∅ i f ̸∈ U⊥

L , то рiвняння (50) не має розв’язку.

Теорема 3. Нехай NL = ∅ i f ∈ Hs
2π(R;C), де s — яке-небудь фiксоване дiй-

сне число. Тодi (єдиний) розв’язок операторного рiвняння (50) належить простору
Hs+n

2π (R;C).

Доведення. Спочатку зауважимо, що

|L(k)| ⩾ |a0||k|n − (|a1||k|n−1 + ...+ |an|), k ∈ Z.
Звiдси випливає iснування сталих q ∈ N i c > 0 таких, що

|L(k)| ⩾ c|k|n для всiх k ∈ Z таких, що |k| ⩾ q. (59)

Тодi згiдно з (54), врахувавши, що (1 + k2)n ⩽ 2nk2n, k ⩾ q, отримаємо∑
|k|⩾q

(1 + k2)s+n
∣∣∣ f̂k
L(k)

∣∣∣2 ⩽ c−2
∑
|k|⩾q

(1 + k2)s+n
∣∣f̂k∣∣2|k|−2n ⩽

⩽ c−22n
∑
k∈Z

(1 + k2)s
∣∣f̂k∣∣2 ⩽ c−22n

∑
k∈Z

(1 + k2)s
∣∣f̂k∣∣2 = C∥f̂∥2hs , (60)
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де C := c−22n. Звiдси легко випливає наше твердження. □

Наслiдок 1. Нехай в рiвняннi (50) коефiцiєнт a0 ̸= 0 є довiльним фiксованим.
Тодi iснує множина S(a0) ⊂ Cn нульової мiри за Лебегом така, що для будь-якого
вектора (a1, . . . , an) ∈ Cn\S(a0) рiвняння (50) має i тiльки один розв’язок, причому
оператор L(D) реалiзує iзоморфiзм мiж просторами Hs+n

2π (R;C) i Hs
2π(R;C) для

будь-якого s ∈ R.

Доведення. Для кожного k ∈ Z розглянемо множину

Sk(a0) := {(a1, . . . , an) ∈ Cn| a0kn + a1k
n−1 + . . .+ an = 0}.

Очевидно, що множина Sk(a0) є гiперплощиною в просторi Cn i має в цьому просторi
нульову мiру за Лебегом для кожного k ∈ Z. Тодi множина S(a0) :=

⋃
k∈Z Sk(a0) має

нульову мiру за Лебегом в просторi Cn.
Нехай (a1, . . . , an) ∈ Cn \ S(a0). Покажемо, що L(D)u ∈ Hs

2π(R;C), якщо u ∈
Hs+n

2π (R;C). Згiдно з (49) маємо

(L̂(D)u)k = L(k)ûk, k ∈ Z.

Отже,
∥L(D)u∥Hs

2π
=
∑
k∈Z

(1 + k2)s|L(k)|2|ûk|2 ⩽

⩽ C
∑
k∈Z

(1 + k2)s(1 + k2)n|ûk|2 = C
∑
k∈Z

(1 + k2)s+n|ûk|2 < ∞.

Тут ми використали нерiвнiсть

|L(k)|2 ⩽ C(1 + k2)n, k ∈ Z,

з деякою сталою C > 0.
Те, що u ∈ Hs+n

2π (R;C), коли L(D)u ∈ Hs
2π(R;C), безпосередньо випливає з

теореми 3. □

1.4. Рiвняння з псевдодиференцiальними операторами на просторах перi-
одичних функцiй. Нехай {λk}k∈Z — послiдовнiсть дiйсних чисел така, що

. . . ⩽ λ−r ⩽ . . . ⩽ λ−1 ⩽ λ0 ⩽ λ1 ⩽ . . . ⩽ λs ⩽ . . . ,

де r, s ∈ N i λk → −∞ при k → −∞ та λk → +∞ при k → +∞.
Для кожного s ∈ R введемо простiр послiдовностей комплексних чисел h̃s(Z;C),

складений з тих елементiв c = (ck)k∈Z ∈ CZ, для яких

∥c∥h̃s(Z;C) :=
( ∑

k∈Z
(1 + λ2

k)
s|ck|2

)1/2
< ∞.

Очевидно, що
CZ

c ⊂ ... ⊂ h̃s(Z;C) ⊂ ... ⊂ h̃1(Z;C) ⊂ l2(Z;C) ⊂

⊂ h̃−1(Z;C) ⊂ ... ⊂ h̃−s(Z;C) ⊂ ... ⊂ CZ,

причому
(
h̃s(Z;C)

)′
= h̃−s(Z;C), де s > 0 (це доводиться цiлком аналогiчно як у

випадку простору hs(Z;C)).
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Розглянемо простори B2π(R;C) i B ′
2π(R;C), введенi ранiше, а також простори

H̃s
2π(R;C) :=

{
v(x) =

1√
2π

∑
k∈Z

v̂ke
ikx| v̂ = (v̂k)k∈Z ∈ h̃m(Z;C)

}
, s ∈ R.

Очевидно, що

B2π(R;C) ⊂ ... ⊂ H̃s
2π(R;C) ⊂ ... ⊂ H̃1

2π(Z;C) ⊂ L2
2π(Z;C) ⊂

⊂ H̃−1
2π (Z;C) ⊂ ... ⊂ H̃−s

2π (Z;C) ⊂ ... ⊂ B ′
2π(R;C),

i
(
H̃s

2π(Z;C)
)′

= H̃−s
2π (Z;C), де s ∈ R.

Розглянемо на просторi B ′
2π(R;C) псевдодиференцiальний оператор P , визна-

чений за правилом:

Pu(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

λkûke
ikx, x ∈ R,

де

u(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

ûke
ikx, x ∈ R,

— довiльний елемент простору B ′
2π(R;C).

Нехай

L(P ) := a0P
n + a1P

n−1 + . . .+ anI0 ≡
n∑

ν=0

aνP
n−ν ,

де n ∈ N, aν ∈ C, ν = 0, n, a0 ̸= 0.
Позначимо

L(λk) := a0λ
n
k + a1λ

n−1
k + . . .+ an ≡

n∑
ν=0

aνλ
n−ν
k .

Розглянемо в B ′
2π(R;C) операторне рiвняння

L(P )u = f, (61)

де f ∈ B ′
2π(R;C) — заданий елемент, а u ∈ B ′

2π(R;C) — невiдомий елемент.
Зi сказаного вище легко випливає таке твердження.

Лема 2. Розв’язком рiвняння (61) є функцiя

u(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

ûke
ikx, x ∈ R,

де û = (ûk)k∈Z ∈ CZ — розв’язок системи рiвнянь

L(λk)ûk = f̂k, k ∈ Z.

Позначимо
ÑL := {k ∈ Z |L(λk) = 0}.
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Теорема 4. Нехай

f(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

f̂ke
ikx, x ∈ R,

— довiльний елемент простору B ′
2π(R;C). Тодi правильнi такi три твердження:

1. Якщо ÑL = ∅, то рiвняння (61) має i тiльки один розв’язок, причому вiн зо-
бражується у виглядi

u(x) =
1√
2π

∑
k∈Z

f̂k
L(λk)

eikx, x ∈ R.

2. Якщо ÑL ̸= ∅ i f̂k = 0 для всiх k ∈ ÑL, то рiвняння (61) має безлiч розв’язкiв i
їх можна записати у виглядi

u(x) =
1√
2π

∑
k∈ÑL

cke
ikx +

1√
2π

∑
k∈Z\ÑL

f̂k
L(λk)

eikx, x ∈ R, (62)

де ck, k ∈ ÑL, — довiльнi комплекснi числа.

3. Якщо ÑL ̸= ∅ i iснує k ′ ∈ ÑL таке, що f̂k′ ̸= 0, то рiвняння (61) не має
розв’язку.

Теорема 5. Нехай ÑL = ∅ i f ∈ H̃m
2π(R;C), де m ∈ N. Тодi єдиний розв’язок

рiвняння (61) належить простору H̃m+n
2π (R;C).

Наслiдок 2. Нехай a0 ̸= 0 — довiльно задане i фiксоване число. Тодi для майже
всiх (a1, . . . , an) ∈ Cn рiвняння (61) має i тiльки один розв’язок, причому оператор
L(P ) реалiзує iзоморфiзм мiж просторами H̃s+n

2π (R;C) i H̃s
2π(R;C) для кожного

s ∈ R.

Теореми 4 i 5 та наслiдок 2 доводяться аналогiчно як, вiдповiдно, теореми 1 i 3
та наслiдок 1.

2. Операторнi рiвняння, породженi крайовою задачею для
диференцiального рiвняння парного порядку

2.1. Вступ. Нехай P — поле дiйсних чисел, тобто P = R, або поле комплексних
чисел, тобто P = C.

Розглянемо крайову задачу : знайти функцiю u : [0, π] → P, яка задовольняє
рiвняння

ã0u
(2n) + ã1u

(2n−2) + . . .+ ãnu = g(x), x ∈ (0, π), (63)
та крайовi умови

u(2j)(0) = 0, u(2j)(π) = 0, j = 0, n− 1, (64)
де n ∈ N, ãk ∈ P, k = 1, n, ã0 ̸= 0, g : (0, π) → P — заданi.

Розглянемо питання iснування i єдиностi розв’язкiв даної задачi в рiзних вiдпо-
вiдних цiй задачi функцiйних просторах. Для цього спочатку введемо цi простори i
запишемо задачу (63), (64) у виглядi операторного рiвняння.
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Зауважимо, що рiвняння (63) можна записати у виглядi

a0

(
− d2

dx2

)n
u+ a1

(
− d2

dx2

)n−1

u+ . . .+ anu = g(x), x ∈ (0, π), (65)

де ak ∈ P, k = 0, n, a0 ̸= 0 — заданi.
Звiдси бачимо, що задача (63), (64) є одновимiрним випадком задачi : знайти

функцiю u : Ω → P, яка задовольняє рiвняння

a0
(
−∆

)n
u+ a1

(
−∆

)n−1
u+ . . .+ anu = g(x), x ∈ Ω. (66)

та крайовi умови
∆ju

∣∣
Γ
= 0, j = 0, n− 1, (67)

де Ω — обмежена область в Rn, Γ := ∂Ω — межа Ω, ak ∈ P, k = 0, n, a0 ̸= 0, g : Ω → P
— заданi.

В цьому роздiлi дослiдимо цю задачу та її узагальнення.

2.2. Простори числових послiдовностей.

2.2.1. Поняття просторiв числових послiдовностей. Позначимо через PN лiнiйний
простiр послiдовностей c = (c1, ..., ck, ...) = (ck)k∈N елементiв поля P. На просторi PN

введемо таке поняття збiжностi послiдовностi його елементiв: послiдовнiсть c⟨p⟩ =

(c
⟨p⟩
1 , ..., c

⟨p⟩
k , ...), p ∈ N, збiгається до послiдовностi c = (c1, ..., ck, ...) в PN, якщо

c
⟨p⟩
k −→

p→∞
ck для кожного k ∈ N.

Через PN
c позначимо лiнiйний простiр фiнiтних послiдовностей з простору PN,

тобто послiдовностей вигляду

c = (c1, ..., cr, 0, ...),

якщо ck = 0, коли k > r, де r ∈ N — залежне вiд c число (може бути i c1 = 0). На про-
сторi PN

c введемо таке поняття збiжностi послiдовностi його елементiв: послiдовнiсть
c⟨p⟩ = (c

⟨p⟩
1 , ..., c

⟨p⟩
rp , 0, ...), p ∈ N, збiгається до послiдовностi c = (c1, ..., cr, 0, ...) в PN

c ,

якщо iснує натуральне число r′ таке, що для кожного p ∈ N маємо c
⟨p⟩
k = 0, якщо

k > r′, i c⟨p⟩k −→
p→∞

ck для кожного k ∈ {1, . . . , r′}.

Позначимо через l2(N;P) — лiнiйний простiр, складений з елементiв c ∈ PN

таких, що
∑
k∈N

|ck|2 < ∞. Простiр l2(N;P), надiлений скалярним добутком

(c, d)l2 :=


∑
k∈N

ckdk, якщо P = R;∑
k∈N

ckdk, якщо P = C,
(68)

i вiдповiдною йому нормою

∥c∥l2 :=
( ∑

k∈N
|ck|2

)1/2
, (69)

є гiльбертовим (див., наприклад, [20]). Тут i далi через z позначаємо комплексно-
спряжене до z ∈ C число. Очевидно, що коли z ∈ R, то z = z, i далi будемо цим
користуватися.
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Нехай s ∈ R — яке-небудь. Пiд hs(N;P) ⊂ PN розумiтимемо лiнiйний простiр,
складений з елементiв c ∈ PN таких, що∑

k∈N
k2s|ck|2 < ∞,

i надiлений скалярним добутком

(c, d)hs :=
∑
k∈N

k2sckdk (70)

та вiдповiдною нормою

∥c∥hs :=
( ∑

k∈N
k2s|ck|2

)1/2
. (71)

Простiр hs(N;P) ⊂ PN є гiльбертовим (див., наприклад, [20]).
Покладемо

h∞(N;P) :=
⋂
s>0

hs(N;P), h−∞(N;P) :=
⋃
s>0

h−s(N;P).

Зi сказаного вище випливає, що правильнi неперервнi i щiльнi включення

PN
c ⊂ h∞(N;P) ⊂ ... ⊂ hs(N;P) ⊂ ... ⊂ h1(N;P) ⊂ l2(N;P) ⊂

⊂ h−1(N;P) ⊂ ... ⊂ h−s(N;P) ⊂ ... ⊂ h−∞(N;P) ⊂ PN, s > 0. (72)

2.2.2. Спряженi до просторiв числових послiдовностей простори. Для довiльного
k ∈ N позначимо через e⟨k⟩ елемент простору PN

c , всi елементи якого є нулями, крiм
елемента на k-му мiсцi, який дорiвнює 1.

Нехай F : PN
c → P — неперервний лiнiйний функцiонал, а c = (ck)k∈N — будь-

який елемент простору PN
c . Тодi маємо

c =
∑
k∈N

cke
⟨k⟩ (сума скiнченна), (73)

а отже,
F (c) =

∑
k∈N

ckF
(
e⟨k⟩

)
=
∑
k∈N

ckfk ∀c = (ck)k∈N ∈ PN
c ,

де
fk = F

(
e⟨k⟩

)
∈ P, k ∈ N. (74)

Зрозумiло, що коли P = R, то fk = F
(
e⟨k⟩

)
∈ R, k ∈ N.

Послiдовнiсть f =
{
fk
}
k∈N є елементом простору PN. I навпаки, якщо f ={

fk
}
k∈N — довiльний елемент простору PN, то вiдображення F : PN

c → P, задане за
правилом

F (c) =
∑
k∈N

ckfk,

є неперервним лiнiйним функцiоналом на просторi PN
c . Отже, вiдображення

Q :
(
PN
c

)′ → PN,

задане за правилом Q(F ) = f, де f визначене в (74), є бiєктивним.
Покажемо, що Q є лiнiйним у випадку P = R i антилiнiйним у випадку P =

C вiдображенням. Нехай F ⟨1⟩, F ⟨2⟩ — довiльнi елементи простору
(
PN
c

)′, а f ⟨j⟩ :=
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Q(F ⟨j⟩), j = 1, 2, — їх образи при заданому вiдображеннi Q (див. формулу (74)).
Тодi

Q(F ⟨1⟩ + F ⟨2⟩) =
(
(F ⟨1⟩ + F ⟨2⟩)

(
e⟨k⟩

))
k∈N

=

=
(
F ⟨1⟩

(
e⟨k⟩

)
+ F ⟨2⟩

(
e⟨k⟩

))
k∈N

=
(
F ⟨1⟩

(
e⟨k⟩

))
k∈N

+
(
F ⟨2⟩

(
e⟨k⟩

))
k∈N

=

= f ⟨1⟩ + f ⟨2⟩ = Q(F ⟨1⟩) +Q(F ⟨2⟩).

Тепер нехай F ∈
(
PN
c

)′, λ ∈ P — довiльнi, f := Q(F ). Тодi

Q(λF ) =
(
(λF )

(
e⟨k⟩

))
k∈N

=
(
λ · F

(
e⟨k⟩

))
k∈N

= λ ·
(
F
(
e⟨k⟩

))
k∈N

= λf = λQ(F ).

Звiдси випливає, що Q є лiнiйним у випадку P = R i антилiнiйним у випадку P = C
вiдображенням. Це разом iз бiєктивнiстю Q дає можливiсть ототожнити простори(
PN
c

)′ i PN, а операцiю спряження мiж PN
c i PN визначити за правилом

⟨c, f⟩P N
c
:=
∑
k∈N

ckfk, c ∈ PN
c , f ∈ PN.

Далi вважатимемо, що це зроблено.
Тепер покажемо, що

(
hs(N;P)

)′ ∼= h−s(N;P) для довiльного s ∈ R. Справдi, не-
хай s ∈ R — довiльне фiксоване число, а F : hs(N;P) → P — який-небудь неперервний
лiнiйний функцiонал. Якщо c = (ck)k∈N ∈ hs(N;P), то для кожного p ∈ N покладемо

c⟨p⟩ =
(
c1, ..., cp, 0, ...

)
,

тобто c⟨p⟩ — елемент простору PN
c , компоненти якого з номерами вiд 1 до p спiв-

падають з вiдповiдними компонентами елемента c, а решта — нулi. Очевидно, що
c⟨p⟩ −→

p→∞
c в hs(N;P), а значить, враховуючи неперервнiсть i лiнiйнiсть функцiоналу

F , маємо

F (c) = F ( lim
p→∞

c⟨p⟩) = lim
p→∞

F (c⟨p⟩) = lim
p→∞

F
( p∑
k=1

cke
⟨k⟩) =

= lim
p→∞

p∑
k=1

ckF
(
e⟨k⟩

)
= lim

p→∞

p∑
k=1

ckfk =
∑
k∈N

ckfk, (75)

де fk, k ∈ N, визначенi за правилом (74). Покажемо, що f = (fk)k∈N належить до
h−s(N;P). Справдi, маємо∑

k∈N
ckfk =

∑
k∈N

ksckk
−sfk =

∑
k∈N

dkgk, (76)

де
dk := ksck, gk := k−sfk, k ∈ N. (77)

Очевидно, що d = (dk)k∈N ∈ l2(N;P). Вiдображення

l2(N;P) ∋ d
G7→

∑
k∈N

dkgk

є лiнiйним i неперервним функцiоналом. Звiдси випливає, що g ∈ l2(N;P) i ∥G∥ =
∥g∥l2 . Це, зокрема, означає, що f ∈ h−s(N;P). Оскiльки ∥d∥l2 = ∥c∥hs , ∥g∥l2 = ∥f∥h−s ,
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∥G∥ = ∥F∥ (див. доведення аналогiчного результату у попередньому роздiлi), то
∥F∥ = ∥f∥h−s .

Використовуючи нерiвнiсть Кошi–Буняковського, легко переконатися, що для
будь-якого елемента f = (fk)k∈N з простору h−s(N;P) вiдображення

F (c) =
∑
k∈N

ckfk, c = (ck)k∈N ∈ hn(N;P),

є лiнiйним i неперервним функцiоналом на hs(N;P), тобто елементом спряженого
простору

(
hs(N;P)

)′, причому ∥F∥ = ∥f∥h−s . Отже, зi сказаного вище випливає, що
вiдображення Q :

(
hs(N;P)

)′ → h−s(N;P), визначене за правилом (74), є iзометрiєю.
Аналогiчно, як i вище, переконуємося, що воно є антилiнiйним. Тому ми маємо право
ототожнити простори

(
hs(N;P)

)′ i h−s(N;P) i визначити операцiю спряження мiж
hs(N;P) i h−s(N;P) за правилом

⟨c, f⟩hn :=
∑
k∈N

ckfk, c = (ck)k∈N ∈ hs(N;P), f = (fk)k∈N ∈ h−s(N;P).

Звiдси бачимо, що для будь-якого елемента c ∈ hn(N;P) i f ∈ l2(N;P) ⊂ h−s(N;P)
маємо

⟨c, f⟩hn = (c, f)l2 ,

що показує узгодження мiж операцiєю спряження мiж просторами hs(N;P) i
h−s(N;P) i скалярним добутком в l2(N;P), тобто коректнiсть для кожного s > 0
трiйки просторiв

hs(N;P) ⊂ l2(N;P) ⊂ h−s(N;P).

2.3. Функцiйнi простори.

2.3.1. Простiр Лебега L2(0, π;P). Позначимо через L2(0, π;P) гiльбертiв простiр
класiв еквiвалентних вимiрних за Лебегом функцiй u : (0, π) → P таких, що∫ π

0
|u(x)|2 dx < ∞ зi скалярним добутком

(u, v)L2 :=

{∫ π

0
u(x)v(x) dx, якщо P = R;∫ π

0
u(x)v(x) dx, якщо P = P,

i вiдповiдною йому нормою

∥u∥L2 :=
(∫ π

0

|u(x)|2 dx
)1/2

.

Розглянемо оператор A : D(A) → L2(0, π;P), де

D(A) := {u ∈ H2(0, π;P)
∣∣u(0) = 0, u(π) = 0}, Au = −u′′.

Цей оператор є самоспряженим, додатнiм i його резольвента (cI + A)−1 iснує для
будь-яких c > 0 i є компактним оператором (див., наприклад, [16]). Це означає,
що у просторi L2(0, π;P) можна вибрати ортонормовану базу, складену з власних
елементiв цього оператора. Безпосередньо знаходимо, що такою базою є система
функцiй

wk(x) =

√
2

π
sin kx, x ∈ [0, π], k ∈ N, (78)
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причому
Awk = k2wk, k ∈ N. (79)

Отже, будь-який елемент u ∈ L2(0, π;P) можна подати у виглядi суми збiжного в
L2(0, π;P) ряду Фур’є

u(x) =

√
2

π

∑
k∈N

ûk sin kx, x ∈ (0, π), (80)

де

ûk :=

√
2

π

∫ π

0

u(x) sin kx dx, k ∈ N. (81)

Послiдовнiсть û := (ûk)k∈N називають скiнченним перетворенням Фур’є (або йо-
го ще називають sin-перетворенням) функцiї u. Як вiдомо, виконується рiвнiсть
Парсеваля

∥u∥2L2 =
∑
k∈N

|ûk|2, (82)

звiдки отримуємо включення û ∈ l2(N;P). З iншого боку, якщо c = (ck)k∈N ∈ l2(N;P),
то легко довести, що ряд √

2

π

∑
k∈N

ck sin kx, x ∈ (0, π),

збiгається в L2(0, π;P), а значить його сума є елементом простору L2(0, π;P), при-
чому норма цього елемента дорiвнює ∥c∥l2 . Отже, вiдображення (скiнченне перетво-
рення Фур’є)

L2(0, π;P) ∋ u
F7→ û ∈ l2(N;P),

визначене за правилом (81), є лiнiйною iзометрiєю мiж просторами L2(0, π;P) i
l2(N;P). Базуючись на цьому, можна означити скалярний добуток (u, v)L2 iнакшим
способом. Справдi, нехай u, v ∈ L2(0, π;P) i

u(x) =

√
2

π

∑
k∈N

ûk sin kx, v(x) =

√
2

π

∑
k∈N

v̂k sin kx, x ∈ (0, π).

Позначимо для кожного p ∈ N:

u⟨p⟩(x) =

√
2

π

p∑
k=1

ûk sin kx, v⟨p⟩(x) =

√
2

π

p∑
k=1

v̂k sin kx, x ∈ (0, π).

Оскiльки u⟨p⟩ −→
p→∞

u, v⟨p⟩ −→
p→∞

v в L2(0, π;P) i скалярний добуток в гiльбертовому

просторi є неперервним за обидвома аргументами, то

(u, v)L2 = lim
p→∞

(u⟨p⟩, v⟨p⟩)L2 = lim
p→∞

p∑
k=1

ûkv̂k =
∑
k∈N

ûkv̂k.

Тут ми врахували також ортонормованiсть системи (78), тобто(
wk, wm

)
L2 =

2

π

∫ π

0

sin kx sinmxdx =

{
1, якщо k = m;

0, якщо k ̸= m.
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Отже, маємо
(u, v)L2 = (û, v̂)l2 , u, v ∈ L2(0, π;P), (83)

зокрема,
∥u∥L2 = ∥û∥l2 .

2.3.2. Простори Соболєва позитивного парного порядку. Нехай n — довiльне фiксо-
ване натуральне число. Позначимо через H2n

0 (0, π;P) простiр Соболєва, складений
з функцiй u з простору L2(0, π;P), якi мають узагальненi похiднi u(ν) з простору
L2(0, π;P) для кожного ν ∈ {1, ..., 2n} i задовольняють умови u(2ν)(0) = 0, u(2ν)(π) =
0, ν = 0, n− 1. Цей простiр є гiльбертовим зi скалярним добутком

((u, v))H2n
0

:=

n∑
ν=0

(u(2ν), v(2ν))L2 (84)

i вiдповiдною йому нормою

|||u|||H2n
0

:=
(∫ π

0

n∑
ν=0

|u(2ν)(x)|2 dx
)1/2

.

Покажемо, що для довiльних u, v ∈ H2n
0 (0, π;P) маємо рiвнiсть

((u, v))H2n
0

=
∑
k∈N

[ n∑
ν=0

(k2ν)2
]
ûkv̂k, (85)

де û i v̂ є скiнченними перетвореннями Фур’є елементiв u i v простору H2n
0 (0, π;P).

Справдi, для довiльного ν ∈ {1, ..., n} маємо

(u(2ν)(·), v(2ν)(·))L2 =
∑
k∈N

(û(2ν))k (v̂(2ν))k. (86)

Але для будь-якого k ∈ N на пiдставi формули iнтегрування частинами одержуємо

(û(2ν))k =

√
2

π

∫ 2π

0

u(2ν)(x) sin kx dx = k2ν
√

2

π

∫ π

0

u(x) sin kx dx = k2ν ûk. (87)

Аналогiчно, як i в (87), для довiльного k ∈ N отримуємо, що

(v̂(2ν))k = k2ν v̂k. (88)

Iз (84) на пiдставi (86) — (88) здобуваємо (85). Звiдси маємо, зокрема, рiвнiсть

|||u|||H2n
0

:=
(∑

k∈N

[ n∑
ν=0

(k2ν)2
]
|ûk|2

)1/2
.

Тепер зауважимо, що
n∑

ν=0

(k2ν)2 ∼ k4n при k → +∞,

звiдки випливає, що на просторi H2n
0 (0, π;P) можна ввести еквiвалентнi скалярному

добутку ((·, ·))H2n
0

i вiдповiднiй нормi ||| · |||H2n
0

новий скалярний добуток

(u, v)H2n
0

=
∑
k∈N

k4nûk v̂k
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i вiдповiдну йому норму

∥u∥H2n
0

:=
(∑

k∈N
k4n|ûk|2

)1/2
.

Далi в просторi H2n
0 (0, π;P) будемо розглядати скалярний добуток (·, ·)H2n

0
i вiдпо-

вiдну йому норму ∥ · ∥H2n
0

. Тодi, як випливає з вище сказаного, простори H2n
0 (0, π;P)

i h2n(N;P) є iзометричними.

2.3.3. Простори Hs
2π(0, π;P), s ∈ R. Нехай s — довiльне дiйсне число. Розглянемо

простiр Hs
2π(0, π;P), складений з рядiв Фур’є

u(x) =

√
2

π

∑
k∈N

ûk sin kx, x ∈ (0, π),

де û = (v̂k)k∈N ∈ hs
(
N;P

)
. Простiр Hs

0(0, π;P) є гiльбертовим простором зi скалярним
добутком

(u, v)Hs
0
:=
∑
k∈N

k2sûkv̂k

i вiдповiдною нормою

∥u∥Hs
0
:=
(∑

k∈N
k2s|ûk|2

)1/2
.

Визначимо на декартовому добутку Hs
0(0, π;P)×H−s

0 (0, π;P) бiлiнiйну (пiвторалi-
нiйну) форму за правилом

⟨u, v⟩Hs
0
:=
∑
k∈N

ûkv̂k = ⟨û, v̂⟩hs , (89)

якщо

u(·) =
√

2

π

∑
k∈N

ûk sin k· ∈ Hs
0(0, π;P), v(·) =

√
2

π

∑
k∈N

v̂k sin k· ∈ H−s
0 (0, π;P).

û = (ûk)k∈N ∈ hs(N;P), v̂ = (v̂k)k∈N ∈ h−s(N;P).

2.3.4. Спряженi простори. Нехай s — довiльне дiйсне число. Розглянемо простiр(
Hs

0(0, π;P)
)′
. Покажемо, що для довiльного W ∈

(
Hs

0(0, π;P)
)′ iснує i тiльки один

елемент w ∈ H−s
0 (0, π;P) ( тобто

w(x) =

√
2

π

∑
k∈N

ŵk sin kx, x ∈ (0, π),

де ŵ = (ŵk) ∈ h−s(N;P)) такий, що рiвнiсть

W (u) = ⟨u,w⟩Hs
0
=
∑
k∈N

ûk ŵk ≡ ⟨û, ŵ⟩hs (90)

виконується для для всiх

u(x) =

√
2

π

∑
k∈N

ûk sin kx, x ∈ (0, π).
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З цiєю метою для кожного p ∈ N покладемо

u⟨p⟩(x) =

√
2

π

p∑
k=1

ûk sin kx, x ∈ (0, π).

Легко переконатися, що u⟨p⟩ → u при p → ∞ в Hs
0(0, π;P). Оскiльки W є неперерв-

ним i лiнiйним вiдображенням Hs
0(0, π;P) в P, то

W (u) = lim
p→∞

W (u⟨p⟩) =

√
2

π
lim
p→∞

p∑
k=1

ûkW (sin k·) = lim
p→∞

p∑
k=1

ûk ŵk =
∑
k∈N

ûk ŵk, (91)

де

ŵk =

√
2

π
W (sin k·), k ∈ N. (92)

Оскiльки вiдображення

hs
(
N;P

)
∋ û 7→

∑
k∈N

ûkŵk ∈ P

є лiнiйним i неперервним функцiоналом, то з пункту 2.2.2 отримуємо, що ŵ =
(ŵk)k∈N належить h−s

(
N;P

)
, тобто правильна рiвнiсть (90), в якiй ŵ визначено в

(92).
Правильне i обернене твердження: якщо ŵ ∈ h−s

(
N;P

)
, то вiдображення W ,

визначене в (90), є елементом
(
Hs

0(0, π;P)
)′.

Iз (90) i (89) випливає, що для кожного W ∈
(
Hs

0(0, π;P)
)′ iснує i тiльки одне

w ∈ H−s
0 (0, π;P) таке, що

W (u) = ⟨u,w⟩Hs
0
, u ∈ Hs

0(0, π;P), (93)

i для кожного w ∈ H−s
0 (0, π;P) вiдображення W, визначене в (93), є елементом

простору
(
Hs

0(0, π;P)
)′, причому

∥W∥ = ∥w∥H−s
0

.

Дане вiдображення W 7→ w позначимо через R. Аналогiчно, як i в попередньому
пунктi, можна показати, що вiдображення R є лiнiйним у випадку P = R i антилi-
нiйним у випадку P = C. Справдi, нехай W,W ⟨1⟩,W ⟨2⟩ — довiльнi елементи простору(
Hs

0(0, π;P)
)′ i

W
R7→ w, W ⟨1⟩ R7→ w⟨1⟩, W ⟨2⟩ R7→ w⟨2⟩.

Згiдно з (93) маємо (
W ⟨1⟩ +W ⟨2⟩)(u) = ⟨u,R(W ⟨1⟩ +W ⟨2⟩)⟩Hs

0
,(

W ⟨1⟩ +W ⟨2⟩)(u) = W ⟨1⟩(u) +W ⟨2⟩(u) =

= ⟨u,R(W ⟨1⟩)⟩Hs
0
+ ⟨u,R(W ⟨2⟩)⟩Hs

0
=

= ⟨u,R
(
W ⟨1⟩)+R

(
W ⟨2⟩)⟩Hs

0
∀u ∈ Hs

0(0, π;P).
Звiдси випливає, що

R(W ⟨1⟩ +W ⟨2⟩) = R(W ⟨1⟩) +R(W ⟨2⟩)

для будь-яких W ⟨1⟩,W ⟨2⟩ ∈
(
Hs

0(0, π;P)
)′.
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Далi скористаємося властивiстю

λ⟨u,w⟩Hs
0
= λ

∑
k∈N

ûkŵk =
∑
k∈N

ûkλŵk = ⟨u, λw⟩Hs
0

∀u ∈ Hs
0(0, π;P), λ ∈ P.

Враховуючи це, для будь-яких W ∈
(
Hs

0(0, π;P)
)′ i λ ∈ P на пiдставi (93) маємо

(λW )(u) = ⟨u,R(λW )⟩Hs
0
,

(λW )(u) = λW (u) = λ⟨u,R(W )⟩Hs
0
= ⟨u, λR(W )⟩Hs

0
, u ∈ Hs

0(0, π;P).

Звiдси випливає, що R(λW ) = λR(W ). Отже, вiдображення

R :
(
Hs

0(0, π;P)
)′ → H−n

2π (0, π;P)

є лiнiйною, якщо P = R, i антилiнiйною, якщо P = R, iзометрiєю, що дозволяє ото-
тожнити простори

(
Hs

0(0, π;P)
)′ i H−s

2π (0, π;P), що далi будемо вважати є зробленим.
Зауважимо, що для довiльного

w(·) =
√

2

π

∑
k∈N

ŵk sin k· ∈ H−n
2π (0, π;P)

згiдно з (92) i (93) маємо

ŵk =

√
2

π
⟨sin k·, w(·)⟩Hs

0
, k ∈ N. (94)

У випадку s > 0 це узгоджується з означенням коефiцiєнтiв ряду Фур’є для елемен-
тiв простору L2(0, π;P). Справдi, якщо w ∈ L2(0, π;P), то i w ∈ H−s

0 (0, π;P), а тодi
маємо

ŵk =

√
2

π

(
w(·), sin k ·

)
L2 =

√
2

π

(
sin k·, w(·)

)
L2 =

√
2

π
⟨sin k·, w(·)⟩Hs

0
.

2.3.5. Простори B0(0, π;P), B(0, π;P). Введемо ще позначення. Через B0(0, π;P) по-
значимо лiнiйний простiр функцiй u : (0, π) → P, якi зображуються у виглядi скiн-
ченних сум

u(x) =

√
2

π

∑
k∈N

ûk sin kx, x ∈ (0, π),

де û = (ûk)k∈N ∈ PN
c . Очевидно, що

ûk =

√
2

π

π∫
0

u(x) sin kx dx, k ∈ N.

Скажемо, що послiдовнiсть u⟨p⟩, p ∈ N, збiгається до u в B0(0, π;P), якщо послiдов-
нiсть û⟨p⟩, p ∈ N, скiнченних перетворень Фур’є елементiв u⟨p⟩, p ∈ N, збiгається до
û в просторi PN

c .
Пiд B ′

0(0, π;P) розумiтимемо простiр рядiв Фур’є

u(x) =

√
2

π

∑
k∈N

ûk sin kx, x ∈ (0, π),
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де û = (ûk)k∈N ∈ PN. Скажемо, що послiдовнiсть u⟨p⟩, p ∈ N, збiгається до u в
B ′

0(0, π;P), якщо послiдовнiсть û⟨p⟩, p ∈ N, скiнченних перетворень Фур’є елементiв
u⟨p⟩, p ∈ N, збiгається до û в просторi PN. Як i вище, можемо показати, що простiр(
B0(0, π;P)

)′ можна ототожнити з простором B ′
0(0, π;P), використовуючи вiдобра-

ження, цiлком аналогiчне до введеного ранiше вiдображення R i опираючись на
такий факт: для-будь-якого W ∈

(
B0(0, π;P)

)′ iснує єдиний елемент w ∈ B ′
0(0, π;P)

такий, що
W (u) =

∑
k∈N

ûkŵk = ⟨û, ŵ⟩P N
c

∀u ∈ B0(0, π;P).

Операцiю спряження до просторiв B0(0, π;P) i B ′
0(0, π;P) визначимо за правилом

⟨u,w⟩B0
:= ⟨û, ŵ⟩PN

c
, u ∈ B0(0, π;P), w ∈ B ′

0(0, π;P).

Звiдси отримуємо, що

ŵk =

√
2

π
⟨sin k·, w(·)⟩B0 .

Отже, на пiдставi введених позначень, понять i проведених мiркувань приходимо до
висновку про наявнiсть неперервних i щiльних включень:

B0(0, π;P) ⊂ H∞
0 (0, π;P) ⊂ . . . ⊂ Hs

0(0, π;P) ⊂ . . . ⊂ L2(0, π;P) ⊂
⊂ . . . ⊂ H−s

0 (0, π;P) ⊂ . . . ⊂ H−∞
0 (0, π;P) ⊂ B′

0(0, π;P),
(95)

де
H∞

0 (0, π;P) :=
⋂
s>0

Hs
0(0, π;P), H−∞

0 (0, π;P) :=
⋃
s>0

H−s
0 (0, π;P).

2.3. Операторнi рiвняння, породженi крайовою задачею для диференцi-
ального рiвняння. Поширимо на простiр B ′

0(0, π;P) оператор

A : H2
0 (0, π;P) → L2(0, π;P),

визначений за правилом
Au(x) := −u′′(x).

Для цього зауважимо, що для будь-яких елементiв u, v ∈ H2
0 (0, π;P) маємо за фор-

мулою iнтегрування частинами

(u′′, v)L2 =

π∫
0

u′′(x)v(x) dx = u′(x)v(x)
∣∣∣π
0
−

π∫
0

u′(x)v′(x) dx =

= − u(x)v′(x)
∣∣∣π
0
+

π∫
0

u(x)v′′(x) dx =

π∫
0

u(x)v′′(x) dx = (u, v′′)L2 ,

звiдки отримуємо

(Au, v)L2 = −(u′′, v)L2 = −(u, v′′)L2 = (u,Av)L2 .

Також маємо

Au(x) =

√
2

π

∑
k∈N

k2ûk sin kx, x ∈ (0, π),
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якщо

u(x) =

√
2

π

∑
k∈N

ûk sin kx, x ∈ (0, π),

— довiльний елемент простору B0(0, π;P).
Опираючись на цi факти, визначимо оператор

A : B ′
0(0, π;P) → B ′

0(0, π;P)
за правилом : для довiльного елемента u ∈ B ′

0(0, π;P) елемент Au ∈ B ′
0(0, π;P)

задається тотожнiстю

⟨v,Au⟩B0 = ⟨Av, u⟩B0 ∀v ∈ B0(0, π;P). (96)

Нехай

u(x) =

√
2

π

∑
k∈N

ûk sin kx, x ∈ (0, π)

, — який-небудь елемент простору B ′
0(0, π;P). Покажемо, що Au iснує та задається

формулою

Au(x) =

√
2

π

∑
k∈N

k2ûk sin kx, x ∈ (0, π). (97)

Для цього припустимо, що Au ∈ B ′
0(0, π;P). Тодi

Au(x) =

√
2

π

∑
k∈N

(̂Au)k sin kx, x ∈ (0, π). (98)

Згiдно з означенням оператора A i коефiцiєнтiв (̂Au)k ряду Фур’є для елемента Au
маємо

(̂Au)k =

√
2

π
⟨sin k·, Au(·)⟩B0

=

√
2

π
⟨A sin k·, u(·)⟩B0

=

= k2
√

2

π
⟨sin k·, u(·)⟩B0 = k2 ûk, k ∈ N.

Звiдси i з (98) отримуємо (97), звiдки легко випливає наше твердження.
Внаслiдок правильностi включень (95) рiвнiсть (97) виконується для довiльного

елемента u будь-якого простору Hs
0(0, π;P), де s ∈ R — яке-небудь.

Нехай ν ∈ N, u ∈ B ′
0(0, π;P) — довiльнi. Визначимо

Aνu(x) = A(Aν−1u)(x) =

√
2

π

∑
k∈N

k2ν ûk sin kx, x ∈ (0, π).

Покажемо, що Aν : Hs
0(0, π;P) → Hs−2ν

0 (0, π;P). Справдi, маємо

∥Aνu∥2
Hs−2ν

0
=
∑
k∈N

k2s−4νk4ν |ûk|2 =
∑
k∈N

k2s|ûk|2 = ∥u∥2Hs
0
.

Розглянемо диференцiальний оператор

L(A) := a0A
n + a1A

n−1 + . . .+ anI ≡
n∑

ν=0

aνA
n−ν ,
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де n ∈ N — довiльне фiксоване число, aν ∈ P, ν = 0, n, a0 ̸= 0, I — тотожний
оператор.

На пiдставi сказаного вище для довiльного елемента

u(x) =

√
2

π

∑
k∈N

ûk sin kx, x ∈ (0, π),

простору B ′
0(0, π;P) маємо

L(A)u(x) = a0A
nu(x) + a1A

n−1u(x) + . . .+ anu(x) ≡
n∑

ν=0
aνA

n−νu(x) ≡

≡
√

2
π

∑
k∈N

( n∑
ν=0

aνk
2(n−ν)

)
ûk sin kx ≡

√
2
π

∑
k∈N

L(k2)ûk sin kx, x ∈ (0, π),

(99)

де

L(k2) :=

n∑
ν=0

aνk
2(n−ν) ≡ a0k

2n + a1k
2(n−1) + . . .+ an, k ∈ N.

Очевидно, що вiдображення

L(A) : B0(0, π;P) → B0(0, π;P), L(A) : B ′
0(0, π;P) → B ′

0(0, π;P)

є лiнiйними i неперервними.

Розглянемо таку задачу : для заданого елемента f ∈ B ′
0(0, π;P) знайти еле-

мент u ∈ B ′
0(0, π;P) такий, що

L(A)u = f. (100)
Зi сказаного вище легко випливає таке твердження.

Лема 3. Для заданого елемента

f(x) =

√
2

π

∑
k∈N

f̂k sin kx, x ∈ (0, π),

простору B ′
0(0, π;P) розв’язок рiвняння (100) — це елемент

u(x) =

√
2

π

∑
k∈N

ûk sin kx, x ∈ (0, π), (101)

простору B ′
0(0, π;P), де û = (ûk)k∈N є розв’язком системи рiвнянь

L(k2)ûk = f̂k, k ∈ N. (102)

Запровадимо позначення

NL := {k ∈ N |L(k2) = 0}.

Теорема 6 (альтернатива Фредгольма). Нехай

f(x) =

√
2

π

∑
k∈N

f̂k sin kx, x ∈ (0, π), (103)

задано. Тодi можливi такi три випадки:
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1. Якщо NL = ∅, то операторне рiвняння (100) має i тiльки один розв’язок, при-
чому вiн зображується у виглядi

u(x) =

√
2

π

∑
k∈N

f̂k
L(k2)

sin kx, x ∈ (0, π). (104)

2. Якщо NL ̸= ∅ i f̂k = 0 для всiх k ∈ NL, то операторне рiвняння (100) має безлiч
розв’язкiв i їх можна записати у виглядi

u(x) =
∑
k∈NL

ck sin kx+

√
2

π

∑
k∈N\NL

f̂k
L(k2)

sin kx, x ∈ (0, π), (105)

де ck, k ∈ NL, — довiльнi комплекснi числа.

3. Якщо NL ̸= ∅ i iснує k ′ ∈ NL таке, що f̂k ′ ̸= 0, то операторне рiвняння (100)
не має розв’язку.

Доведення. Доведення легко випливає з леми 3. □

Дамо еквiвалентне теоремi 6 твердження. Для цього введемо такi позначення:

VL := {v ∈ B0(0, π;P) | v(x) =
√

2

π

∑
k∈N

v̂k sin kx, де v̂k = 0 для всiх k ∈ N \NL} ≡

≡ {v ∈ B0(0, π;P) |Lv = 0 },

V ⊥
L := {w ∈ B ′

0(0, π;P) | ⟨v, w⟩B0 = 0 ∀ v ∈ VL} — ортогональне доповнення до VL.

Легко бачити, що VL та V ⊥
L — лiнiйнi пiдпростори простору B ′

0(0, π;P) i

B ′
0(0, π;P) = VL ⊕ V ⊥

L .

Вiдмiтимо, що оператор L(A) переводить пiдпростiр V ⊥
L на себе бiєктивно. У випад-

ку VL = {0} визначимо оператор

L−1(A) : B ′
0(0, π;P) → B ′

0(0, π;P)

за правилом

L−1(A)u(x) :=

√
2

π

∑
k∈N

ûk

L(k2)
sin kx, x ∈ (0, π), u ∈ B ′

0(0, π;P),

а у випадку VL ̸= ∅ визначимо оператор

L−1
⊥ (A) : V ⊥

L → V ⊥
L

за правилом

L−1
⊥ (A)u(x) :=

√
2

π

∑
k∈N\NL

ûk

L(k2)
sin kx, x ∈ (0, π), u ∈ V ⊥

L .
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Теорема 7 (альтернатива Фредгольма; еквiвалентне формулювання). Нехай

f ∈ B ′
0(0, π;P) (106)

задано. Тодi можливi такi три випадки:

1. Якщо VL = {0}, то операторне рiвняння (100) має i тiльки один розв’язок,
причому вiн зображується у виглядi

u(x) = L−1(A)f(x), x ∈ (0, π). (107)

2. Якщо VL ̸= {0} i f ∈ V ⊥
L , то операторне рiвняння (100) має безлiч розв’язкiв i

їх можна записати у виглядi

u(x) = v(x) + L−1
⊥ f(x), x ∈ (0, π), (108)

де v — довiльний елемент множини VL.

3. Якщо VL ̸= {0} i f ̸∈ V ⊥
L , то операторне рiвняння (100) не має розв’язку.

Теорема 8. Нехай NL = ∅ ⇔ VL = {0} i f ∈ Hs
0(0, π;P), де s ∈ R. Тодi (єдиний)

розв’язок операторного рiвняння (100) належить простору Hs+2n
0 (0, π;P).

Доведення. Спочатку зауважимо, що

|L(k2)| ⩾ |a0|k2n − (|a1|k2(n−1) + ...+ |an|), k ∈ N.

Звiдси випливає iснування сталої c > 0 такої, що

|L(k2)| ⩾ ck2n для всiх k ∈ N. (109)

Тодi маємо

∥u∥Hs+2n
0

=
∑
k∈N

k2s+4n
∣∣∣ f̂k
L(k2)

∣∣∣2 ⩽ c−2
∑
k∈N

k2s+4nk−4n
∣∣f̂k∣∣2 =

= c−2
∑
k∈N

k2s
∣∣f̂k∣∣2 = C∥f̂∥2Hs , C := c−2. (110)

Звiдси легко випливає наше твердження. □

Наслiдок 3. Для довiльного фiксованого числа a0 ̸= 0 iснує множина S(a0) ⊂
Pn нульової мiри за Лебегом така, що для будь-якого вектора (a1, . . . , an) ∈ Pn \
S(a0) рiвняння (100) має i тiльки один розв’язок, причому оператор L(A) реалiзує
iзоморфiзм мiж просторами Hs+2n

0 (0, π;P) i Hs
0(0, π;P) для будь-якого s ∈ R.

Доведення. Нехай a0 ̸= 0 — довiльне фiксоване число. Для кожного k ∈ N розгля-
немо множину

Sk(a0) = {(a1, . . . , an) ∈ Pn| a0k2n + a1k
2(n−1) + . . .+ an = 0}.

Множина Sk(a0) є гiперплощиною в просторi Pn i має нульову мiру за Лебегом для
будь-якого k ∈ N. Тодi множина

S(a0) :=
⋃
k∈N

Sk(a0)

має нульову мiру за Лебегом в просторi Pn.
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Нехай (a1, . . . , an) ∈ Pn \ S(a0). Покажемо, що L(A)u ∈ Hs
0(0, π;P), якщо u ∈

Hs+2n
0 (0, π;P). Згiдно з (99) маємо

(L̂(A)u)k = L(k2)ûk, k ∈ N.
Отже,

∥L(A)u∥Hs
0
=
∑
k∈N

k2s|L(k2)|2|ûk|2 ⩽ C
∑
k∈N

k2sk4n|ûk|2 =

= C
∑
k∈N

k2s+4n|ûk|2 = C∥u∥Hs+2n
0

< ∞.

Тут ми використали нерiвнiсть

|L(k)|2 ⩽ Ck4n, k ∈ N,
яка виконується з деякою сталою C > 0, що не залежить вiд k.

Те, що u ∈ Hs+2n
0 (0, π;P), коли L(A)u ∈ Hs

0(0, π;P), безпосередньо випливає з
теореми 8. □

3. Висновки

У цiй працi описано загальну схему дослiдження задач для диференцiальних та
операторних рiвнянь методом Фур’є. Показано, що застосування скiнченних пере-
творень Фур’є дає змогу звести аналiз розв’язностi задач до дослiдження вiдповiд-
них операторних рiвнянь у просторах числових послiдовностей. Встановлено зв’язок
мiж властивостями розв’язку, поведiнкою коефiцiєнтiв Фур’є та структурою символу
оператора, що дозволяє описати умови iснування, єдиностi та гладкостi розв’язкiв.
Запроваджений пiдхiд створює єдине координатне середовище для вивчення ши-
рокого класу задач для операторних рiвнянь. Отриманi результати можуть бути
використанi для подальшого дослiдження задач для диференцiально-операторних
рiвнянь.
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This work has a scientific and methodological character; it presents a detai-
led exposition of a research framework for boundary value problems for li-
near equations with differential and pseudodifferential operators. The principal
tool is the Fourier method of separation of variables: solutions are represented
as series with respect to orthogonal systems of functions. The study of the
properties of these solution series is reduced to the description the behavior
of the corresponding sequences of Fourier coefficients. The paper introduces
and investigates the properties of Hilbert spaces of number sequences and
establishes their connection with the corresponding Hilbert spaces of functions
satisfying certain boundary conditions. Particular emphasis is placed on the
important role of the Hilbert space as a unified coordinate environment for the
analysis of such problems.
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