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У статтi вивчаються вiдноснi властивостi топологiчних просторiв
пов’язанi з продовженням неперервних вiдображень у топологiчнi групи,
якi зберiгаються вiдношенням M -еквiвалентностi.
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1. Вступ

У данiй статтi ми продовжуємо вивчення еквiвалентних за Марковим на-
борiв тихоновських просторiв, розпочатi в [2], [3]. У роботi ми встановлюємо
M -еквiвалентнiсть ряду вiдносних топологiчних властивостей, пов’язаних з продов-
женням вiдображень у топологiчнi групи. Для тихоновського простору X позначимо
через F (X) вiльну топологiчну групу простору X. Для пiдпростору A топологiчного
простору X будемо позначати через G(A) пiдгрупу в F (X), породжену множиною
твiрних A.

Нехай {Xi : i ∈ I} — сiм’я пiдпросторiв топологiчного простору X, {Yi : i ∈ I}
— сiм’я пiдпросторiв топологiчного простору Y . Скажемо, що сiм’я (X, {Xi : i ∈ I})
є M-еквiвалентною сiм’ї (Y, {Yi : i ∈ I}), якщо iснує такий топологiчний iзоморфiзм
h : F (X) → F (Y ), що h(Xi) ⊆ G(Yi) i h−1(Yi) ⊆ G(Xi) для всiх i ∈ I. Будемо позна-
чати це наступним чином (X, {Xi : i ∈ I}) M∼ (Y, {Yi : i ∈ I}). Зокрема, пари топологi-
чних просторiв (X,A) та (Y,B) називаються M -еквiвалентними, якщо iснує такий
топологiчний iзоморфiзм i : F (X) → F (Y ), що i(G(A)) = G(B). Стаття написана
для топологiчних просторiв в аксiоматицi NBG(фон Ноймана-Бернайса-Геделя).
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Пiдпростiр Y топологiчного простору X називається P -вкладеним у цей про-
стiр, якщо довiльна неперервна псевдометрика, задана на Y , допускає продовження
до неперервної псевдометрики на X. Якщо пiдпростiр Y є P -вкладеним у X, то
пiдгрупа вiльної топологiчної групи F (X), породжена множиною твiрних Y , є топо-
логiчно iзоморфною вiльнiй топологiчнiй групi F (Y ) ([5, Вправа 7.7.B]).

Нагадаємо, що топологiчний простiр X називається кружевним, якщо X є T1-
простором i для кожної вiдкритої множини U в X iснує така послiдовнiсть {Un}
вiдкритих в X множин, що:

(i) Un ⊆ U ;
(ii)

⋃
n∈N

Un = U ;

(iii) Un ⊂ Vn, якщо U ⊂ V .

Скажемо, що iзоморфiзм i : F (X) → F (Y ) є спецiальним, якщо композицiя e∗Y ◦ i є
постiйним вiдображенням, де e∗Y : F (Y ) → Z — гомоморфiзм, що продовжує функцiю
eY : Y → Z, яка тотожньо рiвна 1 на Y .

2. H-вкладенi пiдпростори та iзоморфiзми вiльних топологiчних груп

Нехай H — топологiчний простiр, Y — пiдпростiр топологiчного простору X.
Скажемо, що пiдпростiр Y є H-вкладеним у простiр X, якщо довiльне неперервне
вiдображення f : Y → H з топологiчного простору Y у H допускає неперервне про-
довження на X. Пiдпростiр Y топологiчного простору X називається G-ретрактом
цього простору, якщо довiльне неперервне вiдображення f : Y → H з простору Y у
довiльну топологiчну групу H допускає неперервне продовження на X, або, iншими
словами, iснує таке неперервне вiдображення h : X ↪→ F (Y ), що h(y) = y для всiх
y ∈ Y .

Твердження 1. Для топологiчного простору X та його тихоновського пiдпро-
стору Y наступнi умови є еквiвалентними:

1) Y є G-ретрактом простору X;
2) пiдпростiр Y є F (Y )-вкладеним пiдпростором простору X.

Доведення. Iмплiкацiя (1 ⇒ 2) є очевидною. Доведемо iмплiкацiю (2 ⇒ 1). Вкла-
дення Y ↪→ F (Y ) вiдповiдно до умови F (Y )-вкладеностi продовжується до такого
неперервного вiдображення f1 : X → F (Y ), що f1(y) = y для всiх y ∈ Y , звiдки
робимо висновок, що пiдпростiр Y є G-ретрактом в X. □

Твердження 2. Нехай H — топологiчна група, (X1, Y1)
M∼ (X2, Y2), пiдпростори

Yi є P -вкладеними у Xi. Якщо пiдпростiр Y1 є H-вкладеним у X1, то простiр Y2 є
H-вкладеним у X2.

Доведення. Нехай f : Y2 → H — неперервне вiдображення. Покладемо G = G(Y2).
Оскiльки пiдпростiр Y2 є P -вкладеним у X2, то iснує такий неперервний гомо-
морфiзм f∗ : G → H, що f = f∗|Y2

. Нехай i : F (X1) → F (Y1) — такий тополо-
гiчний iзоморфiзм, що i(G(X1)) = G(Y1). Покладемо j = i|G(X1), g∗ = f∗ ◦ j−1,
g = g∗|Y1

. Оскiльки пiдпростiр Y1 є H-вкладеним у X1, то iснує таке неперервне
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вiдображення g1 : X1 → H, що g1 = g|Y1 . Продовжимо вiдображення g1 до непе-
рервного гомоморфiзму g∗1 : F (X1) → H. Покладемо f∗

1 = g∗1 ◦ i, f1 = f∗
1 |X2 . Тодi

f1|X2
= g∗1 |Y2

= f∗ ◦ j−1 ◦ i|Y2
= f . □

Оскiльки кожен замкнений пiдпростiр кружевного простору є у нього P -
вкладеним, властивiсть бути кружевним простором ([8]) та властивiсть бути за-
мкненим пiдпростором ([1]) зберiгаються вiдношенням M -еквiвалентостi, то має
мiсце наступний наслiдок

Наслiдок 1. Властивiсть бути H-вкладеним пiдпростором зберiгається вiдно-
шення M -еквiвалентностi у класi кружевних просторiв та їхнiх замкнених пiд-
просторiв для довiльної топологiчної групи H.

Скажемо, що пiдпростори U i V топологiчного простору X є взаємодоповнюю-
чими, якщо U ∩ V = ∅ i U ∪ V = X. Для дискретної топологiчної групи Z2 поняття
Z2-вкладеностi пiдпростору Y у простiр X означає, що для довiльних двох вiдкритих
взаємодоповнюючих пiдмножин U i V в Y iснують такi вiдкритi взаємодоповнюючi
пiдмножини U1 i V1 в X, що U ⊆ U1 i V ⊆ V1.

Твердження 3. Нехай пiдпростiр H2 є ретрактом топологiчного простору H1.
Якщо пiдпростiр Y є H1-вкладеним у простiр X, то пiдпростiр Y є H2-вкладеним
у простiр X.

Доведення. Нехай e : H2 → H1 — вкладення, r : H1 → H2 — вiдповiдна ретракцiя.
Нехай f : Y → H2 — неперервне вiдображення. Покладемо g = e◦f . З H1-вкладеностi
простору Y у X випливає, що iснує таке неперервне вiдображення g1 : X → H1, що
g1|Y = g. Покладемо f1 = r ◦ g1, тодi f1|Y = r ◦ g1|Y = r ◦ g = r ◦ e ◦ f = f . □

Топологiчнi простори X та Y називаються r-рiвними [6], якщо простiр X мi-
стить ретракт гомеоморфний Y , а простiр Y мiстить ретракт гомеоморфний X.

Наслiдок 2. Якщо простори H1 та H2 є r-рiвними, то поняття H1-вкладеностi
та H2-вкладеностi спiвпадають.

Нехай H — топологiчний простiр, Y та Z — пiдпростори топологiчного простору
X, Z ⊆ Y . Скажемо, що пiдпростiр Y є H-вкладеним у простiр X вiдносно пiдпро-
стору Z, якщо довiльне неперервне вiдображення f : Y → H, таке, що f |Z = const
з топологiчного простору Y у H допускає неперервне продовження на X. Для непе-
рервних вiдображень f, g : X → G з топологiчного простору X у топологiчну групу
G означимо вiдображення f · g, поклавши f · g(x) = f(x) · g(x).

Твердження 4. Нехай H — топологiчна група, пiдпростiр Y є H-вкладеним у
простiр X вiдносно пiдпростору Z, а простiр Z є H-вкладеним у простiр X. Тодi
пiдпростiр Y є H-вкладеним у простiр X.

Доведення. Нехай f : Y → H — неперервне вiдображення з топологiчного простору
Y у топологiчну групу H. Покладемо h = f |Z . Оскiльки пiдпростiр Z є H-вкладеним
у простiр X, то iснує таке неперервне вiдображення h1 : X → H, що h1|Z = h.
Покладемо g = f · h−1

1 . Оскiльки g|Z = f |Z · h1|−1|Z = h|Z · h|−1|Z = e, то iснує
таке неперервне вiдображення g1 : X → H, що g1|Y = h. Тодi вiдображення g1 · h1 є
неперервним i є продовженням вiдображення g · h1|Y = f · h−1

1 · h1 = f . □
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Твердження 5. Нехай H — топологiчний простiр. Наступнi умови є еквiвалент-
ними для тихоновського простору X та його замкнених пiдпросторiв Z ⊆ Y ⊆ X:

1. пiдпростiр Y є H-вкладеним у простiр X топологiчного простору Z;
2. пiдпростiр Y/Z є H-вкладеним у фактор-простiр X/Z (тут на Y/Z розгля-

дається топологiя пiдпростору iндукована з X/Z).

Доведення. (1 ⇒ 2) Нехай f : Y/Z → H — неперервне вiдображення з топологiчного
простору Y/Z у топологiчну групу H, p : X → X/Z — факторне вiдображення,
p1 = p|Y . Покладемо f1 = f ◦ p1. Оскiльки f1|Z = const, то iснує таке неперервне
вiдображення h1 : X → H, що h1|Y = f1. Оскiльки вiдображення p є факторним, i
h1|Z = const, то iснує таке неперервне вiдображення h : X/Z → H, що h1 = h ◦ p. За
побудовою вiдображення h є продовженням вiдображення f .

(2 ⇒ 1) Нехай f : Y → H — таке неперервне вiдображення, що f |Z = const.
Оскiльки звуження вiдображення p : X → X/Z на множину Y є факторним ([7, твер-
дження 2.4.15]), то iснує таке неперервне вiдображення h : Y/Z → H, що f = h ◦ p.
Оскiльки пiдпростiр Y/Z є H-вкладеним у простiр X/Z, то iснує таке неперервне
вiдображення h1 : X/Z → G, що h1|Y/Z = h. Покладемо f1 = h1 ◦ p. За побудовою
f1|Z = const i f1|Y = f . □

З цього твердження випливає, що для якщо для деяких двох топологiчних груп
G1 та G2 поняття G1-вкладеностi та G2-вкладеностi спiвпадають, то поняття вiдно-
сної G1-вкладеностi та вiдносної G2-вкладеностi також спiвпадають.

Зокрема для дискретної топологiчної групи Z2 поняття Z2-вкладеностi пiдпро-
стору Y у простiр X вiдносно пiдпростору A означає, що для довiльних двох вiд-
критих взаємодоповнюючих пiдмножин U i V в Y таких, що A ⊆ U або A ⊆ V
iснують такi вiдкритi взаємодоповнюючi пiдмножини U1 i V1 в X, що U ⊆ U1 i
V ⊆ V1. Для топологiчної групи дiйсних чисел зi стандартною топологiєю R понят-
тя H-вкладеностi, яке ще називається C-вкладенiстю вивчалось багатьма авторами.

Твердження 6. Нехай H — топологiчна група, (X1, Y1, Z1)
M∼ (X2, Y2, Z2), простiр

X1 є кружевним, пiдпростори Y1 та Z1, є замкненими у X1, Z1 ⊆ Y1. Якщо пiдпро-
стiр Y1 є H-вкладеним у X1 вiдносно пiдпростору Z1, то простiр Y2 є H-вкладеним
у X2 вiдносно пiдпростору Z2.

Доведення. За наслiдком 1 з [3] будемо мати, що (X1/Z1, Y1/Z1)
M∼ (X2/Z2, Y2/Z2).

Простiр X1/Z1, будучи замкненим образом кружевного простору X1, є кружев-
ним. Оскiльки властивiсть бути кружевним простором зберiгається вiдношенням
M -еквiвалентностi, то простiр X2/Z2 є кружевним. За твердженням 5 пiдпростiр
Y1/Z1 є H-вкладеним у простiр X1/Z1. Оскiльки властивiсть бути H-вкладеним
пiдпростором зберiгається в класi кружевних просторiв, то пiдпростiр Y2/Z2 є H-
вкладеним у простiр X2/Z2. А тому за твердженням 5 маємо, що пiдпростiр Y2 є
H-вкладеним у простiр X2 вiдносно пiдпростору Z2. □

Нехай H — топологiчна група, Y — пiдпростiр топологiчного простору X,
Z1, Z2, . . . , Zn — пiдпростори в Y .

Скажемо, що пiдпростiр Y є H-вкладений у простiр X вiдносно пiдпросторiв
Z1, Z2, . . . , Zn, якщо довiльне неперервне вiдображення f : Y → H, таке, що f |Zi

=
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consti для всiх i = 1, . . . , n з топологiчного простору Y у H допускає неперервне
продовження на X.

По аналогiї до твердження 5 виконується наступне твердження

Твердження 7. Нехай H — топологiчна група. Наступнi умови є еквiвалентни-
ми для тихоновського простору X, його замкненого пiдпростору Y та замкнених
пiдпросторiв Z1, Z2, . . . , Zn ⊆ Y ⊆ X:

1. пiдпростiр Y є H-вкладений у простiр X вiдносно пiдпросторiв Z1, Z2, . . . , Zn;
2. пiдпростiр Y/{Z1, Z2, . . . , Zn} є H-вкладеним пiдпростором фактор-простору

X/{Z1, Z2, . . . , Zn} (тут на Y/{Z1, Z2, . . . , Zn} розглядається топологiя пiдпросто-
ру, iндукована з X/{Z1, Z2, . . . , Zn}).

По аналогiї до твердження 6 виконується наступне твердження

Твердження 8. Нехай H — топологiчна група, (X,X0, X1, X2, . . . , Xn), (Y, Y0, Y1,
Y2, . . . , Yn) — двi сiм’ї кружевних просторiв та їхнiх замкнених пiдпросторiв,
X1, X2, . . . , Xn ⊆ X0, Y1, Y2, . . . , Yn ⊆ Y0. Якщо iснує такий спецiальний топологi-
чний iзоморфiзм h : F (X) → F (Y ), що h(G(Xi)) = G(Yi) для всiх i = 0, 1, .., n, то
наступнi умови є еквiвалентними:

1. пiдпростiр X0 є H-вкладеним у простiр X вiдносно пiдпросторiв X1, X2,
. . . , Xn;

2. пiдпростiр Y0 є H-вкладеним у простiр Y вiдносно пiдпросторiв Y1, Y2, . . . , Yn.

Твердження 9. Нехай H — топологiчна група, Y — P -вкладений пiдпростiр то-
пологiчного простору X. Тодi наступнi умови є еквiвалентними:

1. пiдпростiр Y є H-вкладеним у простiр X;
2. довiльний неперервний гомоморфiзм h : G(Y ) → H з топологiчної групи

G(Y ) допускає продовження до неперервного гомоморфiзму h1 : F (X) → H.

Доведення. (1 ⇒ 2) Нехай h : G(Y ) → H — неперервний гомоморфiзм. Покладемо
f = h|Y . З H-вкладеностi пiдпростору Y випливає, що iснує таке неперервне вiд-
ображення f1 : X → H, що f1|Y = f . Продовжимо вiдображення f1 до неперервного
гомоморфiзму f∗

1 : F (X) → H. За побудовою f∗
1 |G(Y ) = h.

(2 ⇒ 1) Нехай f : Y → H — непеперервне вiдображення. З P -вкладеностi про-
стору Y в X випливає, що пiдгрупа G(Y ) є топологiчно iзоморфною вiльнiй топо-
логiчнiй групi F (Y ), а тому вiдображення f допускає продовження до неперервно-
го гомоморфiзму f∗ : G(Y ) → H. Продовжимо гомоморфiзм f∗ до гомоморфiзму
h : F (X) → H. Покладемо h1 = h|X . Тодi h|Y = h1|Y = f∗|Y = f . А тому вiдображе-
ння h1 є продовженням вiдображення f . □

Твердження 10. Нехай H — топологiчна група, Y — пiдпростiр топологiчного
простору X, a ∈ Y , b ∈ H. Пiдпростiр пiдпростiр Y є H-вкладеним у простiр
X тодi i тiльки тодi, коли кожне неперервне вiдображення f : Y → H для якого
f(a) = b допускає неперервне продовження на X.

Доведення. Нехай h : Y → G — неперервне вiдображення, h(a) = c. Позначимо через
l1 : H → H, l1(x) = xc−1b — зсув в топологiчнiй групi H на елемент c−1b. Вiдображе-
ння f = l1◦h є неперервним i f(a) = b, а тому допускає продовження до неперервного
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вiдображення f1 : X → H. Позначимо через l2 : H → H, l2(x) = xb−1c — зсув в то-
пологiчнiй групi H на елемент b−1c. Покладемо h1 = l2 ◦ f1. Тодi h1|Y = l2 ◦ f1|Y =
l2 ◦ f = l2 ◦ l1 ◦ h = h. □

Нехай a ∈ Y ⊆ X. Позначимо через G̃(Y, a) пiдгрупу в вiльнiй топологiчнiй
групi FG(X, a) в сенсi Граєва, породжену множиною твiрних Y . Аналогiчно до твер-
дження 9 з використання твердження 10 доводиться

Твердження 11. Нехай H — топологiчна група, Y — P -вкладений пiдпростiр
топологiчного простору X, a ∈ Y . Тодi наступнi умови є еквiвалентними:

1. пiдпростiр Y є H-вкладеним у простiр X;
2. довiльний неперервний гомоморфiзм h : G̃(Y, a) → H з топологiчної групи

G̃(Y, a) допускає продовження до неперервного гомоморфiзму h1 : FG(X, a) → H.

Для топологiчного простору X через nw(X) позначається сiткова вага простору
X [7, ст. 127].

Твердження 12. Нехай H — топологiчна група, τ1, τ2 — нескiнченнi кардинали,
X1 — пiдпростiр топологiчного простору X, Y1 — P -вкладений пiдпростiр тополо-
гiчного простору Y . Якщо (X,X1)

M∼ (Y, Y1) i для кожного неперервного вiдображе-
ння f : X1 → H такого, що nw(f(X1)) ⩽ τ1 iснує таке вiдображення f1 : X → H, що
f1|X1

= f i nw(f1(X)) ⩽ τ2, то для кожного неперервного вiдображення h : Y1 → H
такого, що nw(h(Y1)) ⩽ τ1 iснує таке неперервне вiдображення h1 : Y → H, що
h1|Y1 = h i nw(h1(Y )) ⩽ τ2.

Доведення. Як було встановлено у [5, Впр. 7.1.17], якщо пiдпростiр X є множиною
твiрних топологiчної групи H, то nw(X) = nw(H). Нехай h : Y1 → H — таке непе-
рервне вiдображення, що nw(h(Y1)) ⩽ τ1. Оскiльки пiдпростiр Y1 є P -вкладеним у
простiр Y1, то iснує такий неперервний гомоморфiзм h∗ : G(Y1)) → H, що h∗|Y1 = h.
Покладемо f = h∗|X1 . Оскiльки пiдпростори h(Y1) та f(X1) є множинами твiрних
у топологiчнiй групi h∗(G(Y1)), то nw(h(Y1)) = nw(h∗(G(Y1))) = nw(f(X1)) = τ1.
Вiдображення f продовжується до такого неперервного вiдображення f1 : X → H,
що nw(f1(X)) ⩽ τ2. Продовжимо вiдображення f1 до неперервного гомоморфiзму
f∗
1 : F (X) → H. Нехай h1 = f∗

1 |Y . Оскiльки пiдпростори h1(Y ) та f1(X) є мно-
жинами твiрних у топологiчнiй групi f∗(F (X)), то nw(h1(Y )) = nw(h∗(G(Y1))) =
nw(f1(X)) = τ2. □

Твердження 13. Нехай H — топологiчна група, {Hs : s ∈ S} — сiм’я пiдгруп в
H, {Xs : s ∈ S} — сiм’я пiдпросторiв топологiчного простору X, {Ys : s ∈ S} сiм’я
P -вкладених пiдпросторiв топологiчного простору Y . Якщо

(X, {Xs : s ∈ S}) M∼ (Y, {Ys : s ∈ S})
i для кожної сiм’ї {fs : Xs → Hs : s ∈ S} неперервних вiдображень iснує таке не-
перервне вiдображення f : X → H, що f |Xs

= fs, то для кожної сiм’ї {hs : Ys →
Hs : s ∈ S} неперервних вiдображень iснує таке неперервне вiдображення h : Y →
H, що hs = h|Ys .

Доведення. Нехай i : F (X) → F (Y ) — такий топологiчний iзоморфiзм, що i(G(Xs)) =
G(Ys) для всiх s ∈ S. Покладемо is = i|G(Xs). Нехай також {hs : Ys → Hs : s ∈ S} —
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сiм’я неперервних вiдображень. Оскiльки всi пiдпростори Ys є P -вкладеними, то ми
можемо продовжити цi вiдображення до неперервних гомоморфiзмiв h∗

s : G(Ys) →
Gs. Покладемо f∗

s = h∗
s ◦ is, fs = f∗

s |Xs
. Тодi iснує таке неперервне вiдобра-

ження f : X → G, що f |Xs
= fs. Продовжимо вiдображення f до неперерв-

ного гомоморфiзму f∗ : F (X) → G. Покладемо h∗ = f∗ ◦ i−1, h = h∗|Y , тодi
h|Ys = f∗ ◦ i−1|Y = h∗

s ◦ is ◦ i−1|Ys = hs. □

Наслiдок 3. Нехай H — топологiчна група, {Hs : s ∈ S} — сiм’я пiдгруп в H,
{Xs : s ∈ S} — сiм’я замкнених пiдпросторiв кружевного простору X, {Ys : s ∈ S}
сiм’я пiдпросторiв топологiчного простору Y . Якщо

(X, {Xs : s ∈ S}) M∼ (Y, {Ys : s ∈ S})
i для кожної сiм’ї {fs : Xs → Hs : s ∈ S} неперервних вiдображень iснує таке не-
перервне вiдображення f : X → H, що f |Xs

= fs, то для кожної сiм’ї неперервних
вiдображень {hs : Ys → Hs : s ∈ S} iснує таке неперервне вiдображення h : Y → G,
що hs = h|Ys

.

Твердження 14. Нехай G — топологiчна група, τ1, τ2 — нескiнченнi кардинали,
X1 — пiдпростiр топологiчного простору X, Y1 — P -вкладений пiдпростiр топо-
логiчного простору Y . Якщо для кожного неперервного вiдображення f : X1 → G
такого, що |f(X1)| ⩽ τ1 iснує таке вiдображення f1 : X → G, що f1|X1 = f i
|f1(X)| ⩽ τ2, то для кожного неперервного вiдображення h : Y1 → G такого, що
|h(Y1)| ⩽ τ1 iснує таке неперервне вiдображення h1 : Y → G, що h1|Y1

= h i
|h1(Y )| ⩽ τ2.

Доведення. Якщо нескiнченний пiдпростiр X є множиною твiрних топологiчної гру-
пи G, то |X| = |G|. Нехай h : Y1 → G — таке неперервне вiдображення, що |h(Y1)| ⩽
τ1. Оскiльки пiдпростiр Y1 є P -вкладеним у простiр Y1 то iснує такий неперервний
гомоморфiзм h∗ : G(Y1) → G, що h∗|Y1 = h. Покладемо f = h∗|X1 . Оскiльки пiд-
простори h(Y1) та f(X1) є множинами твiрних у топологiчнiй групi h∗(G(Y1)), то
|h(Y1)| = |h∗(G(Y1))| = |f(X1)| = τ1. Вiдображення f продовжується до неперерв-
ного вiдображення f1 : X → G такого, що |f1(X)| ⩽ τ2. Продовжимо вiдображення
f до неперервного гомоморфiзму f∗

1 : F (X) → G. Нехай h1 = f∗
1 |Y . Оскiльки пiд-

простори h1(Y ) та f1(X) є множинами твiрних у топологiчнiй групi f∗(F (X)), то
|h1(Y )| = |h∗(G(Y1))| = |f1(X)| = τ2. □

Для топологiчного простору X позначимо через F (X)n множину всiх слiв у
вiльнiй топологiчнiй групi F (X), що мають у нескоротнiй формi довжину, що не
перевищує n. По аналогiї до поняття сильної M -еквiвалентностi топологiчних про-
сторiв ([4]) можемо означати поняття сильної M -еквiвалентностi для наборiв топо-
логiчних просторiв. Скажемо, що сiм’я (X, {Xi : i ∈ I}) є сильно M-еквiвалентною
сiм’ї (Y, {Yi : i ∈ I}), якщо iснує такий топологiчний iзоморфiзм h : F (X) → F (Y ),
що h(Xi) ⊆ G(Yi) i h−1(Yi) ⊆ G(Xi) для всiх i ∈ I i h(X) ⊂ F (Y )n, h−1(Y ) ⊂ F (X)m
для деяких n,m ∈ N.

Нехай H — топологiчна група. Скажемо, що пiдпростiр Y обмежено H-
вкладений пiдпростiр в X, якщо для довiльного неперервного вiдображення
f : X → H iснують таке неперервне вiдображення f1 : X → H i n ∈ N, що f1|Y = f i
f1(X) ⊆ (f(Y ) ∪ (f(Y ))−1)n.
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По аналогiї до твердження 2 виконується наступне твердження

Твердження 15. Нехай H — топологiчна група, пари (X1, Y1) i (X2, Y2) є сильно
M -еквiвалентними, пiдпростори Yi є P -вкладеними у Xi. Якщо пiдпростiр Y1 є
обмежено H-вкладеним у X1, то простiр Y2 є обмежено H-вкладеним у X2.

Твердження 16. Нехай H — топологiчна група, H1 — пiдгрупа в H, трiйки
(X1, Y1, Z1) i (X2, Y2, Z2) є M -еквiвалентними, пiдпростори Yi є P -вкладеними у Xi.
Якщо для кожного неперервного вiдображення f : Y1 → H такого, що f(Y1 ∩ Z1) ⊆
H1 iснує таке неперервне вiдображення f1 : X1 → H, що f1|Y1

= f та f1(Z1) ⊆ H1,
тодi для кожного неперервного вiдображення g : Y2 → H такого, що g(Y2∩Z2) ⊆ H1

iснує таке неперервне вiдображення g1 : X2 → H, що g1|Y2
= g та g1(Z2) ⊆ H1.

Доведення. Нехай : F (X1) → F (X2) — такий топологiчний iзоморфiзм, що i(G(Y1)) =
G(Y2), i(G(Z1)) = G(Z2). Нехай g : Y2 → H — таке неперервне вiдображення, що
g(Y2 ∩ Z2) ⊆ H1. Продовжимо вiдображення g до неперервного гомоморфiзму
g∗ : G(Y2) → H. Покладемо f = (g∗ ◦ i−1|G(Y1

)|Y1
, Тодi i(G(Y1 ∩ Z1)) = G(Y2 ∩ Z2)

iснує таке неперервне вiдображення f1 : X1 → H, що f1|Y1 = f та f1(Z1) ⊆ H1. Про-
довжимо вiдображення до неперервного гомоморфiзму f∗

1 : F (X1) → H. Покладемо
g∗1 = f∗

1 ◦ i, g1 = g∗1 |X2
. Нехай x ∈ Z2, тодi i−1(x) ∈ G(Z1), отже f(i−1(x)) ∈ H1. □

Зауваження 1. Твердження 12, 13, 14, 16 та наслiдок 3 залишаться справе-
дливими, якщо у їхнiх умовах та наслiдках замiнити словосполучення “iснує непе-
рервне вiдображення” на словосполучення “iснує i єдине неперервне вiдображення”.

Питання 1. Нехай H — топологiчна група, простори X та Y є M -еквiвалентними,
простiр X має ту властивiсть, що кожен замкнений пiдпростiр в X є у нього
H-вкладеним. Чи має аналогiчну властивiсть простiр Y ?

Для топологiчного простору X та топологiчної групи H позначимо через
Cp(X,H) групу неперервних вiдображень з топологiчного простору X у топологi-
чну групу H у топологiї поточкової збiжностi [4].

Питання 2. Нехай (X,X1)
M∼ (Y, Y1) та iснує такий неперервний гомоморфiзм

(вiдображення) l : Cp(X1, H) → Cp(X,H), що l(f)|X1 = f для всiх f ∈ Cp(X1, H).
Чи iснує аналогiчне неперервне вiдображення з групи Cp(Y1, H) у групу Cp(Y,H)?

Скажемо, що топологiчний простiр X є абсолютним H-вкладеним простором,
якщо вiн є H-вкладеним у довiльний простiр, що мiстить X як замкнений пiдпростiр.

Питання 3. Нехай H — топологiчна група. Чи зберiгається властивiсть бути
абсолютним H-вкладеним простором вiдношенням M -еквiвалентностi?
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