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У роботi дослiджено напружено-деформований стан безмежної кусково-
однорiдної iзотропної пластини з трiщиною, орiєнтованою перпендикуляр-
но до лiнiї подiлу матерiалiв. Розглянуто випадок дiї згинальних моментiв
на нескiнченностi за вiдсутностi зовнiшнiх навантажень безпосередньо на
берегах трiщини. Важливою особливiстю моделi є припущення про глад-
кий контакт берегiв у межах смуги сталої ширини бiля верхньої гранi пла-
стини. Це дозволило декомпозувати вихiдну задачу на двi взаємопов’язанi:
задачу плоскої теорiї пружностi та задачу згину за теорiєю Кiрхгофа-Лява.
З використанням апарату комплексних потенцiалiв отримано систему син-
гулярних iнтегральних рiвнянь, яку розв’язано числово методом механi-
чних квадратур. За результатами аналiзу визначено коефiцiєнти iнтенсив-
ностi моментiв та побудовано графiки їхньої залежностi вiд параметрiв
задачi.
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1. Вступ

Пластинчастi елементи є одними з найбiльш розповсюджених компонентiв у су-
часному машинобудуваннi й iнженерних спорудах. Проте наявнiсть дефектiв, зокре-
ма трiщин, критично впливає на їхню експлуатацiйну надiйнiсть, спричиняючи сут-
тєве зниження несучої здатностi. Дослiдження впливу подiбних дефектiв на ме-
ханiчну поведiнку конструкцiй є фундаментальним завданням для прогнозування
довговiчностi та забезпечення безпеки технiчних систем.

Актуальнiсть дослiдження напружено-деформованого стану багатошарових
конструкцiй зумовлена їхньою схильнiстю до згинальних навантажень, особливо
за наявностi трiщин iз можливою контактною взаємодiєю берегiв. Попри значну
кiлькiсть публiкацiй, присвячених згину пластин iз дефектами [1–4], питання конта-
ктної взаємодiї часто залишається поза увагою, хоча воно суттєво коригує розподiл
напружень.

Окремi працi [5–13] розглядають цей аспект, проте вiдчутним є дефiцит дослi-
джень згину кусково-однорiдних пластин у межах теорiї Кiрхгофа–Лява за умови
двовимiрного контакту берегiв трiщини пiд дiєю рiвномiрних згинальних моментiв.

Ця робота спрямована на заповнення вказаної прогалини. Шляхом застосува-
ння методiв комплексних потенцiалiв задачу зведено до системи сингулярних iн-
тегральних рiвнянь, розв’язаних методом механiчних квадратур. На основi прове-
деного аналiзу отримано числовий розподiл та графiчнi залежностi коефiцiєнтiв
iнтенсивностi зусиль.

2. Формулювання задачi

Розглядається задача про згин безмежної кусково-однорiдної iзотропної пла-
стини товщиною 2h, що мiстить трiщину довжиною 2l. Дефект орiєнтований пер-
пендикулярно до лiнiї подiлу матерiалiв L. Зовнiшнє навантаження задано у виглядi
рiвномiрно розподiлених згинальних моментiв M∞

x й M∞
y (геометрiя задачi та схе-

ма навантаження наведенi на рис. 1). Унаслiдок прикладених моментiв початково
вiльнi береги трiщини вступають у гладкий контакт за всiєю довжиною дефекту.
Взаємодiя берегiв локалiзована бiля їхнiх верхнiх країв у межах областi сталої ши-
рини h1.

Для опису геометрiї задачi вводимо декартову систему координат Oxyz̃ таким
чином, щоб площина Oxy збiгалася iз серединною площиною пластини. При цьому
вiсь Ox спрямовуємо вздовж лiнiї подiлу двох матерiалiв, а вiсь Oy — вздовж лiнiї
розташування трiщини.

Геометричний центр трiщини розташований на вiдстанi d вiд осi Ox.
Позначимо пiвплощини y > 0 та y < 0 через S1 та S2 вiдповiдно; величини,

що стосуються певної областi Sj , позначатимемо iндексом j. З трiщиною пов’язана
локальна система координат O1x1y1, вiсь O1x1 якої спрямована вздовж лiнiї розрiзу.
Вiдрiзок дiйсної осi, що вiдповiдає умовi |x| ≤ l, позначимо як L1.

Вважається, що на межi подiлу матерiалiв виконуються умови iдеального меха-
нiчного контакту. Урахування контактної взаємодiї мiж берегами трiщини дозволяє
декомпозувати вихiдну проблему на двi взаємопов’язанi пiдзадачi: задачу плоскої
теорiї пружностi та задачу згину пластини в рамках теорiї Кiрхгофа–Лява.
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Рис. 1. Схема навантаження пластини та положення трiщини

Граничнi умови на берегах трiщини (L1) набувають вигляду:

σ±
y − iσ±

xy = −N/(2h), M±
x + i

∫
P±dy = mx,

[u] = −αh[∂yw], Mx = βhN, на L1.
(1)

У цих спiввiдношеннях σx, σxy — компоненти тензора напружень, а u, v — проєкцiї
вектора перемiщень на осi Ox та Oy для плоского напруженого стану. Через N
позначено контактне зусилля, Mx — згинальний момент, P — узагальнену поперечну
силу (за Кiрхгофом), а mx — узагальнену величину, що iнтегрує вплив згинального
моменту та поперечних сил. Стрибок довiльної функцiї при переходi через лiнiю
трiщини позначено як [f ] = f(+0, y)− f(−0, y) = f+− f−. Функцiя w описує прогин
пластини. Параметри α та β визначаються спiввiдношеннями:

α =
1 + (1− γ)2

2
, β = 1− γ

3
,

де γ = h1/h — зведена ширина областi контакту [5].
Метою роботи є визначення параметрiв напружено-деформованого стану пла-

стини.

3. Розв’язок задачi

Використовуючи апарат теорiї функцiй комплексної змiнної та комплекснi по-
тенцiали плоскої задачi й згину пластини [14, 15], iз задоволенням крайових умов
(1), вихiдну задачу зведено до задачi лiнiйного спряження. Її розв’язання дозволи-
ло отримати сингулярне iнтегральне рiвняння вiдносно похiдної вiд кутiв повороту
Q(t), яке має вигляд
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M∞
x1

=
1

π

∫ l

−l

Q(t)

{
a∗

[
1

t− x
+

A3

2

1

t+ x+ 2d
−

−A4

2

(
1

t+ x+ 2d
+

4(t+ d)

(t+ x+ 2d)2
− 8(t+ d)2

(t+ x+ 2d)3

)]
+

+Ã4

[
κ̃2
1

t+ x+ 2d
+

4(t+ d)

(t+ x+ 2d)2
− 8(t+ d)2

(t+ x+ 2d)3

]}
dt,

(2)

де a∗ = 4αβµ1(1+κ̃1)h
3

1+κ1
.

Рiвняння (2) доповнюється iнтегральною умовою:
∫ l

−l
Q(t)dt = 0, яка гарантує

однозначнiсть кутiв повороту при обходi контуру трiщини. Аналiз граничних випад-
кiв показав, що при γ = 0 отримаємо рiвняння для контакту берегiв трiщини вздовж
лiнiї [16]. Коли, ще додатково E2 → 0, то отримане спiввiдношення узгоджується з
результатами роботи [8]. Окрiм того, при a∗ = 0 рiвняння трансформується у син-
гулярне iнтегральне рiвняння, що описує механiчну поведiнку кусково-однорiдної
пластини з трiщиною без урахування контактної взаємодiї її берегiв.

Отже, для знаходження невiдомої функцiї Q(t) використовується система, що
складається зi сингулярного iнтегрального рiвняння (2) та додаткової iнтегральної
умови. Розв’язання системи здiйснюється числовим шляхом iз застосуванням методу
механiчних квадратур [15,17].

4. Числовий аналiз

Рис. 2–3 демонструть графiчнi залежностi безрозмiрних коефiцiєнтiв iнтенсив-
ностi моментiв (КIМ) K−

1 i K+
1 , вiдповiдно, у ближнiй та дальнiй до лiнiї подiлу

матерiалiв вершинi трiщини вiд ñ = lg(E2/E1) при ν1 = ν2 = 0.3 i рiзних значеннях
d̃ = d/l та γ = h1/h. На обох наборах графiкiв по осi абсцис вiдкладено величину,
яка характеризує спiввiдношення пружних властивостей матерiалiв: лiва частина
графiка ñ < 0 — це випадок м’якого сусiднього матерiалу, центр ñ = 0 — мате-
рiали iдентичнi, середовище однорiдне, права частина графiка ñ > 0 — це випадок
жорсткого сусiднього матерiалу (включення). На осi ординат вiдкладено безрозмiрнi
коефiцiєнти iнтенсивностi моментiв (КIМ) K−

1 та K+
1 .

Рис. 2 побудований для вершини, що знаходиться безпосередньо бiля межi по-
дiлу матерiалiв, тому вона найбiльш чутлива до змiни ñ. Ефект м’якого середовища
ñ < 0: графiки демонструють зростання значень K−

1 . Коли трiщина наближається
до бiльш м’якого матерiалу, напруження бiля вершини зростають, оскiльки межа
подiлу пiддається деформацiї, що сприяє розкриттю трiщини. Це небезпечний стан,
який сприяє проростанню трiщини в сусiднiй матерiал. Ефект жорсткого середо-
вища ñ > 0: cпостерiгається рiзке спадання K−

1 . Жорстка межа подiлу стримує
деформацiї i дiє як “екран” (ефект екранування або shielding effect). Це зменшує
ймовiрнiсть поширення трiщини в бiк жорсткого включення. Вплив вiдстанi d̃: при
d̃ = 1.01 (дуже мала вiдстань) градiєнт змiни K−

1 дуже крутий. Вплив сусiднього
матерiалу максимальний. При при d̃ = 1.5 (бiльша вiдстань) кривi стають бiльш
пологими, оскiльки вплив межi слабшає зi збiльшенням вiдстанi.
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Рис. 2. Залежнiсть КIМ K−
1 вiд спiввiдношення модулiв пружностi

Рис. 3. Залежнiсть КIМ K+
1 вiд спiввiдношення модулiв пружностi

Рис. 3 характеризує вершину, вiддалену вiд межi подiлу, тому вплив неодно-
рiдностi матерiалу тут опосередкований. Залежнiсть K+

1 вiд ñ є менш вираженою
порiвняно з K−

1 . Спостерiгається значно слабша реакцiя. Якщо жорстке включен-
ня “затискає” ближчу вершину, це може призводити до перерозподiлу зусиль, але
вiддалена вершина знаходиться в зонi, яка ближча до умов однорiдного матерiалу.
Рiзниця мiж графiками для d̃ = 1.01 та d̃ = 1.5 для цiєї вершини є незначною, що
пiдтверджує локальний характер впливу межi подiлу.

На рис. 2–3 видно сiмейство кривих для γ = 0, 0.1, 0.5. Можемо зробити ви-
сновок, що врахування ширини областi контакту γ змiщує кривi вгору, пiдсилючи
концентрацiю напружень, але загальна тенденцiя залежностi вiд ñ зберiгається.
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5. Висновки

У роботi проведено комплексне дослiдження напружено-деформованого стану
кусково-однорiдної iзотропної пластини з трiщиною, що орiєнтована перпендику-
лярно до межi подiлу матерiалiв, за умов згину та контактної взаємодiї її берегiв.
Розроблено математичну модель, яка дозволяє врахувати ефект закриття трiщи-
ни та гладкий контакт її поверхонь у межах смуги сталої ширини бiля верхньої
гранi пластини. Це дало змогу декомпозувати вихiдну складну задачу на двi вза-
ємопов’язанi пiдзадачi: плоску задачу теорiї пружностi та задачу згину за теорi-
єю Кiрхгофа–Лява. Застосовано метод комплексних потенцiалiв, за допомогою яко-
го задачу зведено до системи сингулярних iнтегральних рiвнянь вiдносно стрибкiв
кутiв повороту. Систему розв’язано числовим методом механiчних квадратур, що
пiдтвердило свою ефективнiсть для дослiдження неоднорiдних структур. Виявлено
значний вплив пружних властивостей сусiднього матерiалу на коефiцiєнти iнтен-
сивностi моментiв (КIМ). Встановлено, що наявнiсть “м’якого” матерiалу (ñ < 0)
призводить до зростання КIМ, що сприяє проростанню трiщини в бiк межi подi-
лу. Натомiсть “жорстке” включення (ñ > 0) спричиняє ефект екранування, суттєво
знижуючи концентрацiю напружень бiля вершини трiщини. Встановлено локаль-
ний характер впливу неоднорiдностi: змiна модулiв пружностi матерiалiв найбiльш
суттєво впливає на вершину трiщини, що розташована безпосередньо бiля межi по-
дiлу. Для вiддаленої вершини цей вплив є значно слабшим i проявляється лише при
дуже малих вiдстанях мiж трiщиною та лiнiєю подiлу. Показано роль контактної
областi: врахування ширини областi контакту берегiв γ змiщує значення КIМ у бiк
збiльшення, що свiдчить про необхiднiсть урахування цього параметра для точного
прогнозування мiцностi конструкцiй, що працюють на згин. Отриманi результати
можуть бути використанi для оцiнки залишкового ресурсу та несучої здатностi ба-
гатошарових пластинчастих елементiв конструкцiй з дефектами.
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MOMENT INTENSITY FACTORS FOR THE BENDING OF A
PIECEWISE-HOMOGENEOUS ISOTROPIC PLATE WITH A

CRACK PERPENDICULAR TO THE MATERIAL INTERFACE,
ACCOUNTING FOR THE WIDTH OF THE CRACK FACE

CONTACT AREA

Igor YATSYK

Ivan Franko National University of Lviv,
str. Universytetska,1, Lviv, 79000
e-mail: ihor.yatsyk@lnu.edu.ua

The study investigates the stress-strain state of an infinite piecewise-
homogeneous isotropic plate containing a crack oriented perpendicular to the
material interface. The case under consideration involves the action of bending
moments at infinity in the absence of external loads directly on the crack faces.
A key feature of the model is the assumption of smooth contact between the
crack faces within a strip of constant width near the upper surface of the plate.
This assumption allowed for the decomposition of the initial problem into two
interconnected tasks: a plane elasticity problem and a bending problem based
on Kirchhoff–Love theory. Utilizing the apparatus of complex potentials, a
system of singular integral equations was derived and solved numerically using
the method of mechanical quadratures. Based on the analysis results, moment
intensity factors were determined, and their dependencies on the problem
parameters were plotted.

Key words: stress-strain state, crack, piecewise-homogeneous plate, contact
area, complex potentials, intensity factors.
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