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Дослiджено двовимiрну осесиметричну стацiонарну задачу оптимiза-
цiї вертикальних температурних перемiщень пiвпростору, що нагрiвається
внутрiшнiми джерелами тепла. За функцiю керування вибрано розподiл
температури довкiлля, з яким вiдбувається конвективний теплообмiн. У
просторi неперервних функцiй побудовано розв’язок оберненої задачi тер-
мопружностi, до якої зведено сформульовану задачу керування. Для кон-
кретних випадкiв теплового навантаження пiвпростору числово проаналi-
зовано особливостi поведiнки знайденого розв’язку.

Ключовi слова: оптимальне керування, температурнi перемiщення,
обернена задача термопружностi.

1. Вступ

Для оцiнки мiцностi теплонавантажених деталей технологiчного обладнання
потрiбно знати їх термонапружений стан, оскiльки перевищення напруженнями, що
виникають у деталi, заданого допустимого рiвня може призвести до її руйнування.
Однак теплонавантажена деталь може втрачати проєктнi функцiональнi властиво-
стi попри збереження своєї цiлiсностi. Це може статися, зокрема, через перевищення
перемiщеннями межової поверхнi допустимої величини, появу на нiй пластичних де-
формацiй чи досягнення температури рекресталiзацiї. Стосується це передусiм на-
дiйного функцiонування елементiв оптичних систем високої точностi (дзеркал теле-
скопiв, лiнз лазерних установок), електронних компонентiв та мiкросхем, сенсорних
елементiв у вимiрювальних системах. У тих випадках, коли вказанi вище явища
зумовленi дiєю експлуатацiйних факторiв, наприклад неiзотермiчним нагрiванням,
для компенсацiї їх впливу можна застосувати додаткове охолодження чи нагрiвання.
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З огляду на це актуальною є проблема керування температурними перемiщеннями
чи напруженнями в тiлi за обмежень, якi обумовленi тими чи iншими технологi-
чними вимогами. Задачi оптимiзацiї температурних перемiщень чи напруженнь в
тiлах рiзної форми за допомогою вiдповiдного вибору зовнiшнього теплового на-
вантаження чи внутрiшнiх теплових джерел, а також додаткових обмеженнях на
параметри теплового i напружено-деформованого станiв дослiджено у працях [1]–
[5]. Оскiльки задачi керування за своїм змiстом вiдносяться до обернених задач, то
задачi керування термонапруженим станом тiла можна роглядати i розв’язувати
як оберненi задачi термопружностi ([6, 7]). У працях [8, 9] шляхом зведення до
обернених задач термопластичностi розв’язано задачi оптимального за швидкодi-
єю керування нагрiванням термочутливих тiл за обмежень на функцiю керування
(температуру нагрiвального середовища, тепловий потiк на поверхнi тiла) та макси-
мальне значення iнтенсивностi напружень чи накопиченої пластичної деформацiї.
У цiй роботi, шляхом зведення до оберненої задачi термопружностi, побудовано та
дослiджено розв’язок двовимiрної осесиметричної стацiонарної задачi оптимального
охолодження за допомогою конвективного теплообмiну iз довкiллям пiвпростору, що
нагрiвається внутрiшнiми джерелами тепла, за обмежень на величину вертикальних
температурних перемiщень його межової поверхнi.

2. Постановка задачi оптимiзацiї

Розглянемо однорiдний iзотропний пiвпростiр, вiднесений до цилiндричної си-
стеми координат r, φ, z. Вважатимемо, що пiвпростiр нагрiвається осесиметрично
розподiленими внутрiшнiми стацiонарними джерелами тепла, а через його межову
поверхню здiйснюється конвективний теплообмiн з довкiллям за законом Ньютона.
Тодi стацiонарна осесиметрична задача теплопровiдностi для пiвпростору опишеться
рiвнянням ([10])

∆T (ρ, x) +Q(ρ, x) = 0, ρ ∈ [0,∞), x ∈ (0,∞) (1)

i межовими умовами

∂T (ρ, 0)

∂x
− α

[
T (ρ, 0)− t∗(ρ)

]
= 0 ρ ∈ [0,∞), (2)

lim
ρ,x→∞

T (ρ, x) = 0, (3)

де ∆ = ∂2

∂ρ2 + 1
ρ

∂
∂ρ + ∂2

∂x2 — оператор Лапласа; ρ = r/R, x = z/R — безрозмiрнi ци-
лiндричнi координати; R — деяка нормуюча довжина; T (ρ, x) — температурне поле
пiвпростору; Q(ρ, x) = Q∗(ρ, x)R

2/λ — вiдносна iнтенсивнiсть внутрiшнiх теплових
джерел; Q∗(ρ, x) — iнтенсивнiсть внутрiшнiх теплових джерел; α = α∗R/λ — без-
розмiрний коефiцiєнт теплообмiну; α∗ — коефiцiєнт теплообмiну; λ — коефiцiєнт
теплопровiдностi; t∗(ρ) — температура довкiлля.

Осесиметричну задачу термопружностi для вiльного вiд зовнiшнього силового
навантаження пiвпростору, яка вiдповiдає температурному полю T (ρ, x), опишемо
наступною системою диференцiальних рiвнянь ([11]):
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∆ur −
ur

ρ2
+

1

1− 2ν

∂e

∂ρ
− 2(1 + ν)

1− 2ν
αTR

∂T

∂ρ
= 0,

∆uz +
1

1− 2ν

∂e

∂x
− 2(1 + ν)

1− 2ν
αTR

∂T

∂x
= 0, ρ ∈ [0,∞), x ∈ (0,∞)

(4)

за умов
σzz|x=0 = σrz|x=0 = 0, (5)

де

e =
∂ur

∂ρ
+

ur

ρ
+

∂uz

∂x

— об’ємна деформацiя; ur, uz — компоненти вектора перемiщень; σzz, σrz — ком-
поненти тензора напружень; ν — коефiцiєнт Пуассона; αT — коефiцiєнт лiнiйного
температурного розширення.

Вважатимемо, що функцiя розподiлу теплових джерел Q(ρ, x) є заданою, а кон-
вективний теплообмiн з довкiллям використовується для вiдведення тепла, iндуко-
ваного цими джерелами. Ставиться за мету вiдшукання такого закону вiдведення
тепла, щоб за заданого значення коефiцiєнта теплообмiну α розподiл вертикальних
температурних перемiщень межової поверхнi пiвпростору x = 0 був максимально
близьким до наперед заданого. Тобто, задача керування полягає у визначеннi такої
функцiї змiни температури довкiлля t∗(ρ)

(
ρ ∈ [0,∞)

)
, яка б мiнiмiзувала функцiо-

нал
J(u) = max

ρ∈[0,∞)
|uz(ρ, 0; t∗)− φ∗(ρ)|, (6)

де uz(ρ, 0; t∗) — вертикальнi температурнi перемiщення межової поверхнi пiвпросто-
ру; φ∗(ρ) — заданий розподiл цих перемiщень.

3. Зведення задачi оптимiзацiї до оберненої задачi термопружностi

Як показали дослiдження [12, 13], розв’язання таких задач оптимiзацiї доцiль-
но розпочинати з вiдшукання керування, яке забезпечуватиме точну нижню грань
функцiоналу (4), тобто виконання рiвностi

uz(ρ, 0; t∗) = φ∗(ρ), ρ ∈ [0,∞). (7)

Для цього знайдемо розв’язки задач теплопровiдностi (1)–(3) та термопружно-
стi (4),(5) i запишемо їх у потрiбному для нас виглядi.

Застосувавши до задачi теплопровiдностi (1)–(3) iнтегральне перетворення Ган-
келя [10] за координатою ρ, ї ї розв’язок запишемо так:

T (ρ, x) =

∞∫
0

G∗(ρ, x; ξ)t∗(ξ) dξ +

∞∫
0

∞∫
0

G0(ρ, x; ξ, η)Q(ξ, η) dξdη, (8)

де

G∗(ρ, x; ξ) = αξ

∞∫
0

s exp (−sx)

s+ α
J0(sρ)J0(sξ) ds,
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G0(ρ, x; ξ, η) =
ξ

2

∞∫
0

[s− α

s+ α
exp (−s(x+ η)) + exp (−s|x− η|)

]
J0(sξ)J0(sρ) ds,

J0(ρ) — функцiя Бесселя першого роду нульового порядку.
Як вiдомо ([11]), розв’язок осесиметричної задачi термопружностi для пiвпро-

стору можна побудувати з двох частин: загального розв’язку системи однорiдних
рiвнянь (4) за умов (5) i частинного розв’язку системи неоднорiдних рiвнянь (4).
Загальний розв’язок системи рiвнянь (4) за умов (5) будуємо за допомогою функцiї
Лява L(ρ, x) [11], яка задовольняє однорiдне бiгармонiчне рiвняння

∆2L(ρ, x) = 0, (9)

а частинний розв’язок — за допомогою термопружного потенцiалу перемiщень
Φ(ρ, x), який задовольняє неоднорiдне рiвняння

∆Φ(ρ, x) =
1 + ν

1− ν
αTT (ρ, x). (10)

Компоненти вектора перемiщень i тензора напружень через функцiї L(ρ, x) та Φ(ρ, x)
виражаються наступним чином:

ur =
1

R

∂Φ

∂ρ
− 1

(1− 2ν)R2

∂2L

∂ρ∂x
,

uz =
1

R

∂Φ

∂x
+

1

(1− 2ν)R2

(
2(1− ν)∆L− ∂2L

∂x2

)
, (11)

σrr =
2G

R2

(∂2Φ

∂ρ2
−∆Φ

)
+

2G

1− 2ν

1

R3

∂

∂x

(
ν∆L− ∂2L

∂ρ2

)
,

σφφ =
2G

R2

(1
ρ

∂Φ

∂ρ
−∆Φ

)
+

2G

1− 2ν

1

R3

∂

∂x

(
ν∆L− 1

ρ

∂L

∂ρ

)
,

σzz =
2G

R2

(∂2Φ

∂x2
−∆Φ

)
+

2G

1− 2ν

1

R3

∂

∂x

(
(2− ν)∆L− ∂2L

∂x2

)
, (12)

σrz =
2G

R2

∂2Φ

∂ρ∂x
+

2G

1− 2ν

1

R3

∂

∂ρ

(
(1− ν)∆L− ∂2L

∂x2

)
, (13)

де G — модуль зсуву.
Застосувавши до бiгармонiчного рiвняння (9) iнтегральне перетворення Ганке-

ля ([10]) за координатою ρ, його розв’язування зводиться до розв’язування звичай-
ного диференцiального рiвняння четвертого порядку( d

dx2
− s2

)2

LH = 0, x ∈ (0,∞), (14)

де

LH(s, x) =

∞∫
0

ρL(ρ, x)J0(sρ) dρ

— зображення за Ганкелем функцiї L(ρ, x).
Обмеженим розв’язком рiвняння (14) є функцiя

LH(s, x) =
(
A(s) +B(s)

)
exp (−sx). (15)
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Визначивши коефiцiєнти з умов (5), (12), (13), записаних у просторi зображень,
отримаємо

A(s) = − (1 + ν)αTR
3

2(1− ν)s2
(1− 2ν)(1− 4ν)

∞∫
0

TH(s, η) exp (−sη) dη,

B(s) =
(1 + ν)αTR

3

2(1− ν)s
(1− 2ν)

∞∫
0

TH(s, η) exp (−sη) dη,

де TH(s, η) — зображення за Ганкелем функцiї T (ρ, x).
Тому з формули (15) остаточно маємо

LH(s, x) = − (1 + ν)αTR
3

2(1− ν)s2
(1− 2ν)(1− 4ν − 2sx)

∞∫
0

TH(s, η) exp (−s(x+ η)) dη. (16)

Рiвняння (10) у просторi зображень за Ганкелем матиме вигляд

d2ΦH

dx2
− s2ΦH =

1 + ν

1− ν
αTR

2TH , x ∈ (0,∞).

Обмеженим частинним розв’язком цього рiвняння є функцiя

ΦH(s, x) = − (1 + ν)αTR
2

2(1− ν)s2

∞∫
0

TH(s, η) exp (−s|x− η|) dη. (17)

У результатi на основi знайдених розв’язкiв (16) i (17) та спiввiдношень, (11)
у просторi оригiналiв отримаємо розв’язок задачi термопружностi для пiвпростору
у виглядi наступних iнтегральних залежностей компонент вектора перемiщень вiд
неявнозаданого температурного поля:

ur(ρ, x) =
(1 + ν)αTR

2(1− ν)

∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

[
exp(−s|x− η|) + (3− 4ν − 2sx) exp(−s(x+ η))

]
×

× sξJ1(sρ)J0(sξ)T (ξ, η) ds dξ dη,

uz(ρ, x) =
(1 + ν)αTR

2(1− ν)

∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

[
exp(−s|x− η|)sign (x− η)−

− (3− 4ν + 2sx) exp(−s(x+ η))
]
sξJ0(sρ)J0(sξ)T (ξ, η) ds dξ dη, (18)

де J1(ρ) — функцiя Бесселя першого роду першого порядку.
Маючи розв’язки задач теплопровiдностi та термопружностi у виглядi (8) та

(18), зведемо сформульовану задачу оптимiзацiї до оберненої задачi термопружно-
стi. Для цього розв’язок (8) пiдставимо у подання (18) i на основi спiввiдношення (7),
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пiсля вiдповiдних перетворень, отримаємо наступне iнтегральне рiвняння першого
роду типу згортки [14] на шукану функцiю t∗(ρ):

∞∫
0

K(ρ, ξ)t∗(ξ) dξ = f(ρ), (19)

де

K(ρ, ξ) =
α

2

∞∫
0

ξ

s+ α
J0(sξ)J0(sρ) ds,

f(ρ) =

∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

ξJ0(sξ)J0(sρ)
( 1

s+ α
+ η

)
×

× exp (−sη)Q(ξ, η) dη dξ ds− φ(ρ),

φ(ρ) = φ∗(ρ)/
(
2(1 + ν)αTR

)
.

Таким чином, вихiдна задача оптимiзацiї зведена до оберненої задачi термопру-
жностi, яка описується iнтегральним рiвняннням (19) i у якiй за заданим розподiлом
температурних перемiщень потрiбно визначити вiдповiдне теплове навантаження,
яке його спричиняє.

4. Побудова та числовий аналiз розв’язку оберненої задачi

Застосувавши до отриманого iнтегрального рiвняння (19) з наведеним вище
ядром i правою частиною iнтегральне перетворення Ганкеля за координатою ρ, та
скориставшись формулою обернення

t∗(ρ) =

∞∫
0

(t∗)H(s)J0(sρ) dρ,

у просторi оригiналiв матимемо розв’язок сформульованої задачi оптимiзацiї

t∗(ρ) =−
∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

s+ α

α

( sξ

s+ α
+ sηξ

)
exp (−sη)J0(sξ)J0(sρ)Q(ξ, η) dξ dη ds−

− 2

α

∞∫
0

∞∫
0

ξs2(s+ α)J0(sξ)J0(sρ)φ(ξ) dξ ds. (20)

За допомогою формули (20) числово дослiджено поведiнку оптимального роз-
подiлу температури довкiлля, яка забезпечує нульовi вертикальнi температурнi пе-
ремiщення межової поверхнi пiвпростору φ(ρ) = 0, коли внутрiшнi тепловi джерела
зосередженi у круговiй областi D = {ρ : ρ ⩽ a} площини x = x0, паралельної до межi
пiвпростору, тобто Q(ρ, x) = q(ρ)H(a − ρ)δ(x − x0), де H(ρ) — функцiя Гевiсайда;
δ(x) — дельта-функцiя Дiрака.

На рис. 1 кривими 1–5 зображено поведiнку безрозмiрної функцiї керування
t(ρ) = −t∗(ρ)/q0, розрахованої за формулою (20), для випадку, коли q(ρ) = q0 =
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const, α = 1, a = 1 i вiдповiдно для x0 = 0, 01; 0, 1; 0, 5; 1, 0; 3, 0. На рис. 2 криви-
ми 1-5 для цих же значень параметра x0 зображено поведiнку безрозмiрної функцiї
керування, розрахованої за формулою (20), для випадку, коли q(ρ) = q0(1 − ρ2),
q0 = const. Як видно з рисункiв i як показали дослiдження, забезпечити нульовi
вертикальнi температурнi перемiщення межової поверхнi пiвпростору у розгляну-
тих випадках можна за допомогою лише охолодження, без додаткового нагрiвання.
За близького розташування теплових джерел до межi пiвпростору, функцiя керу-
вання з точнiстю до знаку повторює закон розподiлу заданих теплових джерел.
Вiддалення областi тепловидiлення D вiд межової поверхнi пiвпростору спочатку
призводить до незначного зростання абсолютної величини функцiї керування, а пi-
сля деякого граничного значення x∗

0 до спадання цiєї величини зi збiльшенням зони
охолодження у напрямку зростання радiальної координати. Пов’язано це з тим, що
в межах розглядуваної математичної моделi термопружностi (15), (17), при вiдда-
леннi теплових джерел вiд межової поверхнi пiвпростору їх вплив на температурнi
перемiщення поверхнi зменшується, що дає змогу забезпечити поставлену мету ке-
рування (7) меншим за абсолютною величиною значенням температури довкiлля.
При збiльшеннi чи зменшеннi розмiру a областi D функцiя керування якiсно зберi-
гає наведену на рис. 1, 2 поведiнку з вiдповiдним збiльшенням чи зменшенням зони
охолодження у напрямку зростання радiальної координати.

Рис. 1.

На рис. 3 кривими 1–4 зображено поведiнку безрозмiрної функцiї керування
t(ρ) = −t∗(ρ)/q0, розрахованої за формулою (20), для випадку, коли q(ρ) = q0 =
const, a = 1, сталого значення x0 = 0, 5 i вiдповiдно α = 1, 0; 3, 0; 10, 0; 100, 0. Як
бачимо, збiльшення значення коефiцiєнта теплообмiну α, тобто пiдвищення iнтен-
сивностi тепловiдведення через межову поверхню пiвпростору, дає змогу досягнути
поставленої мети меншою за модулем функцiєю керування, за решти незмiнних па-
раметрiв.

На рис. 4 кривими 1–5 зображено поведiнку безрозмiрної функцiї керування у
виглядi теплового потоку u(ρ) = −u∗(ρ)/q0, заданого на межовiй поверхнi пiвпро-
стору, розрахованої за формулою (20), для випадку, коли q(ρ) = q0 = const, α = 1,
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Рис. 2.

Рис. 3.

a = 1 i вiдповiдно для x0 = 0, 01; 0, 1; 0, 5; 1, 0; 3, 0, де u∗(ρ) — тепловий потiк. Як
бачимо, за близького розташування теплових джерел до межi пiвпростору функцiя
керування з точнiстю до знаку повторює закон розподiлу заданих теплових джерел,
а з вiддаленням областi тепловидiлення D вiд межової поверхнi пiвпростору абсо-
лютна величина функцiї керування зменшується зi збiльшенням зони охолодження
у напрямку зростання радiальної координати.

Iз формули (20) видно, що заданi функцiї Q(ρ, x) i φ(ρ), через якi виражається
розв’язок сформульованої задачi оптимiзацiї, можуть бути такими, що вiдповiднi не-
власнi iнтеграли будуть розбiжними. Це означатиме, що у цьому випадку зроблене
припущення про iснування точної нижньої гранi функцiоналу (6) буде порушува-
тися. Як показують дослiдження [12, 13], у цьому випадку за допомогою формули
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Рис. 4.

(20) у просторi неперервних функцiй можна побудувати послiдовнiсть, яка мiнiмi-
зуватиме функцiонал (6) i буде наближеним розв’язком вихiдної задачi оптимiзацiї.

Зазначимо, що у випадку, коли закон розподiлу температури t(ρ) є вiдомим,
а невiдомим є коефiцiєнт теплообмiну, то сформульовану вище задачу оптимiзацiї
можна сформулювати як задачу на вiдшукання значення α, за якого буде досягати
мiнiмуму функцiонал (6).

5. Висновки

Для випадку двовимiрної стацiонарної осесиметричної задачi теплопровiдно-
стi сформульовано задачу керування розподiлом вертикальних температурних пе-
ремiщень межової поверхнi пiвпростору, який нагрiвається внутрiшнiми джерела-
ми тепла. За функцiю керування вибрано розподiл температури довкiлля, з яким
вiдбувається конвективний теплообмiн пiвпростору, а за критерiй оптимальностi —
мiнiмальне значення рiвномiрного вiдхилення керованого розподiлу перемiщень вiд
заданого.

На основi припущення про iснування у просторi неперервних функцiй керува-
ння, яке забезпечує точну нижню грань критерiю оптимальностi, сформульована
задача оптимiзацiї зведена до оберненої задачi термопружностi, яка описується iн-
тегральним рiвнянням першого роду типу згортки. Використавши iнтегральне пе-
ретворення Ганкеля, побудовано аналiтичний розв’язок оберненої задачi.

Для конкретних випадкiв теплового навантаження пiвпростору проаналiзовано
поведiнку знайденого керування, яке забезпечує рiвнiсть нулевi вертикальних пере-
мiщень межової поверхнi за рiзних характерних параметрiв. Якщо припущення про
iснування керування, яке забезпечує точну нижню грань критерiю оптимальностi,
порушується, запропоновано методику побудови у просторi неперервних функцiй
послiдовностi, яка мiнiмiзуватиме цей критерiй.
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OPTIMIZATION OF AXISYMMETRIC TEMPERATURE
DISPLACEMENTS OF A HALF-SPACE HEATED BY INTERNAL

HEAT SOURCES
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A two-dimensional axisymmetric stationary problem of optimizing vertical
temperature displacements of a half-space heated by internal heat sources
is investigated. The control function is the distribution of the ambient
temperature with which convective heat exchange occurs. In the space of
continuous functions, a solution of the inverse thermoelasticity problem is
constructed, to which the formulated control problem is reduced. For specific
cases of thermal loading of the half-space, the features of the behavior of the
found solution are numerically analyzed.

Key words: optimal control, temperature displacements, inverse thermoelasti-
city problem.
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