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У рамках моделi узагальненого локально-неоднорiдного твердого тi-
ла дослiджено вплив приповерхневого дефекту маси (вiдхилення густини
вiд її значення в однорiдному середовищi) на напружений стан пружного
шару, його мiцнiсть i поверхневий натяг. Одним iз ключових рiвнянь моде-
лi є рiвняння для густини, яке має вигляд неоднорiдного модифiкованого
рiвняння Гельмгольца. Неоднорiдний член цього рiвняння (джерела маси)
узагальнює модель локально-неоднорiдного твердого тiла на урахування
геометричної неоднорiдностi реальної поверхнi тiла. Вивчено залежнiсть
дефекту маси вiд параметрiв джерел маси. Проведено порiвняльний ана-
лiз максимальних розтягуючих напружень у шарi та поверхневого натягу,
зокрема їх залежностi вiд параметрiв джерел маси. При аналiзi мiцностi
використано припущення про крихке руйнування за першим класичним
критерiєм мiцностi.

Ключовi слова: модель локально-неоднорiдного пружного тiла, тонкi
плiвки, приповерхневий дефект маси, максимальнi напруження, поверхне-
вий натяг, мiцнiсть.

1. Вступ

Iнтенсивне використання тонкоплiвкових i тонковолоконних структур, мiкропо-
ристих та нанокомпозитних матерiалiв в iнженернiй практицi зумовлює потребу в
теоретичних моделях, якi враховують особливостi структури матерiалу, надлишкову
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енергiю приповерхневих шарiв, а також рiзноманiтнi градiєнтнi ефекти. Експлуата-
цiйнi властивостi наноелементiв значною мiрою визначаються процесами, що вiд-
буваються у приповерхневих шарах, де структура та енергiя мiжатомних зв’язкiв
суттєво вiдрiзняються вiд об’ємного стану матерiалу. Одним iз фундаментальних
проявiв цих вiдмiнностей є приповерхневий дефект маси — явище, пов’язане зi змi-
ною маси або густини елементiв у приповерхневих шарах порiвняно з внутрiшнiми.
Приповерхнева неоднорiднiсть маси безпосередньо впливає на поверхневий натяг,
енергiю зв’язку, формування внутрiшнiх напружень i мiцнiсть.

Поверхнева енергiя, поверхневий натяг, енергiя зв’язку та пов’язанi з ними ефе-
кти виходять за межi моделей класичних теорiй зв’язаних процесiв, а тому вони
не здатнi описувати рiзноманiтнi розмiрнi ефекти, притаманнi наноелементам. Не-
класичнi моделi та пiдходи в механiцi суцiльного середовища дають змогу бiльш
адекватно описувати специфiчнi механiчнi явища на малих масштабах i, тим са-
мим, забезпечують достатньо точне прогнозування експлуатацiйних властивостей
елементiв приладiв i конструкцiй в умовах реального навантаження. До таких мо-
делей, серед iнших, належать модель Гуртiна–Мардока ([1]), нелокальнi ([2–4]) та
градiєнтнi ([5–7]) моделi.

Моделi, побудованi в рамках локально-градiєнтного пiдходу в термомеханiцi,
враховують локальну неоднорiднiсть хiмiчного потенцiалу, збурення якого отото-
жнюється зi збуренням енергiї зв’язку ([8–10]). При формулюваннi основних спiв-
вiдношень моделей використано методи термодинамiки нерiвноважних процесiв та
нелiнiйної механiки. Одним iз ключових рiвнянь у цих моделях є узагальнене рiвнян-
ня Гельмгольца для густини, яка є параметром, спряженим iз хiмiчним потенцiалом.
На прикладi модельних задач показано, що цi моделi описують закономiрностi пове-
дiнки спряжених полiв, властивi наноелементам, зокрема розмiрнi ефекти та вплив
на них полiв рiзної фiзичної природи ([11, 12]). З метою розширення застосовностi
моделей на врахування геометричної неоднорiдностi реальної поверхнi тiла рiвняння
для густини було узагальнено шляхом введення неоднорiдного члена — так званих
джерел маси. Однак у лiтературi недостатньо повно вивчено вплив джерел маси на
приповерхневий дефект маси та поверхневий натяг, а також кореляцiю поверхнево-
го натягу з максимальними напруженнями i мiцнiстю. У данiй роботi цю прогалину
заповнено на прикладi пружного шару.

2. Ключова система рiвнянь моделi

Розв’язуюча система рiвнянь моделi локально-неоднорiдного пружного тiла мi-
стить рiвняння, записанi на перемiщення або напруження i на густину або хiмiчний
потенцiал. Основнi спiввiдношення моделi, що лягли в основу ключової системи рiв-
нянь, отримано методами термодинамiки нерiвноважних процесiв та нелiнiйної ме-
ханiки ([9,13]). Зазначимо, що хiмiчний потенцiал є базовим параметром стану, спря-
женим до густини, а збурення хiмiчного потенцiалу можна ототожнити iз збуренням
енергiї зв’язку.
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Якщо за розв’язуючi функцiї прийняти густину ϱ i вектор перемiщення u⃗, то
ключова система рiвнянь моделi є такою

∇2ϱ− ξ2m(ϱ− ϱ∗) = −ξ2mds,

µ∇2u⃗+ (λ+ µ)∇⃗
(
∇⃗ · u⃗

)
− am(3λ+ 2µ)ϱ⃗ = 0. (1)

Тут ϱ∗ — густина матерiалу тiла у вiдлiковому станi, ξm, µ, λ, am — сталi, ∇⃗ — вектор-
оператор Гамiльтона, ∇2 — оператор Лапласа, ‘·’ — символ внутрiшнього добутку, ds
— функцiя, що характеризує джерела маси ([8,14]). Зазначимо, що параметр ξm може
бути пов’язаний iз структурною неоднорiднiстю матерiалу ([15]), а джерела маси
були введенi до моделi з метою бiльш точного опису приповерхневої неоднорiдностi
густини, зокрема шорсткостi реальної поверхнi тiла та способу обробки поверхнi.

Якщо замiсть вектора перемiщення u⃗ за розв’язуючу функцiю обрати тензор
напружень σ̂, то ключова система рiвнянь моделi є такою

∇2ϱ− ξ2m(ϱ− ϱ∗) = −ξ2mds, ∇⃗ · σ̂ = 0,

∇⃗ ×
{
∇⃗ ×

[
σ̂ −

(
λ

3λ+ 2µ
σ + 2µam(ϱ− ϱ∗)

)
Î

]}T

= 0. (2)

Тут σ = σ̂ : Î, Î — одиничний тензор, ‘:’ — подвiйний внутрiшнiй добуток, ‘×’
вiдзначає векторний добуток, а символ ‘T ’ — транспонування.

Є зрозумiлим, що формулюючи конкретнi задачi математичної фiзики слiд си-
стеми (1) чи (2) доповнити вiдповiдними граничними умовами i конкретизувати
вигляд джерел ds. Для визначення спряжених до базових параметрiв стану викори-
стовуємо спiввiдношення

σ̂ = 2µê+ [λe− (3λ+ 2µ)am(ϱ− ϱ∗)]Î ,

η = −(3λ+ 2µ)ame+ αmm(ϱ− ϱ∗),

ê =
1

2

[
∇⃗ ⊗ u⃗+

(
∇⃗ ⊗ u⃗

)T
]
, (3)

де ê — тензор деформацiї Кошi, e = ê : Î, η — збурення хiмiчного потенцiалу, αmm

— стала, ‘⊗’ — дiадний добуток.

3. Напружено-деформований стан тонкого шару

Розглянемо iзотропний деформiвний твердий шар, що займає область |x| ≤ l у
прямокутнiй декартовiй системi координат {x, y, z}. Вважаємо, що шар розтягнутий
у напрямi осi Oy силовим навантаженням iнтенсивностi σa. Приймаємо, що поверхнi
x = l, x = −l шару вiльнi вiд завнiшнього силового навантаження i на них задано
постiйне значення густини ϱ(±l) = ϱa (ϱa < ϱ∗).

Для джерел маси приймаємо подання

ds(x) = (ϱa − ϱ∗)
cosh(ξsx)

cosh(ξsl)
. (4)

Параметр ξs характеризує розподiл джерел маси i залежить вiд способу формування
та обробки поверхнi твердого тiла. Його можна пов’язати з геометричною неоднорi-
днiстю (шорсткiстю) реальної поверхнi тiла.
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У такому випадку у тiлi реалiзується одновимiрна за координатою x ситуа-
цiя. Для вивчення рiвноважного стану шару використаємо систему рiвнянь, записа-
ну для густини ϱ(x) та нормальних компонент σxx(x), σyy(x), σzz(x) тензора напру-
жень σ̂.

Систему (2) доповнюємо граничними умовами

ϱ(±l) = ϱa, σxx(±l) = 0 (5)

та умовами самозрiвноваженостi шару∫ l

−l

σyydx = 2lσa,

∫ l

−l

xσyydx = 0,

∫ l

−l

σzzdx = 0,

∫ l

−l

xσzzdx = 0. (6)

Розв’язок сформульованої задачi є таким

ϱ(x) = ϱ∗ + (ϱa − ϱ∗)

(
ξ2m

ξ2m − ξ2s

cosh(ξsx)

cosh(ξsl)
− ξ2s

ξ2m − ξ2s

cosh(ξmx)

cosh(ξml)

)
,

σxx(x) = 0, σyy(x)− σa = σzz(x) = −2µam(ϱa − ϱ∗)
3λ+ 2µ

λ+ 2µ
×

×
[

ξ2m
ξ2m − ξ2s

(
cosh(ξsx)

cosh(ξsl)
− tanh(ξsl)

ξsl

)
− ξ2s

ξ2m − ξ2s

(
cosh(ξmx)

cosh(ξml)
− tanh(ξml)

ξml

)]
. (7)

Розв’язок задачi показує, що у шарi, вiльному вiд зовнiшнього силового наван-
таження (σa = 0), iснує вiдмiнний вiд нуля напружено-деформований стан, зумовле-
ний дефектом маси, тобто вiдмiннiстю густини маси тiла вiд його вiдлiкового значе-
ння. Стан залежить вiд товщини шару i характерних розмiрiв ξ−1

m , ξ−1
s , пов’язаних iз

структурною неоднорiднiстю матерiалу та шорсткiстю реальної поверхнi тiла, вiд-
повiдно, ([9]).

У роботi [14] проведено оцiнку поверхневого значення густини на плоскiй по-
верхнi пружного тiла. Показано, що для ϱa справджується 0 < ϱa ≤ 0.5ϱ∗, а ϱa =
0.5ϱ∗ вiдповiдає iдеальнiй плоскiй поверхнi. У данiй роботi числовi дослiдження ви-
конано для ϱa = 0.5ϱ∗.

На рис. 1 показано розподiл за товщиною шару приведеної густини ϱ/ϱ∗. Кривi
1–3 на рис.а вiдповiдають ξml = 10, 20, 30 вiдповiдно, ξs/ξm = 0.3. Пунктирна крива
вiдповiдає випадку ds(x) = 0, ξml = 30. На рис. б прийнято ξml = 10, а кривi 1–3
вiдповiдають ξs/ξm = 0.2, 0.4, 0.8 вiдповiдно.

Iз збiльшенням товщини шару значення густини на серединнiй поверхнi ϱ(0)
наближається до значення густини вiдлiкового середовища ϱ∗. У товстих шарах вiд-
мiннiсть значення густини ϱ вiд ϱ∗ властива лише вузьким приповехневим областям
тiла, тобто дефект маси носить приповерхневий характер. При цьому як бачимо з
рис.1б, бiльшим значенням параметра ξs вiдповiдає бiльша чистота реальної поверх-
нi тiла.

Ненульовий напружений стан тiла iлюструють графiки на рис. 2, на якому по-
казано розподiл за товщиною вiльного вiд силового навантаження (σa = 0) шару
приведених напружень σyy/σ0, σ0 = 2µamϱ∗(3λ+ 2µ)/(λ+ 2µ) при вiдсутностi роз-
тягуючого навантаження σa = 0. На рис. а кривi 1–3 вiдповiдають ξml = 10, 20, 30
вiдповiдно, ξs/ξm = 0.3. Пунктирна крива вiдповiдає випадку ds(x) = 0, ξml = 30. На
рис. б кривi 1–3 вiдповiдають ξs/ξm = 0.2, 0.4, 0.8 вiдповiдно, ξml = 10. Пунктирна
крива вiдповiдає вiдсутностi джерел (ds(x) = 0).
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а б

Рис. 1. Розподiл густини у локально-неоднорiдному шарi. Припо-
верхневий дефект маси

а б

Рис. 2. Напруження у локально-неоднорiдному шарi

Напруження σkk(x), k = {y, z}, монотонно зменшуються при вiдходi вiд повер-
хонь x = ±l шару вiд своїх максимальних значень σkk(±l) досягаючи мiнiмального
значення σkk(0) на серединнiй поверхнi. Напруження в областi шару є самозрiвно-
важеними, причому якщо на зовнiшнiх поверхнях шару вони є розтягуючими, то на
серединнiй поверхнi тiла цi напруження є стискаючими.

Аналiз розв’язку та графiкiв на рис. 2а вказують на зростання значення напру-
жень на зовнiшнiх поверхнях шару зi збiльшенням його товщини. Бачимо також, що
залежнiсть вiд параметрiв джерел маси значень напружень є суттєвою. Це iлюстру-
ють зокрема графiки на рис. 3, на яких представлено розмiрний ефект поверхневих
напружень (рис. 3а) для ξs/ξm = 0.2, 0.4, 0.8 (кривi 1–3), штрихова лiнiя вiдповiдає
вiдсутностi джерел маси, а також залежнiсть σyy/σ0 вiд ξs/ξm для ξml = 10 (рис. 3б).



ПРИПОВЕРХНЕВИЙ ДЕФЕКТ МАСИ ...
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2025. Випуск 97 153

а б

Рис. 3. Напруження у локально-неоднорiдному шарi

4. Поверхневий натяг у вiльному шарi

Iнтегральною характеристикою розтягуючих приповерхневих напружень у
вiльному шарi є поверхневий натяг ( [16, 17]). Для його обчислення використаємо
спiввiдношення ([16])

fp =

∫ l

xa

σyydx, (8)

де xa (0 < xa < l) — точка переходу розтягуючих приповерхневих напружень у
стискаючi

σyy(xa) = 0.

Останнє рiвняння, враховуючи (7), набуває вигляду

ξ2m

(
cosh(ξsx)

cosh(ξsl)
− tanh(ξsl)

ξsl

)
= ξ2s

(
cosh(ξmx)

cosh(ξml)
− tanh(ξml)

ξml

)
.

Як видно iз рис. 2, це рiвняння має єдиний додатнiй розв’язок, який знаходи-
мо чисельно. Зазначимо, що за вiдсутностi джерел маси (ds = 0) у роботах [5, 12]
для положення точки переходу стискаючих напружень у розтягуючi було отримано
наближене спiввiдношення

xa = l

(
1− ln(ξml)

ξml

)
у припущеннi ξml ≪ exp(ξml).

Розмiрний ефект поверхневого натягу та його залежнiсть вiд параметра, що
характеризує джерела маси, показано на рис. 4. Тут f0 = σ0/ξm. Кривi 1–3 на рис. 4a
вiдповiдають ξs/ξm = 0.2, 0.4, 0.8 вiдповiдно, а пунктирна лiнiя — вiдсутностi джерел
маси. На рис. 4б кривi 1–3 вiдповiдають ξml = 10, 20, 30, вiдповiдно.

При збiльшеннi товщини шару поверхневий натяг зростає, прямуючи до грани-
чного значення, що вiдповiдає поверхневому натягу у пiвпросторi.
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Рис. 4. Поверхневий натяг у вiльному неоднорiдному шарi

5. Мiцнiсть розтягнутого шару.

Зi збiльшенням зовнiшнього силового навантаження напруження у шарi зроста-
ють. У певний момент вони досягнуть межi мiцностi матерiалу σp. Якщо за основу
прийняти критерiй першої класичної теорiї мiцностi ([18]) та припущення про крихке
руйнування, то приходимо до висновку, що шар зруйнується миттєво, якщо найбiль-
шi напруження у шарi (напруження σyy(±l)) досягнуть критичного значення

σyy(±l) = σp. (9)

Використовуючи спiввiдношення (7) для iнтенсивностi силового навантаження σcr,
що приводить до руйнування шару, знаходимо

σcr = σp +
2µam(ϱa − ϱ∗)

ξ2m − ξ2s

3λ+ 2µ

λ+ 2µ

[
ξ2m

(
1− tanh(ξsl)

ξsl

)
− ξ2s

(
1− tanh(ξml)

ξml

)]
. (10)

При великих l це значення прямує до σ+

σ+ = σp + 2µam(ϱa − ϱ∗)
3λ+ 2µ

λ+ 2µ
.

Використовуючи це позначення, спiввiдношення (10) записуємо у виглядi

σcr = σ+ − 2µam(ϱa − ϱ∗)
3λ+ 2µ

λ+ 2µ

(
ξ2m

ξ2m − ξ2s

tanh(ξsl)

ξsl
− ξ2s

ξ2m − ξ2s

tanh(ξml)

ξml

)
. (11)

Праву сторону даного спiввiдношення можна трактувати як таку, що описує
розмiрний ефект та вплив шорсткостi реальної поверхнi на межу мiцностi тiл з
плоскими границями. На рис. 5а,б представлено результати числового дослiдження
iнтенсивностi силового навантаження, що приводить до крихкого руйнування шару
вiдповiдно в залежностi вiд його товщини (параметра ξml) та параметра ξs/ξm. На
рис. 5а кривi 1–3 вiдповiдають ξs/ξm = 0.2, 0.4, 0.8 та µamϱ∗(3λ+2µ)/((λ+2µ)σ+) = 8,
а штрихова лiнiя — вiдсутностi джерел маси. На рис. 5б кривi 1–3 вiдповiдають
ξml = 10, 20, 30 та µamϱ∗(3λ+ 2µ)/((λ+ 2µ)σ+) = 8.
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Рис. 5. Мiцнiсть локально-неоднорiдного шару

Бачимо, що тонкi плiвки витримують бiльшу iнтенсивнiсть зовнiшнього сило-
вого навантаження порiвняно з товстiшими шарами. Вiдзначаємо також суттєву
залежнiсть мiцностi вiд параметра ξs, тобто вiд чистоти поверхнi.

6. Висновки.

У роботi модель локально-неоднорiдного пружного твердого тiла застосовано
до вивчення впливу приповерхневого дефекту маси (вiдмiннiсть значення густини
вiд густини середовища з того ж матерiалу) на напружений стан iзотропного ша-
ру, поверхневий натяг та мiцнiсть шару. Ключова система рiвнянь моделi включає
рiвняння для густини, яке є неоднорiдним модифiкованим рiвнянням Гельмголь-
ца, неоднорiдний член якого (джерела маси) пов’язується з шорсткiстю реальної
поверхнi тiла.

Ненульовий дефект маси спричинює ненульовий напружено-деформований стан
вiльного вiд зовнiшнього силового навантаження тiла. На основi розв’язку сформу-
льованої крайової задачi вивчено напружений стан шару, найбiльшi напруження у
шарi, їх розмiрний ефект та залежнiсть вiд параметрiв джерел маси. Результати
числового дослiдження поверхневого натягу, який є iнтегральною характеристикою
приповерхневих розтягуючих напружень, порiвняно з вiдповiдними результатами
для найбiльших напружень (поверхневих напружень) у шарi. Вказано, що поверх-
невий натяг не є однозначною характеристикою поверхневих напружень, а суттєво
залежить вiд точки переходу приповерхневих розтягуючих напружень у стискаючi.

Для вивчення мiцностi шару використано першу класичну теорiю мiцностi в
припущеннi, що тiло зруйнується миттєво, якщо напруження хоч би в однiй то-
чцi тiла досягнуть критичного для матерiалу тiла значення. На основi порiвняння
одержаних результатiв з вiдповiдними для поверхневого натягу вказано на суттєву
вiдмiннiсть їх розмiрних ефектiв та залежностi вiд параметрiв джерел маси.
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Within the framework of the model of a generalized locally inhomogeneous
solid, the influence of a near-surface mass defect (the deviation of the density
from its value in a homogeneous medium) on the stress state of the elastic layer,
its strength and surface tension was investigated. One of the key equations of
the model is the equation for density, which has the form of an inhomogeneous
modified Helmholtz equation. The inhomogeneous term of this equation (mass
sources) generalizes the model of a locally inhomogeneous solid to take into
account the geometric inhomogeneity of the real surface of the body. The
dependence of the mass defect on the parameters of the mass sources was
studied. A comparative analysis of the maximum tensile stresses in the layer
and surface tension was carried out, in particular their dependence on the
parameters of the mass sources. The assumption of brittle fracture according
to the first classical strength criterion was used in the strength analysis.

Key words: model of a locally non-homogeneous elastic body, thin films,
near-surface mass defect, maximum stresses, surface tension, strength.
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