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Розв’язано задачу про двостороннiй згин iзотропної пластини з
абсолютно жорстким диском та двома радiальними трiщинами з ура-
хуванням смугового контакту їх берегiв. Iз використанням теорiї функцiй
комплексної змiнної та комплексних потенцiалiв розв’язок задачi зведений
до системи сингулярних iнтегральних рiвнянь, яка розв’язана чисельно
за допомогою методу механiчних квадратур. Проведено числовий аналiз
контактного зусилля мiж берегами трiщин та коефiцiєнтiв iнтенсивностi
зусиль i моментiв.

Ключовi слова: трiщина, згин, шайба, iзотропна пластина, контакт,
комплекснi потенцiали, задачi лiнiйного спряження, контактне зусилля,
коефiцiєнти iнтенсивностi.

1. Вступ

Пластинчастi конструкцiйнi елементи можуть мiстити включення, а пiд час
їх експлуатацiї можуть утворюватися трiщини, якi суттєво знижують допустиме
навантаження, яке можна прикладати до таких елементiв. Розробка методiв оцiнки
напружено-деформованого стану пластин iз трiщинами, береги яких контактують
за згину, є важливою науково-технiчною проблемою прикладної математики.

Задачi згину пластин з трiщинами, береги яких гладко контактують по
лiнiї, розв’язано у працях [1, 9, 12, 14]. Вплив контакту берегiв трiщини на
напружено-деформований стан експериментально пiдтверджено у статтi [2]. Модель
гладкого контакту берегiв трiщин по областi сталої ширини використовувалася в
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роботах [3,4,6,13]. Дослiдження напружено-деформованого стану тiл з мiжфазними
трiщинами з зонами контакту проведено у роботах [8,10]. Задачу про вплив контакту
берегiв термоiзольованої мiжфазної трiщини при термомеханiчному навантаженнi
на напружено-деформований стан дослiджено у [11].

У статтi дослiджується задача про згин нескiнченної iзотропної пластини з
жорстким диском та двома радiальними прямолiнiйними наскрiзними трiщинами,
береги яких гладко контактують по областi сталої ширини по всiй їх довжинi на
верхнiй основi пластини.

2. Формулювання задачi

Розглянемо нескiнченну iзотропну пластину висотою 2h, y якiй розташовано
абсолютно жорсткий диск радiуса R та двi наскрiзнi радiальнi трiщини довжиною
2l кожна, при чому до них не прикладено зовнiшнього навантаження i вони
розташованi на однiй прямiй. Припустимо, що береги трiщин контактують по
областi сталої викоти hj (j = 1, 2) на верхнiй основi пластини, y яку вироджується
деяка реальна область контакту [4]. Декартову систему координат Oxyz̃ виберемо
таким чином, щоб площина Oxy лежала в серединнiй площинi пластини, а початок
координат O спiвпадав з центром абсолютно жорсткого диску. У площинi Oxy
введемо полярну систему координат r i θ з полюсом в точцi O i полярною вiссю
Ox . У вибранiй системi координат Oxyz̃ центри трiщин Oj будуть розташованi
на вiдстанi x0j вiд точки O, причому x0j > R + l , j = 1, 2. У точцi Oj вибереми
початок декартової системи координат Ojxjyj , направивши вiсь Ojxj по вiдповiднiй
трiщинi.

Введемо наступнi позначення: область у серединi абсолютно жорсткого диску
позначимо як S+, область ззовнi — S−; лiнiї, на яких розмiщенi трiщини — Lj ;
межа абсолютно жорсткого диску — L; точки, що спiвпадають з кiнцями трiщин,
— aj та bj , j = 1, 2 . Пластина на безмежностi згинається рiвномiрно розподiленими
моментами M∞

x i M∞
y (див. рис. 1).

Рис. 1. Безмежна пластина з абсолютно жорстким диском та трiщинами
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Через контакт берегiв трiщин розв’язок задачi подамо у виглядi розв’язкiв двох
взаємопов’язаних задач: плоскої задачi теорiї пружностi та задачi згину пластини
(класична теорiя згину пластини), за наступних крайових умов:
— на межi абсолютно жорсткого диску

w = 0, t ∈ L, (1)
∂w

∂r
= 0, t ∈ L, (2)

uΠr = 0, t ∈ L, (3)
uΠθ = 0, t ∈ L, (4)

— для трiщин [4]

P+ = P− = 0, xj ∈ Lj , j = 1, 2, (5)
M+

yj
= M−

yj
≡ Myj

, xj ∈ Lj , j = 1, 2, (6)

σ+
xjyj

= σ−
xjyj

= 0, xj ∈ Lj , j = 1, 2, (7)

σ+
yjyj

= σ−
yjyj

≡ σyjyj , xj ∈ Lj , j = 1, 2, (8)

Myj
= −2δjh

2σyjyj
, δj = 1− γj

3
, γj =

hj

h
, xj ∈ Lj , j = 1, 2, (9)

∂ [νΠ] /∂xj + αjh ·
[
∂2w/ (∂xj∂yj)

]
= 0 , αj = 0.5

(
1 + (1− γj)

2
)
, xj ∈ Lj , j = 1, 2,

(10)
де σxjyj

, σyjyj
, σr i σrθ — компоненти тензора напружень вiдповiдно в j-iй декартовiй

та полярнiй системах координат; hj — висота контакту берегiв j-ої трiщини; νΠ
— проекцiя вектора перемiщення точки на вiсь Oyj

у плоскiй задачi, w — прогин
пластини у задачi згину; Mr i Myj

— згинальнi моменти, P± та Pr — узагальненi,
в сенсi Кiрхгофа, перерiзувальнi сили у декартовiй та полярнiй системах координат
вiдповiдно; [f ] = f+ − f−, значками «+» i «–» позначенi граничнi значення функцiї
при прямуваннi точки площини до j-ої трiщини при yj → ±0.

3. Розв’язок задачi

Розв’яжемо спочатку задачу згину. Для цього введемо комплекснi потенцiали
[3] у виглядi

Φ(z) = ΦK(z) + Φ1(z1) + Φ2(z2),

Ψ(z) = ΨK(z) + Ψ1(z1)− x01Φ
′
1(z1) + Ψ2(z2) + x02Φ

′
2(z2) (11)

де z = x+ iy, i2 = −1, zj = z + (−1)jx0j , j = 1, 2.
Зауважимо, що функцiї Φj(zj) i Ψj(zj) є голоморфними ззовнi j-ої трiщини та

заникають на нескiнченностi, а функцiї ΦK(z) i ΨK(z) є голоморфними ззовнi шайби
i при великих |z| їх можна представити у виглядi [3]

ΦK(z) = Γ +O(1/z2), ΦK(z) = Γ′ +O(1/z2), |z| → ∞, (12)

де Γ = −M∞
y +M∞

x

4D(1+υ) , Γ′ =
M∞

y −M∞
x

2D(1−υ) , D = 2Q
3(1−υ2) , Q = Eh3, E — модуль пружностi,

υ — коефiцiєнт Пуассона.
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Введемо функцiї [3]
Ωj(zj) = −Φj(zj)− zj · Φ′

j(zj)−Ψj(zj), j = 1, 2,

ΦK(z) = −ΦK

(
R2

z

)
+ R2

z · Φ′
K

(
R2

z

)
+ R2

z2 ·Ψ′
K

(
R2

z

)
, z ∈ S+.

Тодi для визначення напружено-деформованого стану пластини будемо мати
формули

ΦK(z)− R2

r2
ΦK

(
R2

r2

)
+

(
1− R2

z

)
·
{
ΦK(z)− z · Φ′

K(z)
}
+

Φ1(z) + Φ2(z) +

(
1 +

z

z

)
·
{
Φ1(z1) + Φ2(z2)

}
+

+
z

z
·
{
Ω1(z1) + Ω2(z2)− (z1 − z1) · Φ′

1(z1)− (z2 − z2) · Φ′
2(z2)

}
= g̃, (13)

κ̃ΦK(z) +
R2

r2
ΦK

(
R2

z̄

)
−
(
1− R2

z

)
·
{
ΦK(z)− z̄ · Φ′

K(z)
}
+

+ κ̃ {Φ1(z) + Φ2(z)} −
(
1 +

z̄

z

)
· {Φ1(z1) + Φ2(z2)} −

− z̄

z
· {Ω1(z̄1) + Ω2(z̄2)− (z1 − z̄1) · Φ′

1(z1)− (z2 − z̄2) · Φ′
2(z2)} = f̃ , (14)

Φm(zm)− Ωm(zm) + (zm − zm) · Φ′
m(zm) + ΦK(z) +

(
1 +

R2

z2

)
· ΦK(z) + z · Φ′

K(z)+

+
R2

z2
·
{
ΦK

(
R2

z

)
− z · Φ′

K(z)

}
+Φj(zj) + Φj(zj) + zm · Φ′

j(zj) + (z0m − z0j)·

· Φ′
j(zj)− Φj(zj)− zj · Φ′

j(zj)− Ωj(zj) = ∂xmgm, m = 1, 2, j = 3−m. (15)

κ̃Φm(zm) + Ωm(zm)− (zm − zm) · Φ′
m(zm) + κ̃ΦK(z)−

(
1 +

R2

z2

)
· ΦK(z)−

z · Φ′
K(z)− R2

z2
·
{
ΦK

(
R2

z

)
− z · Φ′

K(z)

}
+ κ̃Φj(zj)− Φj(zj)− zm · Φ′

j(zj)−

(z0m − z0j) · Φ′
j(zj) + Φj(zj) + zj · Φ′

j(zj) + Ωj(zj) = fm, m = 1, 2, j = 3−m, (16)

де r = z ·z, zm = xm+ iym, K̃ = (3+υ)/(1−υ), gm = i ·∂ym
w+∂xm

w, z01 = x01, z02 =
−x02, zj = z0m − z0j + xm,

f̃ = p ·

Mr + i · c̃′0 + i ·HrΘ + i ·
s∫

0

Nn(s)ds

 ,

p = − 1

D(1− υ)
, fm = p ·

Mym + i · c̃′m + i ·Hxmym + i ·
t∫

−∞

Nym(τ)dτ

 ,

g̃ =
1

iz
· ∂

∂θ

([
∂w

∂r
+

i

r

∂w

∂θ

]
· eiθ

)
.

Зауважимо, що для функцiї ΦK(z) виконується [3]
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ΦK(z) = Γ′R2/z2 +O(1), |z| → 0. (17)
Якщо пiдставити крайовi умови (5), (6) у формули (16), тодi отримаємо задачi

лiнiйного спряження

(κ̃Φm(zm)− Ωm(zm))
+ − (κ̃Φm(zm)− Ωm(zm))

−
= 0, xm ∈ Lm, m = 1, 2,

розв’язок яких буде мати вигляд

Ωm(zm) = κ̃ · Φm(zm), m = 1, 2.

Додамо залежностi (15) i (16)

Φm(zm) + K̃Φm(zm) + ΦK(z) + K̃ΦK(z) = ∂xm
gm + fm, m = 1, 2,

i врахуємо крайовi умови (5), (6), тодi отримаємо задачi лiнiйного спряження

Φ+
m(t)− Φ−

m(t) = ym(t), t ∈ L, m = 1, 2, ym(xm) =
1

1 + κ̃
·
[
∂gm
∂xm

]
,

розв’язавши якi, матимемо

Φm(xm) =
1

2πi

l∫
−l

ym(t)

t− zm
dt, m = 1, 2. (18)

Якщо пiдставимо крайовi умови (1), (2) у формули (14), тодi отримаємо

Φ+
K(s)− Φ−

K(s) + Φ1(s− x01) + Φ2(s+ x02) +

(
1 +

R2

s2

)[
Φ1

(
R2

s
− x01

)
+

+Φ2

(
R2

s
+ x02

)]
+

R2

s2

{
Ω1

(
R2

s
− x01

)
+Ω2

(
R2

s
+ x02

)
−
(
s− R2

s

)
·

·
(
Φ

′
1

(
R2

s
− x01

)
+Φ

′
2

(
R2

s
+ x02

))}
= 0, s ∈ L.

Для розв’язку попередньої задачi лiнiйного спряження введемо функцiю

F (z) = ΦK(z)− Φ1(z − x01)− Φ2(z + x02), z ∈ S+,

F (z) = ΦK(z) +

(
1 +

R2

z2

)
·
{
Φ2

(
R2

z
− x01

)
+Φ1

(
R2

z
+ x02

)}
+

+
R2

z2
·
{
Ω1

(
R2

z
− x01

)
+Ω2

(
R2

z
+ x02

)
−

(
z − R2

z

)
·
(
Φ

′
1

(
R2

z
− x01

)
+

+Φ
′
2

(
R2

z
+ x02

))}
, z ∈ S−, (19)

для якої матимемо

F+(s)− F−(s) = 0, s ∈ L. (20)
Врахувавши (12) i (17), розв’язок задачi лiнiйного спряження (20) запишемо

так



138
Микола СЛОБОДЯН, Андрiй МЕЛЬНИЧИН, Богдан СЛОБОДЯН

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2025. Випуск 97

F (z) =
Γ
′
R2

z2
+ Γ +B, (21)

де

B =
i

2π

{ l∫
−l

y1(t)

t+ x01
dt+

l∫
−l

y2(t)

t− x02
dt

}
.

Пiдставимо (21) у (19)

ΦK(z) = Γ
′
R2/z2 + Γ +B +Φ1(z − x01) + Φ2(z + x02), z ∈ S+,

ΦK(z) =
Γ
′
R2

z2
+ Γ +B −

(
1 +

R2

z2

)
·
{
Φ1

(
R2

z
− x01

)
+Φ2

(
R2

z
+ x02

)}
−

− R2

z2
·
{
Ω1

(
R2

z
− x01

)
+Ω2

(
R2

z
+ x02

)
−
(
z − R2

z

)
·
(
Φ

′
1

(
R2

z
− x01

)
+

+Φ
′
2

(
R2

z
+ x02

))}
, z ∈ S−. (22)

Якщо пiдставимо крайовi умови (5), (6) у формули (16), тодi отримаємо

κ̃ · Φ+
m(xm) + κ̃ · Φ−

m(xm) + κ̃ · ΦK(z0m + xm)−
(
1 +

R2

(z0m + xm)2

)
·

· ΦK(z0m + xm)−
(
z0m + xm − R2

z0m + xm

)
· Φ′

K(z0m + xm)− R2

(z0m + xm)2
ΦK ·

·
(

R2

z0m + xm

)
+ κ̃ · Φj(zj)− Φj(zj)− xmΦ′

j(zj)− (z0m − z0) · Φ′
j(zj) + Φj(zj) +

+ zj · Φ′
j(zj) + κ̃Φj(zj) = i · c̃′m + p ·Mym

, m = 1, 2, j = 3−m, xm ∈ Lm. (23)

Пiдставимо (18) i (22) у (23) та отримаємо два iнтегральнi рiвняння для
визначення невiдомих функцiй ym(t), якi в безрозмiрних змiнних матимуть вигляд

1∫
−1

{
Kmm(ξ, η) · Ym(η) + Lmm(ξ, η) · Ym(η)

}
dη +

+

1∫
−1

{
Kmj(ξ, η) · Yj(η) + Lmj(ξ, η) · Yj(η)

}
dη =

= ic̃′m + p̃Mym/M∞
y + Pm(ξ), ξ ∈ [−1, 1], m = 1, 2, j = 3−m, (24)

де

Kmj(ξ, η) =

{
κ̃/{πi · (η − ξ)}+ K̃mj(ξ, η), m = j;

K̃mj(ξ, η) +KV
mj(ξ, η), m ̸= j,

Lmj(ξ, η) = κ̃ · LI
mj − (1 + 1/X2

m) · LII
mj − (Xm − 1/Xm) · LIII

mj − LIV
mj/X

2
m,

K̃mj(ξ, η) = κ̃ ·KI
mj − (1 + 1/X2

m) ·KII
mj − (Xm − 1/Xm) ·KIII

mj −KIV
mj/X

2
m,
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KI
mj = − κ̃λj

2πiXm (TjXm − 1)
, LI

mj =
1

2πi
·
(
λj

Tj
− λj(X

2
m + 1)

Xm(TjXm − 1)
+

λjFmj

(TjXm − 1)2

)
,

KII
mj =

1

2πi
·
(
λj

Tj
− λj(X

2
m + 1)

Xm(TjXm − 1)
+

λjFmj

(TjXm − 1)2

)
, LII

mj =
κ̃λj

2πiXm (TjXm − 1)
,

KIII
mj =

λj

πi · (TjXm − 1)
·
(
1 +

1

X2
m

+
TjXm − 1

X2
m

− Fmj

Xm
− Fmj

Xm(TjXm − 1)

)
,

LIII
mj =

κ̃λj

πiX2
m(TjXm − 1)

·
(
1 +

1

2(TjXm − 1)

)
, KIV

mj =
λjXm

2πi(TjXm − 1)
,

LIV
mj = − λj

2πiTj
, KV

mj =
2λj κ̃

πi
· 1

Tj −Xm
, Fmj = Xm − 1/Xm,

Pm(ξ) = A+B − κ̃A+
2A+B(1− κ̃)

X2
m

+
B(3− 2X2

m)

X4
m

, xm = lξ, t = lη, λm =
l

R
,

p̃ = −1.5(1 + υ), Tm = z0m + λmη, Xm = z0m + λmξ, ym(t) = M∞
y Ym(t)/Q,

Ym(t) = Ym1(t) + i · Ym2(t),

A = −0.375(1 + ρ)(1 − υ), B = 0.5p̃(1 − ρ), ρ = M∞
x /M∞

y , Ym1(t), Ym2(t) — дiйснi
функцiї.

До системи рiвнянь (24) додаємо додатковi умови

1∫
−1

Ym(η) dη = 0,

1∫
−1

ηYm1(η) dη = 0, m = 1, 2, (25)

якi виражають вiдповiдно однозначнiсть кутiв повороту i прогину пластини при
обходi контуру трiщини.

Тепер розв’яжемо плоску задачу теорiї пружностi. Для визначення напружено-
деформованого стану введемо комплекснi потенцiали Колосова-Мусхелiшвiлi [3]
ΦΠ(z) i ΨΠ(z)

ΦΠ(z) = ΦΠK(z) + ΦΠ1(z1) + ΦΠ2(z2),

ΨΠ(z) = ΨΠK(z) + ΨΠ1(z1)− x01Φ
′
Π1(z1) + ΨΠ2(z2) + x02Φ

′
Π2(z2), (26)

де функцiї ΦΠj (zj) i ΨΠj (zj) голоморфнi ззовнi j –ої трiщини та заникають на
нескiнченностi, функцiї ΦΠK(z) i ΨΠK(z) голоморфнi ззовнi диска та заникають
на нескiнченностi.

Введемо функцiї [3]

ΩΠj(zj) = ΦΠj(zj) + zj · Φ′
Πj(zj) + ΨΠj(zj), j = 1, 2,

ΦΠK(z) = −ΦΠK

(
R2

z

)
+

R2

z
· Φ′

ΠK

(
R2

z

)
+

R2

z2
·ΨΠK

(
R2

z

)
, z ∈ S+.
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Тодi для визначення напружено-деформованого стану пластини у плоскiй
задачi теорiї пружностi отримаємо формули

ΦΠK(z)− R2

r2
ΦΠK

(
R2

z

)
+

(
1− R2

r2

){
ΦΠK(z)− zΦ′

ΠK(z)
}
+

+ΦΠ1(z1) + ΦΠ2(z2) +

(
1 +

z

z

){
ΦΠ1(z1) + ΦΠ2(z2)

}
−

− z

z

{
ΩΠ1(z1) + ΩΠ2(z2) + (z1 − z1)Φ′

Π1(z1) + (z2 − z2)Φ′
Π2(z2)

}
=

= σrr − iσrθ, (27)

κΦΠK(z) +
R2

r2
ΦΠK

(
R2

z

)
−
(
1− R2

r2

){
ΦΠK(z)− zΦ′

ΠK(z)
}
+

+κΦΠ1(z1) + κΦΠ2(z2)−
(
1 +

z

z

){
ΦΠ1(z1) + ΦΠ2(z2)

}
+

+
z

z

{
ΩΠ1(z1) + ΩΠ2(z2) + (z1 − z1)Φ′

Π1(z1) + (z2 − z2)Φ′
Π2(z2)

}
=

=
2µ

iz
· ∂(u+ iv)

∂θ
, (28)

ΦΠm(zm) + ΩΠm(zm) + (zm − zm) · Φ′
Πm(zm) + ΦΠK(z)+

+

(
1 +

R2

r2

)
· ΦΠK(z) + z · Φ′

ΠK(z) +
R2

z2
·
{
ΦΠK

(
R2

z2

)
− z · Φ′

ΠK(z)

}
+

ΦΠj(zj) + ΦΠj(zj) + zm · Φ′
Πj(zj) + (z0m − z0j) · Φ′

Πj(zj)−

− ΦΠj(zj)− zj · Φ′
Πj(zj) + ΩΠj(zj) = σymym

+ i · σxmym
, (29)

κΦΠm(zm)− ΩΠm(zm)− (zm − zm) · Φ′
Πm(zm) + κΦΠK(z)−

−
(
1 +

R2

r2

)
· ΦΠK(z)− z · Φ′

ΠK(z)− R2

z2
·
{
ΦΠK

(
R2

z2

)
− z · Φ′

ΠK(z)

}
+

+ κΦΠj(zj)− ΦΠj(zj)− zm · Φ′
Πj(zj)− (z0m − z0j) · Φ′

Πj(zj)+

+ ΦΠj(zj) + zj · Φ′
Πj(zj)− ΩΠj(zj) = 2µ(u+ iv)′xm

, (30)

де κ = (3− υ)/(1 + υ), µ — модуль зсуву, m = 1, 2, j = 3−m.
Аналогiчно як i у задачi згину пластини, якщо пiдставити крайовi умови (3),

(4), (7), (8) у формули (27)–(30), тодi отримаємо

ΦΠm(z) = ΩΠm, ΦΠm(zm) =
1

2π

l∫
−l

g′m(t)

t− zm
dt, m = 1, 2, (31)
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ΦΠK(z) =BΠ − κΦΠ1(z − x01)− κΦΠ2(z + x02), z ∈ S+,

ΦΠK(z) =
1

κ

{
−BΠ +

(
1 +

R2

z2

)[
ΦΠ1

(
R2

z
− x01

)
+ΦΠ2

(
R2

z
+ x02

)]
−

− R2

z2

[
ΩΠ1

(
R2

z
− x01

)
+ΩΠ2

(
R2

z
+ x02

)
+

(
z − R2

z

)
×

×
(
Φ′

Π1

(
R2

z
− x01

)
+Φ′

Π2

(
R2

z
+ x02

))]}
, z ∈ S−. (32)

де g′m(xm) =
2µ

i · (1 + κ)
·
[
∂(u+ i · ν)

∂xm

]
, BΠ =

1

2π

{ l∫
−l

g′1(t)

t+ x01
dt+

l∫
−l

g′2(t)

t− x02
dt

}
.

Якщо пiдставити крайовi умови (7), (8) та спiввiдношення (31) у формулу (29),
тодi будемо мати

σymym
=Φ+

Πm(xm) + Φ−
Πm(xm) + ΦΠK(z) +

(
1 +

R2

z2

)
ΦΠK(z)+

+ z

(
1− R2

r2

)
Φ′

ΠK(z) +
R2

z2
ΦΠK

(
R2

z

)
+ΦΠj(zj) + ΦΠj(zj)+

+ xmΦ′
Πj(zj) + (z0m − z0j)Φ

′
Πj(zj)− ΦΠj(zj)−

− zjΦ′
Πj(zj) + ΦΠj(zj), m = 1, 2; j = 3−m. (33)

Якщо врахувати вирази для функцiй ΦΠm(z) (31) та ΦΠK(z) (32), то для
знаходження невiдомих функцiй g′m(t) iз залежностi (33) отримаємо два iнтегральнi
рiвняння, якi в безрозмiрних координатах мають вигляд

1∫
−1

{
Rmm(ξ, η)Gm(η) + Smm(ξ, η)Gm(η)

}
dη+

+

1∫
−1

{
Rmj(ξ, η)Gj(η) + Smj(ξ, η)Gj(η)

}
dη =

h2σymym

M∞
y

ξ ∈ [−1, 1], j = 3−m, m = 1, 2, (34)

де

Rmj(ξ, η) =

{
1/{π · (η − ξ)}+ R̃mj(ξ, η), m = j;

R̃mj(ξ, η) +RV
mj(ξ, η), m ̸= j,

Smj(ξ, η) = SI
mj + (1 + 1/X2

m) · SII
mj + (Xm − 1/Xm) · SIII

mj + SIV
mj/X

2
m,

R̃mj(ξ, η) = RI
mj + (1 + 1/X2

m) ·RII
mj + (Xm − 1/Xm) ·RIII

mj +RIV
mj/X

2
m,

RI
mj = − λj

2πκXm (TjXm − 1)
,

SI
mj = − 1

2πκ

{
λj

Tj
+

λj(X
2
m + 1)

Xm(TjXm − 1)
− λjFmj

(TjXm − 1)2

}
,
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RII
mj = − 1

2πκ

{
λj

Tj
− λj(X

2
m + 1)

Xm(TjXm − 1)
+

λjFmj

(TjXm − 1)2

}
, SII

mj =
−λj

2πκXm (TjXm − 1)
,

RIII
mj = − λj

πκ · (TjXm − 1)2
·
(
1 +

1

X2
m

+
TjXm − 1

X2
m

− Fmj

Xm
− Fmj

Xm(TjXm − 1)

)
,

SIII
mj =

λj

πκX2
m(TjXm − 1)

·
(
1 +

1

2(TjXm − 1)

)
, RIV

mj =
λjXm

2π · (TjXm − 1)
,

SIV
mj =

λj

2πTj
, RV

mj =
λj

π
· 1

Tj −Xm
,

g′m(t) = M∞
y Gm(t)/h2, Gm(t) = Gm1(t)+i·Gm2(t), Gm1(t) i Gm2(t) — дiйснi функцiї.

З умови однозначностi перемiщень при обходi контуру трiщини маємо
1∫

−1

Gm(η)dη = 0, m = 1, 2 . (35)

Врахувавши крайову умову (9) та рiвняння (24) i (34), отримаємо

Im
{ 1∫
−1

{
Kmm(ξ, η) · Ym(η) + Lmm(ξ, η) · Ym(η)

}
dη +

+

1∫
−1

{
Kmj(ξ, η) · Yj(η) + Lmj(ξ, η) · Yj(η)

}
dη

}
= c̃′m, (36)

де ξ ∈ [−1, 1], m = 1, 2, j = 3−m ,

Re
{ 1∫
−1

{
Kmm(ξ, η) · Ym(η) + Lmm(ξ, η) · Ym(η)

}
dη+

+

1∫
−1

{
Rmj(ξ, η) ·Gj(η) + Lmj(ξ, η) · Yj(η)

}
dη

}
+

+ 2δmp̃Re
{ 1∫
−1

{
Rmm(ξ, η) ·Gm(η) + Smm(ξ, η) ·Gm(η)

}
dη+

+

1∫
−1

{
Rmj(ξ, η) ·Gj(η) + Smj(ξ, η) ·Gj(η)

}
dη

}
= Pm(ξ), (37)

Im
{ 1∫
−1

{
Rmm(ξ, η) ·Gm(η) + Smm(ξ, η) ·Gm(η)

}
dη+
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+

1∫
−1

{
Rmj(ξ, η) ·Gj(η) + Smj(ξ, η) ·Gj(η)

}
dη

}
= 0, (38)

ξ ∈ [−1, 1], m = 1, 2, j = 3−m .
З крайової умови (10) маємо

Gm1(η) +
αm(1 + κ̃)

(1 + κ)(1 + υ)
· Ym2(η) = 0, η ∈ [−1, 1], m = 1, 2 . (39)

Контактне зусилля Nm мiж берегами m-ої трiщини визначимо з формули

hNm(ξ)

M∞
y

= −2h2σymym

M∞
y

=

= −2Re
{ 1∫
−1

{
Rmm(ξ, η) ·Gm(η) + Smm(ξ, η) ·Gm(η)

}
dη +

+

1∫
−1

{
Rmj(ξ, η) ·Gj(η) + Smj(ξ, η) ·Gj(η)

}
dη

}
, ξ ∈ [−1, 1], j = 3−m, m = 1, 2 .

Отже, для визначення невiдомих функцiї Ym(η) i Gm(η) отримали систему
сингулярних iнтегральних рiвнянь (25), (26), (35)–(39).

4. Числовий аналiз

Система сингулярних iнтегральних рiвнянь (25), (26), (35)–(39) розв’язана
чисельно методом механiчних квадратур [5]. Числовий аналiз був проведений для
пластини з коефiцiєнтом Пуассона υ = 0.3, γj = hj/h = 0.13, x0j = 1 + εj , εj =
dj/R, j = 1, 2, l = l1 = l2, d1 = d2 = d.

На рис. 2 зображено графiк зведеного контактного зусилля N∗ = hN/M∞
y

мiж берегами першої трiщини вiд безрозмiрної координати ξ = x1/l при ε = d/R =
1, ρ = M∞

x /M∞
y = 1, причому суцiльними лiнiями позначене контактне зусилля

для диску та двох трiщин, а штриховими — для диску i однiєї трiщини. Кривi 1
побудованi при λ = l/R = 0.9, кривi 2 — при λ = 0.5, кривi 3 — при λ = 0.2 . З цього
рисунка бачимо, що свого максимального значення контактне зусилля N∗ набуває
у дальнiй вiд диска вершинi b (ξ = 1) . При зменшеннi λ контактне зусилля у
вершинах a1, a2 (ξ = −1) зростає, а у вершинах b1, b2 (ξ = 1) спадає.

На рис. 3–4 показано графiк коефiцiєнтiв iнтенсивностi моментiв (КIМ) K1 =

K∗
1/(M

∞
y

√
l) у точках a1, a2 (рис. 3 а) та у точках b1, b2 (рис. 3 б), причому суцiльнi

лiнiї отриманi з урахуванням контакту берегiв трiщин, а штриховi — без урахування
контакту їx берегiв.

Рис. 3 наведено при ε = 1, крива 1 отримана при ρ = 0.63, крива 2 — при
ρ = 1, крива 3 — при ρ = 3 . При ρ < 0.63 вiдбувається вiдставання берегiв трiщин у
вершинах a1, a2. З рисунка бачимо, що КIМ у точках b1, b2 спадають iз збiльшенням
λ, а у точках при спадають iз ростом , в вже при спочатку зростають, а потiм
спадають. Рис. 3 наведено при ε = 1, крива 1 отримана при ρ = 0.63, крива 2 —
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Рис. 2. Графiк зведеного контактного зусилля при рiзних вiдносних довжинах
трiщин λ = l/R

Рис. 3. Графiк KIМ вiд вiдносних довжин трiщин λ при рiзних значеннях
ρ = M∞

x /M∞
y

при ρ = 1, крива 3 — при ρ = 3 . При ρ < 0.63 вiдбувається вiдставання берегiв
трiщин у вершинах a1, a2. З рисунка бачимо, що КIМ у точках b1, b2 спадають iз
збiльшенням λ, а у точках a1, a2 при 0.63 < ρ < 1.37 спадають iз ростом λ, вже при
ρ > 1.37 спочатку зростають, а потiм спадають.

Рис. 4 показано при λ = l/R = 1, крива 1 отримана при ρ = 0.66 , крива 2 — при
ρ = 1, крива 3 — при ρ = 2 . При ρ < 0.66 вiдбувається вiдставання берегiв трiщин
у точках a1, a2. Числовий аналiз показав, що при 0.66 < ρ < 1.3 КIМ у точках a1, a2
i при 0.66 < ρ < 1.26 у точках b1, b2 зростають iз збiльшенням вiдносної вiдстанi ε
трiщин вiд диску. Крiм того, коли ε прямує до безмежностi, тобто коли трiщини
знаходяться далеко вiд диску, КIМ у точках a1, a2 , b1, b2 прямують значення для
випадку однiєї iзольованої трiщини. З рис. 3–4 бачимо, що врахування контакту
берегiв трiщини призводить до зменшення КIМ, нiж без урахування контакту її
берегiв.
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Рис. 4. Графiк KIМ вiд вiдносної вiдстанi ϵ трiщини до шайби при рiзних
значеннях ρ = M∞

x /M∞
y

На рис. 5 зображено графiк критичного моменту, при якому пластина почне
руйнуватися [7],

M̃ =
M∞

y

2h2

√
πl

2γ∗E
=

(
k21 +

3(1 + υ)

3 + υ
K2

1

)−1/2

,

у точках a1, a2 (рис. 5а) та у точках b1, b2 (рис. 5б), γ∗ — густина ефективної
поверхневої енергiї матерiалу.

Рис. 5. Графiчна залежнiсть критичного моменту вiд вiдносної вiдстанi ϵ трiщини
до шайби при рiзних значеннях ρ = M∞

x /M∞
y

Штриховими лiнiями позначено кривi, отриманi без урахування контакту
берегiв трiщин, а суцiльними — з урахуванням контакту їх берегiв. Рис. 5
побудовано при λ = l/R = 1, крива 1 отримана при ρ = 1, крива 2 — при
ρ = 3, крива 3 — при ρ = 5.
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TWO-SIDED BENDING OF A PLATE WITH AN
ABSOLUTELY HARD DISK AND TWO RADIAL

CRACKS WITH STRIP CONTACT OF THEIR EDGES
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The problem of two-sided bending of an isotropic plate containing an abso-
lutely rigid disk and two radial cracks is investigated with allowance for strip
contact of the crack faces. Using the theory of functions of a complex variable
and complex potentials, the solution of the problem is reduced to a system of
singular integral equations. The resulting system is solved numerically by the
method of mechanical quadratures. A numerical analysis of the contact forces
between the crack faces, as well as the stress and moment intensity factors, is
carried out.

Key words: Сrack, bending, disk, isotropic plate, contact, complex poten-
tials, linear conjugation problems, contact force, intensity coefficients.
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