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У статтi розв’язано задачу про згин безмежної iзотропної пластини з
пружним диском з iншого матерiалу та довiльно розташованою наскрiзною
прямолiнiйною трiщиною у диску. Береги трiщини вiльнi вiд зовнiшнього
навантаження, а на межi диска та пластини виконуються умови iдеального
механiчного контакту. Припускається, що пiд дiєю рiвномiрно розподiле-
них згинальних моментiв на нескiнченностi береги трiщини контактують
по областi сталої ширини (смуговий контакт) на верхнiй основi пласти-
ни по всiй довжинi трiщини. Розв’язок подано у виглядi розв’язкiв двох
взаємопов’язаних задач: задачi згину пластини на основi класичної теорiї
згину пластин та плоскої задачi. З використанням методiв теорiї функцiй
комплексної змiнної та комплексних потенцiалiв Колосова-Мусхелiшвiлi
побудовано задачi лiнiйного спряження, якi розв’язанi аналiтично. Отри-
мано систему сингулярних iнтегральних рiвнянь вiдносно стрибкiв перемi-
щень у плоскiй задачi та стрибкiв кутiв повороту у задачi згину на берегах
трiщини. Система розв’язана методом механiчних квадратур. Проведено
числовий аналiз задачi, побудовано графiки контактних зусиль i коефiцi-
єнтiв iнтенсивностi зусиль та моментiв при рiзних параметрах задачi.

Ключовi слова: трiщина, згин, пружний диск, iзотропна пластина, кон-
такт, комплекснi потенцiали, задачi лiнiйного спряження, контактне зуси-
лля, коефiцiєнти iнтенсивностi.
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1. Вступ

Пластинчастi конструктивнi елементи можуть мiстити круглi включення,
у яких пiд час експлуатацiї можуть утворюватися трiщини, що суттєво знижує
допустиме навантаження на конструкцiю. З фiзичної точки зору очевидно, що за
згину пластини береги трiщин контактуватимуть. Тому розробка методiв оцiнки
напружено-деформованого стану пластин iз трiщинами, береги яких контактують
за згину, є важливою науково-технiчною проблемою прикладної математики.

У працях [1–4] з використанням класичної теорiї згину пластин дослiджено
напружено-деформований стан пластин iз трiщинами при згинi пластини у при-
пущеннi, що береги трiщини контактують по лiнiї вздовж усiєї довжини трiщини
на верхнiй поверхнi пластини (лiнiйний контакт). Експериментальнi дослiдження
контакту берегiв трiщини при згинi пластини проведено у роботi [5]. Аналiтичний
розв’язок задачi про згин пластини з наскрiзною трiщиною, береги якої контактують
по висотi пластини наведено у статтях [6,7]. Напружено-деформований стан для за-
дачi згину безмежної пластини з круглим отвором або абсолютно жорстким круглим
включенням та прямолiнiйними трiщинами за смугового контакту їхнiх берегiв роз-
глянуто у [8–10]. Дослiдження напружено-деформованого стану тiл з мiжфазними
трiщинами з зонами контакту проведено у роботах [11, 12]. Вплив контакту берегiв
термоiзольованої мiжфазної трiщини на напружено-деформований стан при термо-
механiчному навантаженнi дослiджено у [13]. Тому задачi згину пластин з отворами,
включеннями та трiщинами, береги яких контактують, є актуальними.

У цiй статтi дослiджується задача про згин нескiнченної iзотропної пластини
з пружним круглим включенням-диском, послабленим прямолiнiйною наскрiзною
трiщиною, береги якої гладко контактують по областi сталої ширини вздовж усiєї
довжини трiщини на верхнiй основi пластини.

2. Формулювання задачi.

Нехай безмежна iзотропна пластина завтовшки 2h мiстить пружний диск радi-
уса R та наскрiзну прямолiнiйну трiщину завдовжки 2l у ньому. Виберемо декартову
систему координат Oxy у серединнiй площинi пластини з початком у центрi диска.
У цiй площинi введемо полярну систему координат (R, θ) з полюсом у точцi O та
полярною вiссю Ox. Центр трiщини розмiщений у точцi O1 з координатами (x0, 0)
на осi Ox. У точцi O1 виберемо початок декартової системи координат O1x1y1, яка
буде пов’язана трiщиною, направивши вiсь O1x1 по нiй, причому вiсь O1x1 утворює
кут 90◦ з вiссю Ox (див. рис. 1). На нескiнченностi пластина згинається рiвномiрно
розподiленими моментами M∞

x i M∞
y . Через S+(S1) позначимо область всерединi

диска, а через S−(S2) — ззовнi; через L1 — лiнiю, на якiй розмiщена трiщина, а
через L — колову межу диска.

Тут i надалi iндекс j набуває значень 1 i 2, де j = 1 вiдповiдає диску (область
S1), j = 2 — пластинi (область S2).

Припустимо, що за такого навантаження береги трiщини контактуватимуть по
областi сталої ширини h1 на верхнiй основi пластини по всiй довжинi трiщини (сму-
говий контакт). Враховуючи це, розв’язок шукатимемо у виглядi розв’язкiв двох
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взаємопов’язаних задач: задачi згину пластини на основi теорiї Кiрхгофа-Лява та
плоскої задачi.

На межi диска та пластини виконуються умови iдеального механiчного конта-
кту:

Pr1 = Pr2, Mr1 = Mr2, w1 = w2,
∂w1

∂r
=

∂w2

∂r
на L, (1)

σ(1)
rr = σ(2)

rr , σ
(1)
rθ = σ

(2)
rθ , u

(1)
rP = u

(2)
rP , u

(1)
θP = u

(2)
θP на L, (2)

де Prj — узагальнена в сенсi Кiрхгофа перерiзувальна сила, Mrj — згинальний мо-
мент, wj — прогин j-ої частини; σ(j)

rr i σ(j)
rθ — компоненти тензора напружень, u(j)

rP i
u
(j)
θP — компоненти вектора перемiщень у плоскiй задачi в полярнiй системi коорди-

нат (r, θ).

Рис. 1. Безмежна пластина з пружною шайбою та трiщиною у нiй.

Крайовi умови смугового контакту берегiв трiщини [7]:

P± = 0, M±
y1

= δhN1, τ
±
Πx1y1

= 0, σ±
Πy1y1

= −N1

2h
, δ = 1− γ

3
, x1 ∈ L1, (3)

∂[vΠ]

∂x1
+ αh

[
∂2w

∂x1∂y1

]
= 0, α =

1

2

(
1 + (1− γ)2

)
, γ =

h1

h
, x1 ∈ L1, (4)

де N1 — контактне зусилля мiж берегами трiщини, h1 — висота областi контакту бе-
регiв трiщини, w – прогин пластини, σΠy1y1 i τΠx1y1 — компоненти тензора напружень
у декартовiй системi координат, vΠ — компонента вектора перемiщень; [f ] = f+−f−,
знаками “+” i “−” позначенi граничнi значення функцiй при прямуваннi точки пло-
щини до трiщини при y1 → ±0.

3. Розв’язок задачi.

З використанням теорiї функцiй комплексної змiнної, комплексних потенцiалiв
плоскої задачi та задачi згину пластини [9,14], задовольняючи крайовi умови (1)–(4),
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розв’язок задачi зведений до задач лiнiйного спряження, розв’язавши якi, отримано
систему сингулярних iнтегральних рiвнянь вiдносно невiдомих стрибкiв перемiщень
g′1(t) та стрибкiв кутiв повороту Q1(t) на берегах трiщини, яка набуде вигляду∫

L1

(
L(t, x1)g

′
1(t) + L(1)(t, x1)Re (g

′
1(t)) +M(t, x1)g′1(t)

)
dt = N(x1), x1 ∈ L1, (5)

∫
L1

(
R(t, x1)Q1(t) + L̃(1)(t, x1)ReQ1(t) + S(t, x1)Q1(t)

)
dt+

+H(x1) = My1
(x1), x1 ∈ L1,

(6)

де

L(t, x1) = −h · i
π

{(
1− R2

X
2

)
· A4

T
+

1

T −X
− 1

T −X
− A3R

2

X
2 · X

XT −R2
−

−A4 ·
(

T

XT −R2
+

(
1− R2

X
2

)(
R2

T
− T

)
· R2

(XT −R2)2
+

+

(
X − R2

X

)
·
(
R2

T
− T

)
· 2R2T

(XT −R2)3

)}
,

L(1)(t, x1) = − 2A4ht

πR2(1−A4)

(
2A4 − (A4 − 1)

R2

X
2

)
,

M(t, x1) = −h · i
π

{
A4

T
+

1

T −X
− T −X

(T −X)2
−A4×

×
((

R2

T
− T

)
R2

XT −R2
+

(
1− R2

X
2

)
T

XT −R2
+

(
X − R2

X

)
T 2
k

(XT −R2)2

)}
,

R(t, x1) = − i

2πµ̃∗
1

{
−κ̃∗

1

(
1

T −X
− κ̃∗

1(µ̃1 − µ̃2)T

Ã1(XT −R2)

)
− µ̃1 − µ̃2

Ã1

(
1

T
−

(
R2

T
− T

)
×

× R2

(TX −R2)2

)
+

2(µ̃1 − µ̃2)R
2TX

Ã1(TX −R2)3

(
R2

T
− T

)
− R2

X
2

{
(µ̃1κ̃2 − µ̃2κ̃1)X

Ã2(TX −R2)
+

+
µ̃1 − µ̃2

Ã1

(
R2(2TX −R2)

(TX −R2)3

(
R2

T
− T

)
− 1

T

)
− κ̃∗

1

T −X

}}
,

S(t, x1) = − κ̃∗
1 · i

2πµ̃∗
1

{
µ̃2 − µ̃1

Ã1

(
R2

(TX −R2)2

(
R2

T
− T

)
− 1

T

)
+

1

κ̃∗
1(T −X)

−

− (µ̃1 − µ̃2)T

Ã1(TX −R2)
+

T

(T −X)2
+

(µ̃1 − µ̃2)R
2

Ã1X
2

(
TX

TX −R2
+ 1

)
· κ̃∗

1

TX −R2
+

+X

(
1

(T −X)2
+

κ̃∗
1(µ̃1 − µ̃2)T

2

Ã1(TX −R2)2

)}
,

L̃(1)(t, x1) =
t

2πµ̃∗
1R

2

{
D̃31(1− κ̃∗

1)−
R2

X
2 D̃51

)
,

H(x1) =
1

µ̃∗
1

{
Γ2

(
B̃51(1− κ̃∗

1)−
R2

X
2 B̃91

)
+ Γ′

2B̃61

}
,
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A1 = µ1 + µ2κ1, A2 = µ2 + µ1κ2, Ã3 = (µ1κ2 − µ2κ1)/A2, Ã4 = (µ2 − µ1)/Ã1,

Ã1 = µ̃1 + µ̃2κ̃1, Ã2 = µ̃2 + µ̃1κ̃2, Ã4 = (µ2 − µ1)/Ã1, Ã5 = µ2(1 + κ̃1)/Ã1,

B̃3 =
Ã3/g̃ − 1

1− Ã4

, B̃4 =
Ã4(1− κ̃∗

1)

1− Ã4

, B̃5 =
Ã4(1 + κ̃∗

1)

1 + Ã4

, g̃ = − Ã1

Ã2

, B̃21 =
µ̃2 − µ̃1

A1
,

B̃31 = µ̃1(1 + κ̃2)/A1, B̃41 = µ̃1(1 + κ̃2)/Ã1, B̃51 = B̃31 + B̃21B̃3, D̃31 = B̃21B̃4,

B̃61 = µ̃1(1 + κ̃2)/Ã2, B̃71 = (µ̃2 + µ̃1κ̃2)/Ã2, B̃91 = B̃51 − B̃71B̃3, µ̃
∗
j = µ̃j ,

D̃51 = B3(B̃21 − B̃71) + B̃41, X = x0 + x1 · i, T = x0 + t · i, κj =
3− νj
1 + νj

,

Γ2 = −
M∞

x +M∞
y

4D2(1 + ν2)
, Γ′

2 =
M∞

x −M∞
y

2D2(1− ν2)
, D2 =

2E2h
3

3(1− ν22)
, κ̃∗

j = κ̃j =
3 + νj
1− νj

,

Q1(t) = Q11(t) + iQ12(t) = − i

1 + κ̃1

∂

∂x1

[
∂w

∂x1
+ i

∂w

∂y1

]
,

g′1(t) = g′11(t) + ig′12(t) =
2µ1

i(1 + κ1)

∂

∂x1

([
u
(1)
P

]
+ i

[
v
(1)
P

])
,

Q11(t), Q12(t), g
′
11(t), g

′
12(t) — невiдомi дiйснi функцiї, µj = Ej/(2(1 + νj)), Ej i νj —

вiдповiдно модуль пружностi i коефiцiєнт Пуассона для j-ї областi.
З крайової умови (4) матимемо

g′11(x1) +
1 + κ̃1

(1 + κ1)(1 + ν1)
Q11(x1) = 0, x1 ∈ [−l, l]. (7)

Зазначимо, що мають виконуватися умови однозначностi прогину i кутiв по-
вороту нормалi до серединної поверхнi при обходi контуру трiщини, якi набувають
вигляду ∫

L1

Q1(t) = 0,

∫
L1

tImQ1(t)dt = 0. (8)

Таким чином, невiдомi функцiї g′1(t) i Q1(t) можуть бути визначенi з системи
сингулярних iнтегральних рiвнянь (5)–(8), яку будемо розв’язувати чисельно мето-
дом механiчних квадратур [14,15].

4. Числовий аналiз.

На рис. 2–4 наведенi графiчнi залежностi приведеного контактного зусилля
N∗ = hN/M∞

y мiж берегами трiщини вiд безрозмiрної координати ξ = x1/l при
γ = h1/h = 0.13, ν1 = ν2 = 0.3, ρ = M∞

x /M∞
y = 1.
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Рис. 2. Графiчна залежнiсть зведеного контактного зусилля мiж
берегами трiщини N∗ вiд ξ при рiзних значеннях β = lg(E1/E2).

Рис. 2 демонструє графiчну залежнiсть N∗(ξ) при X0 = x0/l = 1.5, λ = R/l = 3.
Крива 1 отримана при β = lg(E1/E2) = −1, крива 2 — при β = −0.2, крива 3 — при
β = −0, крива 4 — при β = 0.2, крива 5 — при β = 1. Бачимо, що при β > 0
контактне зусилля набуває максимального значення посерединi трiщини (ξ = 0), а
при β < 0 — на кiнцях трiщини (ξ = ±1).

Рис. 3. Графiчна залежнiсть зведеного контактного зусилля мiж
берегами трiщини N∗ вiд ξ при рiзних значеннях λ = R/l.

На рис. 3 зображено графiчну залежнiсть N∗(ξ) при X0 = x0/l = 0.5, β = −1
(лiворуч) та β = 1 (праворуч). Крива 1 отримана при λ = 1.2, крива 2 — при
λ = 1.5, крива 3 — при λ = 2, крива 4 — при λ = 3, крива 5 — при λ = 5. При β = −1
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максимальне значення контактного зусилля зменшується зi збiльшенням вiдносного
радiуса кругової межi λ = R/l.

Рис. 4. Графiчна залежнiсть зведеного контактного зусилля мiж
берегами трiщини N∗ вiд ξ при рiзних значеннях X0 = x0/l.

На рис. 4 подано графiчну залежнiсть N∗(ξ) при λ = 2, β = −0.1 (лiворуч)
та β = 0.1 (праворуч). Крива 1 отримана при X0 = x0/l = 0.5, крива 2 — при
X0 = 0.8, крива 3 — при X0 = 1, крива 4 — при X0 = 1.3, крива 5 — при X0 = 1.5.
При β = −0.1 величина контактного зусилля на кiнцях трiщини збiльшується, а при
β = 0.1 — зменшується.

Рис. 5 демонструє графiчнi залежностi коефiцiєнтiв iнтенсивностi моментiв i
зусиль вiд X0 при λ = 2. Кривi 1 побудованi при β = −2, кривi 2 — при β = −1,
кривi 3 — при β = −0.1, кривi 4 — при β = 0, кривi 5 — при β = 0.1, кривi 6 —
при β = 1, кривi 7 — при β = 2. Для вiд’ємних значень β коефiцiєнт iнтенсивностi
моментiв K1 збiльшується при наближеннi трiщини до межi шайби i пластини, а
для додатнiх — зменшується при зростаннi X0. При β = 0 отримуємо випадок згину
однорiдної пластини з однiєю прямолiнiйною трiщиною. Коефiцiєнт iнтенсивностi
зусиль k2 при додатнiх β додатнiй, а при вiд’ємних — вiд’ємний.
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Рис. 5. Графiчна залежнiсть коефiцiєнтiв iнтенсивностi моментiв
та зусиль вiд X0 при рiзних значеннях β = lg(E1/E2).

На рис. 6 подано графiчнi залежностi коефiцiєнтiв iнтенсивностi моментiв
K1, K2 i зусиль k2 вiд λ при X0 = 0.5. Вiдповiднiсть кривих 1–7 значенням β така
ж, як i для рис. 5. Для вiд’ємних значень β K1 i k2 збiльшуються при наближеннi
трiщини до межi шайби i пластини, а K2 — зменшується. Для додатнiх β K1 i k2
зменшуються при зростаннi X0, а K2 — збiльшується.
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Рис. 6. Графiчна залежнiсть коефiцiєнтiв iнтенсивностi моментiв
та зусиль вiд λ при рiзних значеннях β = lg(E1/E2).

На рис. 7 наведено графiчнi залежностi коефiцiєнтiв iнтенсивностi вiд β при
λ = 2. Кривi 1 побудованi при X0 = 0.1, кривi 2 — при X0 = 0.5, кривi 3 — при
X0 = 1, кривi 4 — при X0 = 1.3, кривi 5 — при X0 = 1.5. Бачимо, що K1 набуває
максимального значення при 0 < β < 0.5. При зростаннi X0 мiнiмальне значення
K2 зменшується.
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Рис. 7. Графiчна залежнiсть коефiцiєнтiв iнтенсивностi моментiв
та зусиль вiд β = lg(E1/E2) при рiзних значеннях X0

5. Висновки.

У цiй статтi вперше розв’язано задачу згину безмежної пластини з пружним
включенням-диском та довiльно розташованою прямолiнiйною трiщиною у цьому
включеннi за смугового контакту берегiв трiщини. Дослiджено вплив модулiв пру-
жностi матерiалiв пластини та включення на контактне зусилля мiж берегами трi-
щини та коефiцiєнти iнтенсивностi зусиль i моментiв у вершинах трiщини.

Якщо модулi пружностi матерiалу пластини та включення будуть однаковi
(β = 0), тодi отримаємо випадок однiєї iзольованої трiщини за смугового контакту її
берегiв у пластинi [6,7], а при β = γ = 0 отримаємо випадок однiєї iзольованої трiщи-
ни за лiнiйного контакту її берегiв [1,2]. Числовий аналiз показав, що обезрозмiренi
коефiцiєнти iнтенсивностi зусиль k∗1 = k1/(M

∞
y

√
l) i моментiв K∗

1 = K1/(M
∞
y

√
l)
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пов’язанi мiж собою залежнiстю k∗1/K
∗
1 = 3α(1 + ν1)/(3 + ν1), тому графiчнi зале-

жностi для коефiцiєнтiв iнтенсивностi зусиль k∗1 не наведенi.
У подальших наукових працях планується дослiдити напружено-деформований

стан пластини з пружним включенням та системою наскрiзних прямолiнiйних трi-
щин, якi розмiщенi як у пластинi, так i у пружному включеннi, за смугового конта-
кту їхнiх берегiв. На основi енергетичного критерiю руйнування планується визна-
чити величину максимального згинного навантаження, яке може бути прикладене
до такої пластини.
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BENDING OF A PLATE WITH AN ELASTIC DISK WEAKENED
BY A CRACK UNDER STRIP CONTACT OF THE CRACK

FACES
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The article addresses the problem of bending of an infinite isotropic plate
containing an elastic solid disk made of a different material and having an
arbitrarily located through rectilinear crack within the disk. The crack faces
are free of external loads, and ideal mechanical contact conditions are assumed
at the interface between the disk and the plate. It is further assumed that,
under uniformly distributed bending moments applied at infinity, the crack
faces come into contact over a region of constant width (strip contact) on
the upper surface of the plate along the entire crack length. The solution is
obtained by reducing the original formulation to two interrelated problems: the
plate-bending problem based on the classical plate theory and the correspondi-
ng plane elasticity problem. Using the methods of the theory of functions of
a complex variable and the Kolosov–Muskhelishvili complex potentials, linear
conjugation problems are formulated and solved analytically. A system of si-
ngular integral equations is derived for the displacement jumps in the plane
problem and for the rotation-angle jumps in the bending problem along the
crack faces. The system is solved using the method of mechanical quadratures.
Numerical analysis is performed, and plots of the contact forces as well as the
intensity factors of forces and moments are presented for various parameters.

Key words: crack, bend, elastic disk, isotropic plate, contact, complex
potentials, linear conjugation problems, contact force, intensity coefficients.
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