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СУМIШ НАПIВМАРКОВСЬКИХ ВИПАДКОВИХ ЕВОЛЮЦIЇ
В НЕЛIНIЙНIЙ АПРОКСИМАЦIЇ
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Дана робота присвячена дослiдженню сумiшi напiвмарковських випад-
кових еволюцiй. Розглядаються два напiвмарковськi випадковi процеси в
масштабi часу t

g(ε)
з нелiнiйним множником нормування g(ε) → 0 при

ε → 0. Для даного процесу побудовано матричнозначнi випадковi ево-
люцiї. Знайдено границю умовного матемаичного сподiвання випадкової
еволюцiї для сумiшi напiвмарковських процесiв.

Ключовi слова: напiвмарковський процес, випадкова еволюцiя, су-
мiш, багатовимiрне рiвняння вiдновлення, нелiнiйний множник нормуван-
ня, процес Маркова.

Розглянемо напiвмарковськi процеси x1(
t

g(ε) ) та x2(
t

g(ε) ), t > 0, де g(ε) → 0 при
ε → 0 в масштабi часу t

g(ε) з нелiнiйним множником нормування g(ε). [1]
Нехай процес x1(

t
g(ε) ) протiкає з iмовiрнiстю p1, а процес x2(

t
g(ε) ) з iмовiрнiстю

p2, де p1 + p2 = 1. Тодi побудуємо випадковий процес, який буде сумiшшю даних
напiвмарковських процесiв

x

(
t

g(ε)

)
= p1 x1

(
t

g(ε)

)
+ p2 x2

(
t

g(ε)

)
.

Нехай E = {1, 2, . . . ,m} — множина станiв, а τ — момент першого стрибка. Тодi
цей процес задається напiвмарковською матрицею

F ε
ij(t) = P

{
x(τ) = j, τ ≤ t

g(ε)

∣∣∣∣ x(0) = i

}
, i, j ∈ E, t ≥ 0.

Функцiя F ε
ij(t) — неспадна, причому F ε

ij(0) = 0 та F ε
ij(∞) = 1.

Нехай виконуються наступнi умови
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1. Iснує границя

Fij(t) = lim
ε→0

F ε
ij

(
t

g(ε)

)
.

2. Середнiй час перебування в кожному зi станiв рiвномiрно iнтегровний:

sup
ε

∫ ∞

T

t F ε
i (dt) −→ 0, T → ∞,

де Fi(t) — негратчастi функцiї розподiлу моменту першого стрибка.
3. Ланцюг Маркова, вкладений у граничний процес x(t), є розкладним.
Побудуємо сiм’ю випадкових матричнозначних еволюцiй [4]

N

(
t

g(ε)

)
=



Γx0

(
t

g(ε)

)
0 ⩽ t

g(ε) < τ1

Γx0
(τ1) · Λx1

(g(ε)) · Γx1

(
t

g(ε) − τ1

)
τ1 ⩽ t

g(ε) < τ2
...

...
Γx0

(τ1) · Λx1
(g(ε)) · Γx1

(τ2 − τ1) · . . . ·
Λxn

(g(ε)) · Γxn

(
t

g(ε) − τn

)
τn ⩽ t

g(ε) < τn+1

...
...

В заданiй еволюцiї {Γxt
( t
g(ε) ) | xt ∈ E, t ⩾ 0} — сiм’я рiвномiрно неперервних

напiвгруп додатних стисних операторiв в Rd. Цi оператори визначають неперерв-
ну складову випадкових еволюцiй напiвмарковського процесу x( t

g(ε) ) на промiжках
сталостi [τn; τn+1). Стрибки випадкової еволюцiї визначаються лiнiйними стисними
операторами {Λxt

(g(ε)) | xt ∈ E} в моменти вiдновлення τn.
Нехай виконуються такi умови:
1. Iснує границя

lim
ε→0

Λ(g(ε)) = I

за нормою оператора для кожного i ∈ E;
2. Iснує границя

lim
ε→0

Γi

(
t

g(ε)

)
= Γi(t)

за нормою оператора для кожного i ∈ E;
3. Iснує iнтеграл ∫ ∞

0

(Γi(u)− I)Fi(du) · 1 =
−→
0

для кожного i ∈ E;
4. Для кожного i, j ∈ E∑

i∈E

p
(s)
i · −→1 ·

∫ ∞

0

(Γi(u)− I)Fij(du) =
−→
0 .
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Теорема 1. Нехай виконуються умови 1–4 та iснує нормуючий множник g(ε) → 0
при ε → 0 i ненульова матриця C, сумiш напiвмарковських процесiв

x

(
t

g(ε)

)
= p1 · x1

(
t

g(ε)

)
+ p2 · x2

(
t

g(ε)

)
Тодi iснує границя умовного математичного сподiвання

E

{
N

(
t

g(ε)

)
, x

(
t

g(ε)

)
= j | x(0) = i

}
→ csk(t) ·

p
(k)
j

π(k)
· [−→1 ⊗−→

1 ] · Ej

{∫ τ

0

Γj(u)du

}
,

де csk =
[
etC
]
sk

,

π(k) =
∑

i,j∈Ek

p
(k)
i ·

(
−→
1 ·
∫ ∞

0

tΓi(t)Fij(dt),
−→
1

)
.

Доведення. Позначимо

Ei(N(t), x(t) = j) = E(N(t), x(t) = j | x(0) = i).

За формулою повної ймовiрностi

Ei(N(t), x(t) = j) = Ei(N(t), x(t) = j, t < τ) +

∫ τ

0

Ei(N(t), x(t) = j, τ ∈ du),

де τ — момент першого стрибка напiвмарковського процесу x(t).
Розглянемо iнтеграл∫ t

0

Ei(N(t), x(t) = j, τ ∈ du) =

d∑
l=1

∫ t

0

Ei(N(t), x(t) = j, x(τ) = l, τ ∈ du) =

=

d∑
l=1

∫ t

0

Pi(x(τ) = l, τ ∈ du) · Ei(N(t), x(t) = j | x(u) = l, τ = u) =

=

d∑
l=1

∫ t

0

Fil(du)Γi(u)ΛlEl(N(t− u), x(t− u) = j).

Отже, Ei(N(t), x(t) = j) є розв’язком багатовимiрного рiвняння вiдновлення

Xij(t) = Aij(t) +

m∑
i=1

Kil ·Xij(t),

де
Xij(t) = Ei(N(t), x(t) = j),

Aij(t) = Ei(N(t), x(t) = j, t < τ) = aijΓi(t)Pi(t < τ),

Kij(dt) = Ei(N(t), x(τ) = j, τ ∈ dt) = Fij(dt)Γi(t)Λj .

Величини Xij(t), Aij(t),Kij(t) — матрицi розмiрностi d×d. Розглянемо функцiї
Aij(

t
g(ε) ). Тодi ∥∥∥∥Aij

(
t

g(ε)

)∥∥∥∥ ⩽ Pi

{
t

g(ε)
< τ

}
= 1− Pi

(
t

g(ε)

)
.
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Оцiнимо ряд
∞∑
k=0

sup
k⩽t⩽k+1

∥∥∥∥Aij

(
t

g(ε)

)∥∥∥∥ ⩽
∞∑
k=0

(
1− F

(
k

g(ε)

))
⩽
∫ ∞

0

(
1− F

(
k

g(ε)

))
dt < ∞.

Отже, при g(ε) → 0 ряд
∞∑
k=0

sup
k⩽t⩽k+1

∥∥∥∥Aij

(
t

g(ε)

)∥∥∥∥
рiвномiрно збiгається за ε. Далi потрiбно довести, що сiм’я функцiй Aij(

t
g(ε) ) рiвно-

мiрно безпосередньо iнтегровна за Рiманом. Розглянемо таку оцiнку

sup
kh⩽t⩽kh+h

∥∥∥∥Aij

(
t

g(ε)

)∥∥∥∥− inf
kh⩽t⩽kh+h

∥∥∥∥Aij

(
t

g(ε)

)∥∥∥∥ ⩽

⩽ sup
kh⩽t⩽u⩽kh+h

∥∥∥∥Aij

(
u

g(ε)

)
−Aij

(
t

g(ε)

)∥∥∥∥ .
Позначимо

w(h) = sup
ε

sup
0⩽u−t⩽h

∥∥∥∥Aij

(
u

g(ε)

)
−Aij

(
t

g(ε)

)∥∥∥∥ .
Тодi

w(h) = sup
ε

sup
0⩽u−t⩽h

∥∥∥∥Γi

(
u

g(ε)

)
· Pij{t < τ}

∥∥∥∥ ⩽

⩽ sup
ε

sup
0⩽u−t⩽h

∥∥∥∥Γi

(
u

g(ε)
− t

g(ε)
− I

)∥∥∥∥ · Pij{t < τ} ⩽

⩽ sup
ε

∥∥∥∥Γi

(
h

g(ε)
− I

)∥∥∥∥→ 0

при h → 0. Зафiксуємо T > 0 i розглянемо наступну рiзницю

sup
ε

(
h ·

∞∑
k=0

sup
kh⩽t⩽u⩽kh+h

∥∥∥∥Aij

(
u

g(ε)

)
−Aij

(
t

g(ε)

)∥∥∥∥
)

=

= sup
ε

h ·

[Th ]∑
k=0

sup
kh⩽t⩽u⩽kh+h

∥∥∥∥Aij

(
u

g(ε)

)
−Aij

(
t

g(ε)

)∥∥∥∥+
+

∞∑
[Th ]

sup
kh⩽t⩽u⩽kh+h

∥∥∥∥Aij

(
u

g(ε)

)
−Aij

(
t

g(ε)

)∥∥∥∥

 ⩽

⩽ h · T
h
· w(h) + 2 sup

ε

∑
kh>T

Pi{kh+ h < τ} ⩽

⩽ T · w(h) + 2 sup
ε

∫ ∞

T

(
1− Fi

(
t

g(ε)

))
dt → 0
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при h → 0, g(ε) → 0, ε → 0. Звiдки й отримуємо рiвномiрну безпосередню iнтегров-
нiсть. Iснує такий нелiнiйний множник нормування g(ε) → 0 та матриця C, що

Xij

(
t

g(ε)

)
→
[
etC
]
sk

· 1

π(k)
·
(
1⃗⊗ v⃗(k) ·

∫ ∞

0

Aij(u)du

)
при g(ε) → 0, i ∈ Es, j ∈ Ek.

Оскiльки,

x

(
t

g(ε)

)
= p1 · x1

(
t

g(ε)

)
+ p2 · x2

(
t

g(ε)

)
,

то

p1·x1ij

(
t

g(ε)

)
+p2·x2ij

(
t

g(ε)

)
→ Xij

(
t

g(ε)

)
→
[
etC
]
sk
· 1

π(k)
·
(
1⃗⊗ v⃗(k) ·

∫ ∞

0

Aij(u)du

)
.

Тодi

π(k) =

(
v⃗(k) ·

∫ ∞

0

tKkdt, 1⃗

)
=

∑
i,j∈Eij

p
(k)
i ·

(
1⃗ ·
∫ ∞

0

tΓi(t)Fij(dt), 1⃗

)
,

де v⃗ — лiвий власний вектор матрицi K для її максимального власного значення 1.
Враховуючи, що

Aij(t) = aijΓi(t)Pi(t < τ),

отримуємо

Xij

(
t

g(ε)

)
→
[
etC
]
sk

· 1
π(k) ·

(
1⃗⊗ v⃗(k) ·

∫∞
0

Γj(u)Pj{u < τ}du
)
=

= csk(t) ·
p
(k)
j

π(k) · [⃗1⊗ 1⃗] · Ej

{∫ τ

0
Γj(u)du

}
.

Отже,

E

{
N

(
t

g(ε)

)
, x

(
t

g(ε)

)
= j | x(0) = i

}
→ csk(t) ·

p
(k)
j

π(k)
· [⃗1⊗ 1⃗] · Ej

{∫ τ

0

Γj(u)du

}
при g(ε) → 0. □

В результатi доведено теорему та знайдемо границю умовного математичного
сподiвання сумiшi випадкової еволюцiї з нелiнiйним множником нормування.
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This article is devoted to the study of a mixture of semi-Markov random
evolutions. Two semi-Markov random processes are considered on the time
scale t

g(ε)
with a nonlinear normalization factor g(ε) → 0 as ε → 0. For

these processes, matrix-valued random evolutions are constructed. The limit of
the conditional expectation of the random evolution for the mixture of semi-
Markov processes is obtained.

Key words: semi-Markov process, stochastic evolution, mixture, multiva-
riate renewal equation, nonlinear normalization factor, Markov process.


