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Розглянуто нелiнiйнi параболiчнi системи зi змiнними показниками не-
лiнiйностi. Доведено теорему єдиностi узагальненого розв’язку мiшаної за-
дачi для цiєї системи.
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система, узагальнений простiр Лебега, змiнний показник нелiнiйностi.

1. Вступ

Нехай n ∈ N — фiксоване число, Ω ⊂ Rn — обмежена область з межею ∂Ω ⊂ C1,
Qt1,t2 = Ω × (t1, t2), де 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , Ωτ = {(x, t) | x ∈ Ω, t = τ}, де τ ∈ [0, T ].
Розглянемо задачу знаходження функцiї u = col(u1, . . . , un) : Q0,T → Rn, функцiй
π : Q0,T → R та θ : Q0,T → R, що задовольняють такi спiввiдношення:

ut −A∆u+G |u|q(x,t)−2u+

∫
Ω

Z(x, t, y)u(y, t)dy +

+B θ +∇π = F (x, t) в Q0,T , (1)

divu = 0 в Q0,T , (2)

θt − a∆ θ + (B, u)Rn = f(x, t) в Q0,T , (3)∫
Ω

π(x, t)dx = 0 в (0, T ), (4)

u|Σ0,T
= 0, (5)

θ|Σ0,T
= 0, (6)

u|t=0 = u0(x) в Ω, (7)
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θ|t=0 = θ0(x) в Ω, (8)

де ∆u := ∂2u
∂x2

1
+ . . .+ ∂2u

∂x2
n

— лапласiан u; divu := ∂u1

∂x1
+ . . .+ ∂un

∂xn
— дивергенцiя u;

∇π = ( ∂π
∂x1

, . . . , ∂π
∂xn

) — градiєнт π; A,G, a > 0 — фiксованi числа; Z — матриця-
функцiя порядку n; B,B ∈ Rn — деякi вектори; q = q(x, t) — змiнний показник
нелiнiйностi.

Системи Нав’є-Стокса з постiйними показниками нелiнiйностi дослiджуються в
[1], [2], [3] (див. також наведену там лiтературу). Параболiчнi системи Стокса та iншi
рiвняння зi змiнними показниками нелiнiйностей дослiджено в [4], [5], [6]. Системи
Бусiнеска для рiвнянь Нав’є-Стокса з постiйними показниками нелiнiйностi вивчено,
наприклад, у [7], [8]. Системи Стокса з постiйними та змiнними показниками нелi-
нiйностей дослiджено в наших попереднiх працях [9], [10]. Системи Бусiнеска-Стокса
зi змiнними показниками нелiнiйностi дослiджено, мабуть, вперше.

2. Формулювання задачi i основних результатiв

Спершу введемо потрiбнi нам позначення. Норму банахового простору B по-
значимо через ∥ · ;B∥. Нехай O = Ω або O = Q0,T , L0(O) — множина вимiрних за
Лебегом функцiй v : O → R, s ∈ N, p ∈ [1,∞], Lp(O) — стандартний простiр Лебега,
Hs(Ω) та Hs

0(Ω) — стандартнi простори Соболєва,

B+(O) := {q ∈ L∞(O) | ess inf
y∈O

q(y) > 0}. (9)

Для кожної функцiї q ∈ B+(O) через q0, q
0 визначимо числа

q0 := ess inf
y∈O

q(y), q0 := ess sup
y∈O

q(y), (10)

а через Sq — функцiю
Sq(s) := max{sq0 , sq

0

}, s ≥ 0. (11)

Якщо q ∈ B+(O) та q0 > 1, то визначимо q′ ∈ B+(O) так

q′(y) :=
q(y)

q(y)− 1
майже для всiх (м.д.в.) y ∈ O. (12)

Зауважимо, що 1
q(y) +

1
q′(y) = 1, y ∈ O.

Нехай q ∈ B+(O) та q0 ≥ 1. Узагальненим простором Лебега Lq(y)(O) називають
лiнiйний простiр функцiй v ∈ L0(O), для яких виконується нерiвнiсть

ρq(v;O) :=

∫
O

|v(y)|q(y)dy < +∞. (13)

Розглядатимемо Lq(y)(O) з нормою Люксембурга

∥v;Lq(y)(O)∥ := inf{λ > 0 | ρq(v/λ;O) ≤ 1}. (14)

Коли q0 > 1, то Lq(y)(O) є рефлексивним сепарабельним банаховим простором (див.
[11, c. 599, 600, 604]). Узагальненi простори Лебега було введено В. Орлiчем у [12].
Властивостi таких просторiв дослiджено, зокрема, у [11], [13], [14], [15].

Аналогiчно як в [16, с. 24] визначимо множину

P log(O) := {p ∈ B+(O) | p — глобально log-неперервна
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за Гельдером, p0 ≥ 1}. (15)

Для кожної функцiї u ∈ L1(Q0,T ) = L1(0, T ;L1(Ω)) маємо, що u(·, t) ∈ L1(Ω),
t ∈ (0, T ). Для зручностi писатимемо просто u(t) замiсть u(·, t). Нехай s ∈ N,

(u, v)Ω :=


∫
Ω

(u(x), v(x))Rndx, u = col(u1, . . . , un), v = col(v1, . . . , vn) : Ω → Rn,∫
Ω

u(x)v(x)dx, u, v : Ω → R.
(16)

Розглянемо простiр Соболєва [Hs(Ω)]n зi скалярним добутком

((u, v))s :=

n∑
i=1

(ui, vi)Hs(Ω), u, v ∈ [Hs(Ω)]n. (17)

Нехай D := [D(Q0,T )]
n — простiр основних функцiй,

Y1 := H1
0 (Ω), U1(Q0,T ) := L2(0, T ;Y1). (18)

Нехай множини соленоїдальних функцiй (функцiй, для яких виконується умова не-
стискуваностi divu = 0)

Cdiv := {u ∈ [C∞
0 (Ω)]n | divu = 0}, (19)

Xq — замикання Cdiv в [Lq(Ω)]n, H := X2, (20)

Zs — замикання Cdiv в [Hs(Ω)]n, (21)

розглядаються, зокрема, з нормами

∥h;Xq∥ := ∥h; [Lq(Ω)]n∥ =

n∑
l=1

∥hl;L
q(Ω)∥, h = col(h1, . . . , hn) ∈ Xq,

та ∥z;Zs∥ :=
√
((z, z))s, z = col(z1, . . . , zn) ∈ Zs, вiдповiдно. Аналогiчно як в [17,

с. 7] визначимо множину

Ddiv := {u ∈ D | divu = 0}. (22)

Зрозумiло, що простiр соленоїдальних основних функцiй Ddiv є пiдмножиною D.
Простори лiнiйних неперервних функцiоналiв над просторами D та (22) позначимо
D∗ та D∗

div вiдповiдно.
Припустимо, що виконуються позначення

V (t) := Z1 ∩ [Lq(x,t)(Ω)]n, t ∈ [0, T ], (23)

U(Q0,T ) := L2(0, T ;Z1) ∩ [Lq(x,t)(Q0,T )]
n, (24)

W (Q0,T ) := {u ∈ U(Q0,T ) | ut ∈ [U(Q0,T )]
∗}. (25)

Нехай виконуються такi умови.
(A): A,G, a > 0; B,B ∈ Rn;
(Q): q ∈ P log(Q0,T ) (див. (15)) та q0 ≥ 2 (див. (10));
(E): Z — квадратна матриця порядку n з елементами з L∞(Q0,T × Ω);
(F): F ∈ L2(0, T ;H), f ∈ L2(Q0,T );
(U): u0 ∈ H, θ0 ∈ L2(Ω).
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Визначимо оператори A1 : Y1 → Y ∗
1 , A2 : Z1 → Z∗

1 ,
A1 : U1(Q0,T ) → [U1(Q0,T )]

∗ та A2 : L
2(0, T ;Z1) → L2(0, T ;Z∗

1 ) так:

⟨A1ξ, η⟩Y1
:=

∫
Ω

a

n∑
i=1

ξxi
(x)ηxi

(x)dx, ξ, η ∈ Y1; (26)

⟨A2z, w⟩Z1
:=

∫
Ω

A

n∑
i=1

(
zxi

(x), wxi
(x)
)
Rn

dx, z, w ∈ Z1; (27)

⟨A1u, v⟩U1(Q0,T ) :=

T∫
0

⟨A1u(t), v(t)⟩Y1
dt, u, v ∈ U1(Q0,T ); (28)

⟨A2u, v⟩L2(0,T ;Z1) :=

T∫
0

⟨A2u(t), v(t)⟩Z1dt, u, v ∈ L2(0, T ;Z1). (29)

Також введемо такi оператори:

(N(t)z)(x) := g(x, t)|z(x)|q(x,t)−2z(x), (30)

z = z(x), x ∈ Ω, t ∈ (0, T );

(Nu)(x, t) :=
(
N(t)u(t)

)
(x) = g(x, t)|u(x, t)|q(x,t)−2u(x, t), (31)

u = u(x, t), (x, t) ∈ Q0,T ;

(E(t)z)(x) :=

∫
Ω

Z(x, t, y)z(y)dy, (32)

z = z(x), x ∈ Ω, t ∈ (0, T );

(Eu)(x, t) :=
(
E(t)u(t)

)
(x) =

∫
Ω

Z(x, t, y)u(y, t)dy, (33)

u = u(x, t), (x, t) ∈ Q0,T .
Використовуватимемо позначення (16) i оператори S(t) : V (t) → [V (t)]∗ та

S : U(Q0,T ) → [U(Q0,T )]
∗, якi визначимо так:

⟨S(t)z, w⟩V (t) := ⟨A2z, w⟩Z1
+

+ (N(t)z, w)Ω + (E(t)z, w)Ω, z, w ∈ V (t), t ∈ (0, T ); (34)

⟨Su, v⟩U(Q0,T ) := ⟨A2u, v⟩L2(0,T ;Z1) +

+

∫
Q0,T

[
(Nu)(x, t) + (Eu)(x, t)

]
v(x, t)dxdt, u, v ∈ U(Q0,T ). (35)

Дамо означення розв’язку нашої задачi. Нехай

χ0,τ (t) =

{
1, t ∈ [0, τ ];

0, t /∈ [0, τ ],
τ ∈ (0, T ], (36)

s ∈ N, s ≥ n
(1
2
− 1

q0

)
, h = min

{
2,

q0

q0 − 1

}
. (37)
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Означення 1. Трiйка функцiй {u, π, θ} називається узагальненим розв’язком за-
дачi (1)–(8), якщо

u ∈ W (Q0,T ) ∩ C([0, T ];Z∗
s ), π ∈ W−1,h(0, T ;Lh(Ω)),

θ ∈ U1(Q0,T ) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), θt ∈ [U1(Q0,T )]
∗;

для всiх z ∈ U(Q0,T ), v ∈ U1(Q0,T ) та τ ∈ (0, T ] виконуються рiвностi

⟨ut, χ0,τz⟩U(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
A

n∑
i=1

(uxi
, zxi

)Rn + (Nu, z)Rn + (Eu, z)Rn +

+ θ(B, z)Rn − (F, z)Rn

]
dxdt = 0, (38)

⟨θt, χ0,τv⟩U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
a

n∑
i=1

θxi
vxi

+ (B, u)Rnv − fv
]
dxdt = 0; (39)

виконуються початковi умови (7)–(8); функцiя π задовольняє (1) в сенсi простору
D∗ i задовольняє (4) в сенсi простору D∗(0, T ).

Основний результат статтi — така теорема.

Теорема 1. Якщо виконуються умови (A)–(E), то задача (1)–(8) не може мати
бiльше одного узагальненого розв’язку {u, π, θ}.

Перш нiж перейти до доведення теореми 1 розглянемо математичну модель, в
якiй виникають системи Бусiнеска-Стокса (1)–(3).

3. Виникнення класичної системи рiвнянь Бусiнеска

Конвекцiя, яка пов’язана з неоднорiдним нагрiванням, є одним з найбiльш роз-
повсюдженим видом протiкання рiдин i газiв у Всесвiтi. Значну роль вона вiдiграє
i в рiзноманiтних технiчних пристроях. Це пояснює постiйне зацiкавлення вчених
конвекцiєю. Останнiм часом, цей iнтерес стимулюється i такою обставиною: задачi
про конвекцiю дають багато матерiалу для розроблення нових iдей, якi стосуються
спiввiдношення порядку i хаосу в гiдродинамiцi, поведiнки гiдродинамiчних об’єктiв
тощо.

Часто предметом вивчення є конвекцiя в плоскому горизонтальному шарi рiди-
ни, який пiдiгрiвають знизу — конвекцiя Релея-Бенара. Вона мiстить в собi риси, якi
характернi для багатьох явищ гiдродинамiчної нестiйкостi. В той же час, при такiй
конвекцiї, через вiдсутнiсть iнтенсивного потоку, просторовi i часовi ефекти в зна-
чнiй мiрi розщепленi, а це створює значнi умови як для експериментального, так i
для теоретичного її вивчення. Конвекцiя Релея-Бенара дає багато можливостей для
дослiдження процесiв самовiльного виникнення впорядкованих просторових стру-
ктур i при цьому ставить цiкавi запитання щодо реалiзацiї форм i масштабiв течiй
— вiдбору тих, якi виявляються найбiльш оптимальними.

Розглянемо вiдому задачу, яка включає в себе систему гiдродинамiчних рiвнянь
в наближеннi Буссiнеска (або Обербека-Буссiнеска). Вiзьмемо плоский горизонталь-
ний шар рiдини 0 ≤ z ≤ h (вiсь OZ декартової системи координат (x, y, z) напрямле-
на вверх) i будемо вважати, що температура T = T (x, y, z, t) його недеформованих



108
Мар’яна ХОМА, Олег БУГРIЙ

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2025. Випуск 97

верхнiх i нижнiх поверхонь фiксована:

T |z=0 = T1, T |z=h = T2 ≡ T1 −∆T, (40)

де ∆T = βh, β — незбурений градiєнт температури. Щiльнiсть рiдини ρ вважається
функцiя лише однiєї температури T (тобто припускається нестисненнiсть):

ρ− ρ0 = −ρ0α(T − T0), (41)

де ρ0 — значення щiльностi при деякiй, вибранiй потрiбним чином “середнiй” темпе-
ратурi T0, α — коефiцiєнт об’ємного теплового розширення. Вiдомо, що при малому
α i малiй змiнi матерiальних параметрiв середовища (кiнематичної в’язкостi ν та
температуропровiдностi χ) для доволi повiльних процесiв, щiльнiсть i цi параме-
три можна вважати сталими для всiх членiв рiвняння, крiм одного: змiна щiльностi
зберiгається там, де вона множиться на прискорення сили тяжiння g (цей член є
архiмедовою силою, яка i породжує конвекцiю). При цих i деяких iнших умовах
вiдомо, що класичнi рiвняння Буссiнеска мають вигляд

∂u

∂t
+ (u,∇)u = −∇p′

ρ0
− αθ g + ν∆u, (42)

∂T

∂t
+ (u,∇)T = χ∆T, (43)

divu = 0, (44)

де u — вектор швидкостi рiдини, θ = T − T1 + βz — збуренням температури, p′ —
збурення тиску p, тобто його вiдхилення вiд розподiлу, що вiдповiдає цьому темпе-
ратурному профiлю, g = (0, 0,−g). Традицiйно такi рiвняння доповнюють вiдповiд-
ними крайовими i початковими умовами, що ми i робимо далi.

В лiтературi зустрiчається декiлька способiв переходу в цiй задачi до безроз-
мiрних змiнних. Далi будемо використовувати найбiльш розповсюджений. В якостi
одиницi довжини виберемо товщину шару h, одиницi часу — час вертикальної дифу-
зiї тепла τu = h2/χ, одиницi температури — рiзницю температур ∆T мiж поверхнями
шару. Тодi (42)–(44) набуде такого безрозмiрного вигляду:

1

P

[∂u
∂t

+ (u,∇)u
]
= −∇π + ẑR θ +∆u, (45)

∂θ

∂t
+ (u,∇)θ = ∆θ + uz, (46)

divu = 0, (47)

де R = αg∆Th3

νχ та P = ν
χ — основнi параметри, що характеризують режим конве-

кцiї, якi називаються числами Релея i Прандтля вiдповiдно, π — безрозмiрна форма
величини p′

ρ0
, ẑ — одиничний вектор в напрямку осi OZ.

Стандартно вважатимемо u та θ нескiнченно малими i лiнеаризуємо рiвняння
(45)–(46). Отримаємо таку систему рiвнянь, яку називатимемо системою Бусiнеска-
Стокса:

1

P

∂u

∂t
−∆u− ẑR θ = −∇π, (48)

∂θ

∂t
−∆θ − uz = 0, (49)
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divu = 0. (50)

Наша система (1)–(3) є певним узагальненням щойно отриманої системи (48)–(50).

4. Допомiжнi твердження

Нехай Z≥−1 := {s ∈ Z | s ≥ −1}, s ∈ Z≥−1, p ∈ [1,∞], W s,p(Ω) — стандартний
простiр Соболєва, Y — деякий банахiв простiр,
W 0,p(0, T ;Y ) := Lp(0, T ;Y ) — стандартний простiр Лебега-Бохнера,

W−1,p(0, T ;Y ) :=
{
f ∈ D∗(0, T ;Y )

∣∣∣ f = f0+

N∑
j=1

∂fj
∂yj

, fj ∈ Lp(0, T ;Y ) (0 ≤ j ≤ N)
}
.

Нагадаємо одне вiдоме твердження.

Твердження 1 (узагальнена теорема де Рама, див. твердження 7 [4], с. 171). Нехай
Ω ⊂ Rn — вiдкрита обмежена область з лiпшицевою межею, T > 0, s1, s2 ∈ Z≥−1,
h1, h2 ∈ [1,∞], F ∈ W s1,h1(0, T ; [W s2,h2(Ω)]n). Тодi якщо

⟨F(·), v⟩[D(Ω)]n = 0 в d∗(0, T ) (51)

для всiх v ∈ Cdiv, то iснує єдиний елемент

π ∈ W s1,h1(0, T ;W s2+1,h2(Ω)), (52)

який задовольняє спiввiдношення

∇π = F в просторi [D∗(Q0,T )]
n, (53)∫

Ω

π(x, ·)dx = 0 в просторi D∗(0, T ). (54)

Крiм того, iснує таке число C1 > 0 (яке не залежить вiд F , π), що

∥π;W s1,h1(0, T ;W s2+1,h2(Ω))∥ ≤ C1∥F ;W s1,h1(0, T ; [W s2,h2(Ω)]n)∥. (55)

Зараз наведемо кiлька допомiжних оцiнок.

Зауваження 1. Якщо u = (u1, . . . , un) ∈ [L2(O)]n, де O = Ω чи O = Q0,T , то

∥ |u|;L2(O)∥2 =

∫
O

|u|2dy =
n∑

l=1

∥ul;L
2(O)∥2 ≤ n∥u; [L2(O)]n∥2,

∥ |u|;L2(O)∥ ≤
√
n∥u; [L2(O)]n∥. (56)

Лема 1. Якщо виконується умова (E), то оператори E : [L2(Q0,T )]
n → [L2(Q0,T )]

n,
E(t) : [L2(Ω)]n → [L2(Ω)]n, t ∈ (0, T ), є лiнiйними, обмеженими i неперервними.
Крiм того, виконуються оцiнки

∥ |E(t)z|;L2(Ω)∥ ≤ E0 · ∥ |z|;L2(Ω)∥ ≤
√
nE0∥z; [L2(Ω)]n∥, z ∈ [L2(Ω)]n, (57)

∥ |Eu|;L2(Q0,τ )∥ ≤ E0∥ |u|;L2(Q0,τ )∥ ≤

≤
√
nE0∥u; [L2(Q0,τ )]

n∥, u ∈ [L2(Q0,T )]
n, (58)
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τ ∈ (0, T ], де

E0 = ess sup
t∈(0,T )

(∫
Ω

dx

∫
Ω

∥Z(x, t, y)∥2n dy
)1/2

,

∥ · ∥n — норма матрицi.

Доведення. З нерiвностi Кошi-Буняковського i умови (E) випливає, що

∥ |E(t)z|;L2(Ω)∥2 =

∫
Ω

|(E(t)z)(x)|2dx =

∫
Ω

∣∣∣∣∣
∫
Ω

Z(x, t, y)z(x)dy

∣∣∣∣∣
2

dx ≤

≤
∫
Ω

∣∣∣∣∣
∫
Ω

∥Z(x, t, y)∥n · |z(y)|dy

∣∣∣∣∣
2

dx ≤
∫
Ω

(∫
Ω

∥Z(x, t, y)∥2ndy

)(∫
Ω

|z(y)|2dy

)
dx ≤

≤ |E0|2
∫
Ω

|z(y)|2dy = |E0|2 · ∥ |z|;L2(Ω)∥,

тобто маємо (57). Оцiнку (58) доводимо аналогiчно. □

5. Доведення основної теореми

Нехай {u1, π1, θ1} та {u2, π2, θ2} є розв’язками задачi (1)–(8), w = u1 − u2,
M = θ1 − θ2. Запишемо рiвностi (38)–(39) для трiйки {u1, π1, θ1}:

⟨u1
t , χ0,τz⟩U(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
A

n∑
i=1

(u1
xi
, zxi)Rn + (Nu1, z)Rn + (Eu1, z)Rn +

+ θ1(B, z)Rn − (F, z)Rn

]
dxdt = 0, (59)

⟨θ1t , χ0,τv⟩U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
a

n∑
i=1

θ1xi
vxi

+ (B, u1)Rnv − fv
]
dxdt = 0. (60)

Запишемо (38)–(39) для {u2, π2, θ2}:

⟨u2
t , χ0,τz⟩U(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
A

n∑
i=1

(u2
xi
, zxi

)Rn + (Nu2, z)Rn + (Eu2, z)Rn +

+ θ2(B, z)Rn − (F, z)Rn

]
dxdt = 0, (61)

⟨θ2t , χ0,τv⟩U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
a

n∑
i=1

θ2xi
vxi + (B, u2)Rnv − fv

]
dxdt = 0. (62)

Вiднявши (61) вiд (59) та (62) вiд (60), отримаємо:

⟨wt, χ0,τz⟩U(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
A

n∑
i=1

(wxi , zxi)Rn + (Nu1 − Nu2, z)Rn +

+ (Ew, z)Rn +M(B, z)Rn

]
dxdt = 0, (63)
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⟨Mt, χ0,τv⟩U1(Q0,T ) +

∫
Q0,τ

[
a

n∑
i=1

Mxi
vxi

+ v(B, w)Rn

]
dxdt = 0. (64)

Вiзьмемо в (63) z = w, а в (64) v = M . Додавши отриманi рiвностi одержимо:

⟨wt, χ0,τw⟩U(Q0,T ) + ⟨Mt, χ0,τM⟩U1(Q0,T ) +

+

∫
Q0,τ

[
A

n∑
i=1

|wxi |2 + a

n∑
i=1

|Mxi |2
]
dxdt = I, (65)

де

I = −
∫

Q0,τ

[
G
(
|u1|q(x,t)−2u1 − |u2|q(x,t)−2u2, u1 − u2

)
Rn

+

+ (Ew,w)Rn +M(B,w)Rn +M(B, w)Rn

]
dxdt.

Використавши, зокрема, оцiнку (58), отримаємо таке:

I ≤
∫

Q0,τ

(
|Ew| · |w|+ |M | · |B +B| · |w|

)
dxdt ≤ C1

∫
Q0,τ

(
|w|2 + |M |2

)
dxdt.

Використавши формули iнтегрування частинами з Твердження 3.26 [16, с. 95] та
Твердження 4.23 [16, с. 172], врахувавши початковi умови (7)–(8), одержимо рiвнiсть

⟨wt, χ0,τw⟩U(Q0,T ) + ⟨Mt, χ0,τM⟩U1(Q0,T ) =
1

2

∫
Ωτ

|w|2dx+
1

2

∫
Ωτ

|M |2dx.

Тодi з (65) отримаємо нерiвнiсть
1

2

∫
Ωτ

(
|w|2 + |M |2

)
dx ≤ C2

∫
Q0,τ

(
|w|2 + |M |2

)
dxdt, τ ∈ (0, T ].

Тому, використавши лему Гронуола-Белмана, отримаємо, що
∫
Ωτ

(|w|2+ |M |2)dx ≤ 0

для τ ∈ (0, T ]. Отже, u1 = u2 та θ1 = θ2.
Далi проробимо стандартнi перетворення (див., наприклад, [18, c. 200-201]).

З (38)–(39) для функцiй u1 = u2 та θ1 = θ2 на пiдставi Твердження 1 матимемо
рiвнiсть ∇(π1 − π2) = 0 в сенсi простору D∗. Тому π1 − π2 = c i аналогiчно як в [18,
c. 200], використавши умову (4), матимемо c = 0. Отже, π1 = π2 i теорему доведено.
□
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