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Розглянуто мiшану задачу для сильно нелiнiйних систем iнтегро-
диференцiальних параболiчних рiвнянь зi змiнними показниками нелiнiй-
ностi. Показано неперервну залежнiсть вiд вхiдних даних узагальненого
розв’язку цiєї задачi.

Ключовi слова: параболiчна система, змiнний показник нелiнiйностi,
узагальнених розв’язок, стiйкiсть.

1. Вступ

Нехай T > 0 та n,N ∈ N — деякi числа, Ω ⊂ Rn — обмежена область з межею
∂Ω ⊂ C1, Q0,τ = Ω× (0, τ) та Ωτ = {(x, t) | x ∈ Ω, t = τ}, де τ ∈ [0, T ]. Шукатимемо
вектор-функцiю ũ = (ũ1, . . . , ũN ) : Q0,T → RN таку, що

ũk,t + α∆2
(
ũk + bk

)
−

n∑
i=1

(
aik(x, t)

∣∣∣ũxi
+ bxi

(x, t)
∣∣∣p(x,t)−2(

ũk + bk(x, t)
)
xi

)
xi

+

+
(
N
(
ũ+ b

))
k
(x, t) + ϕk

((
E(ũ+ b)

)
k
(x, t)

)
= Fk(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (1)

ũ(x, t) = ∆ũ(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ], (2)

ũ(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (3)

де α > 0 — деяке число, ∆ := ∂2

∂x2
1
+ . . .+ ∂2

∂x2
n

— лапласiан, ∆2 = ∆(∆) — бiлапласiан,

(Nz)k(x, t) := gk(x, t)|z(x, t)|q(x,t)−2zk(x, t), (4)
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(Ez)k(x, t) :=

∫
Ω

Zk(x, t, y)zk(y, t) dy, z = (z1, . . . , zN ), (x, t) ∈ Q0,T , (5)

aik, gk, ϕk,Zk, u0 := (u0,1, . . . , u0,N ), F := (F1, . . . , FN ) та b := (b1, . . . , bN ) — деякi
функцiї, i = 1, n, k = 1, N ; p = p(x, t) та q = q(x, t) — змiннi показники нелiнiйностi.

Задачi для рiвнянь i систем рiвнянь параболiчного типу зi змiнними показника-
ми нелiнiйностi вивчено, зокрема, в [1], [2], [3], [4]. Неперервну залежнiсть розв’язку
вiд деяких вхiдних даних задач для нелiнiйних рiвнянь i систем доведено, напри-
клад, у [5], [6]. Вiдповiдне (1) рiвняння з другою похiдною за часовою змiнною, за
умови bk ≡ 0 та без iнтегральних доданкiв розглянуто в [7]. Систему рiвняння дру-
гого порядку i пiвлiнiйного рiвняння четвертого порядку зi змiнними показниками
нелiнiйностi та без iнтегральних доданкiв дослiджено в [8]. При bk ≡ 0 та коли p, q
не залежать вiд t задачу типу (1)–(3) дослiдили в [1]. Мiшану задачу для систе-
ми (1) з bk ̸≡ 0 та присутнiм там iнтегральним доданком i змiнними показниками
нелiнiйностi розглянуто, мабуть, вперше.

У цiй працi показано, що малiй змiнi (у вiдповiдних функцiйних просторах) вхi-
дних даних u0, F та b задачi (1)–(3) вiдповiдає мала змiна її узагальненого розв’язку
ũ. Для систем типу (1) такi результати отримано, мабуть, вперше.

2. Формулювання задачi

Користуватимемося позначеннями працi [1]. Зокрема, нехай ∥ · ∥B ≡ ∥· ;B∥ —
норма деякого банахового простору B, BN — декартiв степiнь B, B∗ — спряже-
ний до B простiр, ⟨·, ·⟩B — скалярний добуток мiж B∗ та B, (·, ·)H — скалярний
добуток в деякому гiльбертовому просторi H, | · |H :=

√
(·, ·)H . Нехай O = Ω чи

O = Q0,T ; D(O) — простiр гладких фiнiтних (основних) функцiй; Lp(O) — стан-
дартний простiр Лебега функцiй v = v(y), y ∈ O; W k,p(O) — стандартний простiр
Соболєва; Lq(y)(O) — узагальнених простiр Лебега; W k,q(y)(O) — узагальнений про-
стiр Соболєва; C([0, T ];B) — простiр B-значних неперервних функцiй w : [0, T ] → B;
Lp(0, T ;B) — стандартний простiр Лебега-Бохнера,

B+(O) := {q ∈ L∞(O) | ess inf
y∈O

q(y) > 0}. (6)

Для будь-якого q ∈ B+(O) позначимо

q0 := ess inf
y∈O

q(y), q0 := ess sup
y∈O

q(y), Sq(s) := max{sq0 , sq
0

}, s ≥ 0, (7)

q′(y) :=
q(y)

q(y)− 1
for a.e. y ∈ O (8)

(тут 1
q(y) +

1
q′(y) = 1 майже для всiх (м.д.в.) y ∈ O та q′ ∈ B+(O) при q0 > 1),

ρq(v;O) :=

∫
O

|v(y)|q(y) dy, v = v(y). (9)

Нехай Lip (R) — множина лiпшицевих на R функцiй,

L0(O) := {v : O → R | v — вимiрна за Лебегом на O}. (10)
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Аналогiчно як в [4, с. 24] визначимо множину

P log(O) := {q ∈ B+(O) | q — глобально log-неперервна

за Гельдером, q0 ≥ 1}. (11)

Нехай ∆0v := v, ∆1v := ∆v — лапласiан, ∆sv := ∆(∆s−1v), s ∈ N,

Ws := {v ∈ H2s(Ω) | v|∂Ω = ∆v|∂Ω = . . . = ∆s−1v|∂Ω = 0}, (12)

W∗
s := [Ws]

∗. Також нехай Z := W1,

X(t) := W
1,p(x,t)
0 (Ω), Y (t) := Lq(x,t)(Ω), (13)

H := [L2(Ω)]N , V (t) := ZN ∩ [X(t)]N ∩ [Y (t)]N ∩H, (14)

X∗(t) := [X(t)]∗, Y ∗(t) := [Y (t)]∗, H∗ ≃ H, V ∗(t) := [V (t)]∗, (15)

U(Q0,T ) := {u : (0, T ) → V (t) | Dαu ∈ [L2(Q0,T )]
N при |α| = 2,

ux1
, . . . , uxn

∈ [Lp(x,t)(Q0,T )]
N , u ∈ [Lq(x,t)(Q0,T )]

N ∩ [L2(Q0,T )]
N}, (16)

W (Q0,T ) := {w ∈ U(Q0,T ) | wt ∈ [U(Q0,T )]
∗}. (17)

Вiдомо, що W (Q0,T ) ⊂ C([0, T ];H) i що для функцiй з цього простору виконується
формула iнтегрування частинами за часовою змiнною (див., наприклад, Твердження
3.26 [4, с. 95]). Припустимо, що виконуються такi умови:

(P): p, q ∈ P log(Q0,T ) (див. (11));
(Z): α > 0, r0 = min{2, p0, q0}, r0 = max{2, p0, q0}, r ∈ N,

s ≥ 1

2
max

{
2, 1 +

n(p0 − 2)

2p0
,

n(q0 − 2)

2q0

}
;

(A): aik ∈ L0(Q0,T ), 0 < a0 ≤ aik(x, t) ≤ a0 < +∞ м.д.в. (x, t) ∈ Q0,T ,
де i = 1, n, k = 1, N ;

(G): gk ∈ L0(Q0,T ), 0 < g0 ≤ gk(x, t) ≤ g0 < +∞ м.д.в. (x, t) ∈ Q0,T ,
де k = 1, N ;

(Ф): ϕk ∈ Lip (R), |ϕk(ξ)| ≤ ϕ0|ξ| для всiх ξ ∈ R, де 0 ≤ ϕ0 < +∞,
k = 1, N ;

(E): Zk ∈ L0(Q0,T × Ω), |Zk(x, t, y)| ≤ Z0 < +∞ м.д.в. (x, t, y) ∈ Q0,T × Ω,
де k = 1, N .

(FD): F ∈ L2(0, T ;H);
(UD): u0 ∈ H;
(WD): b ∈ U(Q0,T ).
Введемо оператори S : U(Q0,T ) → [U(Q0,T )]

∗ та S(t) : V (t) → V ∗(t) для t ∈ [0, T ]
за допомогою таких рiвностей:

⟨S(t)z, w⟩V (t) :=

∫
Ω

N∑
k=1

[
α∆zk∆wk +

n∑
i=1

aik(x, t)|zxi
|p(x,t)−2zk,xi

wk,xi
+

+ (Nz)kwk + ϕk

(
(Ez)k

)
wk

]
dx, z, w ∈ V (t), t ∈ (0, T ); (18)
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⟨Su, v⟩U(Q0,T ) :=

T∫
0

⟨S(t)u(t), v(t)⟩V (t) dt, u, v ∈ U(Q0,T ). (19)

Дамо означення розв’язку нашої задачi.

Означення 1. Вектор-функцiя ũ : Q0,T → RN називається узагальненим розв’язком
задачi (1)–(3), якщо виконуються такi твердження:

1) ũ ∈ W (Q0,T );
2) функцiя ũ задовольняє рiвнiсть∫

Q0,T

N∑
k=1

[
−ũk vk,t+α∆

(
ũk+ bk

)
∆vk+

n∑
i=1

aik(x, t)
∣∣ũxi

+ bxi

∣∣p(x,t)−2(
ũk,xi

+ bk,xi

)
vk,xi

+

+
(
N
(
ũ+ b

))
k
vk + ϕk

((
E
(
ũ+ b

))
k

)
vk

]
dxdt =

∫
Q0,T

N∑
k=1

Fkvk dxdt (20)

для всiх пробних функцiй z ∈ U(Q0,T ), тобто, в сенсi просторiв
[U(Q0,T )]

∗ та [D∗(Q0,T )]
N виконується рiвнiсть

ũt + S(ũ+ b) = F ; (21)

3) ũ задовольняє умову (3) в сенсi простору C([0, T ];H).

Нехай SP (u0, F, b) — множина розв’язкiв ũ задачi (1)–(3) в сенсi означення 1. За
наведених припущень та умови ∂Ω ⊂ C2s, використовуючи метод Фаедо-Гальоркiна,
можна показати, що SP (u0, F, b) ̸= ∅. Крiм того, виконується така оцiнка:∫

Q0,τ

[
|∆ũ|2 +

n∑
i=1

|ũxi
|p(x,t) + |ũ|q(x,t) + |ũ|2

]
dxdt ≤ C1F(τ), (22)

де C1 > 0 — стала, якi не залежить вiд τ, ũ, u0, F, b,

F(τ) =

∫
Ω

|u0(x)|2 dx+

+

∫
Q0,τ

[
|∆b|2 +

n∑
i=1

|bxi
|p(x,t) + |b|q(x,t) + |b|2

]
dxdt, τ ∈ (0, T ]. (23)

3. Допомiжнi твердження

Користуватимемося такими оцiнками нелiнiйних виразiв.

Твердження 1 (Лема 3.3, [3], с. 4). Якщо q ∈ B+(O), q0 > 1, q′ взято з (8), то
для всiх a, b ∈ R, ε > 0, та м.д.в. y ∈ O виконується узагальнена нерiвнiсть Юнга

ab ≤ ε |a|q(y) + Yq(ε) |b|q
′(y), (24)

де Yq(ε) = ε−1/(q0−1), а при q(y) ≡ 2 матимемо, що Y2(ε) = 1/(4ε).
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Твердження 2 (Твердження 4 [2], с. 701). Якщо q ∈ B+(O) та q0 > 1, то пра-
вильними є такi твердження:

i) для всiх η1, η2 ∈ Rn та м.д.в. y ∈ O виконується оцiнка∣∣∣|η1|q(y)−2η1 − |η2|q(y)−2η2

∣∣∣ ≤ C2(q0, q
0)
(
|η1|+ |η2|

)q(y)−1−α(y)

|η1 − η2|α(y), (25)

де 0 ≤ α(y) ≤ min{1, q(y)− 1}, C2(q0, q
0) := max{1, 22q0 , (q0 − 1)22q0};

ii) для всiх ξ1, ξ2 ∈ Rn та м.д.в. y ∈ O виконується оцiнка(
|ξ1|q(y)−2ξ1 − |ξ2|q(y)−2ξ2, ξ1 − ξ2

)
≥ C3(q0, q

0)
(
|ξ1|+ |ξ2|

)q(y)−β(y)

|ξ1 − ξ2|β(y), (26)

де max{q(y), 2} ≤ β(y) < ∞, C3(q0, q
0) := min{22q0

, (q0 − 1)22q
0}.

Аналогiчно як лему 3.26 [1, c. 875] отримуємо таке твердження.

Лема 1. Якщо виконується умова (E), то E : L2(0, T ;H) → L2(0, T ;H) є лiнiйним
обмеженим неперервним оператором i задовольняє оцiнку

∥Eu;L2(0, T ;H)∥ ≤ C4∥u;L2(0, T ;H)∥, u ∈ L2(0, T ;H), (27)

де C4 > 0 — стала, яка не залежить вiд u.

4. Основний результат

Основним результатом цiєї працi є така теорема.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (P)-(WD), p0 ≥ 2 та q0 ≥ 2. Тодi розв’язок
ũ детермiнованої задачi (1)–(3) неперервно залежить вiд вхiдних даних u0, F, b.

Доведення теореми 1. Нехай ũ1 ∈ SP (u1
0, F

1, b1), ũ2 ∈ SP (u2
0, F

2, b2). Запишемо (21)
для ũ1, F

1, b1:
ũ1,t + S(ũ1 + b1) = F 1. (28)

Запишемо (21) для ũ2, F
2, b2:

ũ2,t + S(ũ2 + b2) = F 2. (29)

Вiднявши рiвнiсть (29) вiд (28), подiємо елементами з отриманої рiвностi на елемент
ũ · χ0,τ ∈ U(Q0,T ), де ũ := ũ1 − ũ2 та

χ0,τ (t) =

{
1, t ∈ [0, τ ];

0, t /∈ [0, τ ],
τ ∈ (0, T ]. (30)

Одержимо таку рiвнiсть:

⟨ũt, χ0,τ ũ⟩U(Q0,T ) +

τ∫
0

〈
S(t)(ũ1(t) + b1(t))−S(t)(ũ2(t) + b2(t)), ũ(t)

〉
V (t)

dt=

=

∫
Q0,τ

(F 1 − F 2, ũ)RN dt, τ ∈ (0, T ].
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Використавши формулу iнтегрування частинами, звiдси одержимо, що

1

2

∫
Ω

|ũ(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,τ

N∑
k=1

[
α|∆ũk|2 + α(∆b1k −∆b2k)∆ũk +

+

n∑
i=1

aik(x, t)
(
|ũ1

xi
+ b1xi

|p(x,t)−2(ũ1
k,xi

+ b1k,xi
)− |ũ2

xi
+ b2xi

|p(x,t)−2(ũ2
k,xi

+ b2k,xi
)
)
×

×
(
(ũ1

k,xi
+ b1k,xi

)− (ũ2
k,xi

+ b2k,xi
)− (b1k,xi

− b2k,xi
)
)
+

+ gk(x, t)
(
|ũ1 + b1|q(x,t)−2(ũ1

k + b1k)− |ũ2 + b2|p(x,t)−2(ũ2
k + b2k)

)
×

×
(
(ũ1

k + b1k)− (ũ2
k + b2k)− (b1k − b2k)

)
+

+
{
ϕk

((
E
(
ũ1 + b1

))
k

)
− ϕk

((
E
(
ũ2 + b2

))
k

)}
ũk

]
dxdt =

=
1

2

∫
Ω

|u1
0 − u2

0| dx+

∫
Q0,τ

(F 1 − F 2, ũ) dxdt, τ ∈ (0, T ]. (31)

Оскiльки p(x, t) ≥ p0 ≥ 2 та q(x, t) ≥ q0 ≥ 2, то, використавши (26) двiчi (раз — для
q = p(x, t) та β = p(x, t), а раз — для q = q(x, t) та β = q(x, t)) пiсля елементарних
перетворень, з (31) отримаємо оцiнку

1

2

∫
Ω

|ũ(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
α|∆ũ|2 + C5

n∑
i=1

|ũxi + b1xi
− b2xi

|p(x,t) +

+ C6|ũ+ b1 − b2|q(x,t)
]
dxdt ≤ 1

2

∫
Ω

|u1
0 − u2

0|2 dx+

+ J1(τ) + J2(τ) + J3(τ) + J4(τ) + J5(τ), (32)

де сталi C5, C6 > 0 залежать лише вiд a0, g0, p0, p
0, q0, q

0. Крiм того,

J1(τ) =

∫
Q0,τ

|F 1 − F 2| · |ũ| dxdt,

J2(τ) = α

∫
Q0,τ

N∑
k=1

|∆b1k −∆b2k| · |∆ũk| dxdt,

J3(τ) =

∫
Q0,τ

N∑
k=1

n∑
i=1

|aik(x, t)| · ×

×
∣∣∣|ũ1

xi
+ b1xi

|p(x,t)−2(ũ1
k,xi

+ b1k,xi
)− |ũ2

xi
+ b2xi

|p(x,t)−2(ũ2
k,xi

+ b2k,xi
)
∣∣∣ · |b1k,xi

− b2k,xi
| dxdt,

J4(τ) =

∫
Q0,τ

N∑
k=1

|gk(x, t)| ×

×
∣∣∣|ũ1 + b1|q(x,t)−2(ũ1

k + b1k)− |ũ2 + b2|p(x,t)−2(ũ2
k + b2k)

∣∣∣·|b1k − b2k| dxdt,

J5(τ) =

∫
Q0,τ

N∑
k=1

∣∣∣ϕk

((
E
(
ũ1 + b1

))
k

)
− ϕk

((
E
(
ũ2 + b2

))
k

)∣∣∣ · |ũk| dxdt.



СТIЙКIСТЬ РОЗВ’ЯЗКУ СИСТЕМ РIВНЯНЬ ...
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2025. Випуск 97 85

З нерiвностей

αβ ≤ 1

2
|α|2 + 1

2
|β|2, αβ ≤ ε |α|2 + 1

4ε
|β|2, ε > 0, (33)

легко отримати оцiнки:

J1(τ) ≤
1

2

∫
Q0,τ

|F 1 − F 2|2 dxdt+
1

2

∫
Q0,τ

|ũ|2 dxdt, (34)

J2(τ) ≤ C7(θ1)

∫
Q0,τ

|∆b1 −∆b2|2 dxdt+ θ1

∫
Q0,τ

|∆ũ|2 dxdt, (35)

де θ1 > 0 — довiльна стала.
Оскiльки q(x, t) ≥ q0 ≥ 2, то з оцiнки (25) для α = α(x, t) ≡ 1 та оцiнок

|b1k − b2k| ≤ |b1 − b2|, k ∈ {1, . . . , N}, (36)

отримаємо, що

J4(τ) ≤ C8

∫
Q0,τ

(
|ũ1 + b1|+ |ũ2 + b2|

)q(x,t)−2

·|ũ+ b1 − b2| · |b1 − b2| dxdt ≤

≤ J1
4 (τ) + J2

4 (τ), (37)

де

J1
4 (τ) = C9

∫
A0,τ

(
|ũ1|+ |ũ2|+ |b1|+ |b2|

)q(x,t)−2

·|ũ+ b1 − b2| · |b1 − b2| dxdt, (38)

A0,τ = {(x, t) ∈ Q0,τ | q(x, t) > 2}, (39)

J2
4 (τ) = C10

∫
B0,τ

|ũ+ b1 − b2| · |b1 − b2| dxdt, (40)

B0,τ = Q0,τ \A0,τ = {(x, t) ∈ Q0,τ | q(x, t) ≡ 2}. (41)

Очевидно, що виконується оцiнка

J2
4 (τ) ≤ θ2

∫
B0,τ

|ũ+ b1 − b2|2 dxdt+ C11(θ2)

∫
B0,τ

|b1 − b2|2 dxdt =

= θ2

∫
B0,τ

|ũ+ b1 − b2|q(x,t) dxdt+ C11(θ2)

∫
B0,τ

|b1 − b2|q(x,t) dxdt. (42)

Легко, також, отримати таке узагальнення нерiвностi Юнга (24)

abc ≤ ε1|a|p(y) + ε2|b|q(y) + Ŷ (ε1, ε2)|c|r(y), (43)

де ε1, ε2 > 0; p, q, r ∈ B+(O); p0, q0, r0 > 1; 1
p(y) +

1
q(y) +

1
r(y) = 1 для y ∈ O.

Оскiльки, в кожнiй точцi (x, t) ∈ A0,τ виконується рiвнiсть

1
q(x,t)

q(x,t)−2

+
1

q(x, t)
+

1

q(x, t)
=

q(x, t)− 2

q(x, t)
+

2

q(x, t)
=

q(x, t)

q(x, t)
= 1,
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то можна використати нерiвнiсть (43) для показникiв q(x,t)
q(x,t)−2 , q(x, t), q(x, t). Зробив-

ши це, отримаємо таке

J1
4 (τ) ≤ θ3

∫
A0,τ

(
|ũ1|+ |ũ2|+ |b1|+ |b2|

)q(x,t)

dxdt+

+ θ4

∫
A0,τ

|ũ+ b1 − b2|q(x,t) dxdt+ C12(θ3, θ4)

∫
A0,τ

|b1 − b2|q(x,t) dxdt. (44)

Пiдставивши (42) та (44) в оцiнку (37) та збiльшивши областi iнтегрування A0,τ та
B0,τ до Q0,τ , одержимо

J4(τ) ≤ θ3

∫
Q0,τ

(
|ũ1|+ |ũ2|+ |b1|+ |b2|

)q(x,t)

dxdt+

+ (θ2 + θ4)

∫
Q0,τ

|ũ+ b1 − b2|q(x,t) dxdt+ C13(θ2, θ3, θ4)

∫
Q0,τ

|b1 − b2|q(x,t) dxdt. (45)

Проробивши з iнтегралом J3(τ) такi ж перетворення, як i з J4(τ), аналогiчно
як (45) одержимо оцiнку

J3(τ) ≤ θ6

∫
Q0,τ

n∑
i=1

(
|ũ1,xi |+ |ũ2,xi |+ |b1xi

|+ |b2xi
|
)p(x,t)

dxdt+

+ (θ5 + θ7)

∫
Q0,τ

n∑
i=1

|ũxi
+ b1xi

− b2xi
|p(x,t) dxdt+

+ C14(θ5, θ6, θ7)

∫
Q0,τ

n∑
i=1

|b1xi
− b2xi

|p(x,t) dxdt, θ5, θ6, θ7 > 0. (46)

З умови Лiпшиця (Ф) та лiнiйностi операцiї iнтегрування випливає, що

J5(τ) ≤ C15

∫
Q0,τ

N∑
k=1

∣∣∣(E(ũ1 + b1
))

k
−
(
E
(
ũ2 + b2

))
k

∣∣∣ · |ũk| dxdt =

= C15

∫
Q0,τ

N∑
k=1

∣∣∣∫
Ω

Zk(x, y, t)
[
ũ+ b1 − b2

]
dy

∣∣∣ · |ũk| dxdt.

Звiдси, використавши (27), легко отримаємо оцiнку

|J5(τ)| ≤ C16

( ∫
Q0,τ

|ũ|2 dxdt+

∫
Q0,τ

|b1 − b2|2 dxdt
)
. (47)

Застосувавши нерiвностi (34), (35), (45), (46) та (47) до правої частини нерiвно-
стi (32), пiсля певних перетворень, отримаємо таке

1

2

∫
Ω

|ũ(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
(α− θ1)|∆ũ|2 + (C5 − θ5 − θ7)

n∑
i=1

|ũxi + b1xi
− b2xi

|p(x,t) +
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+ (C6 − θ2 − θ4)|ũ+ b1 − b2|q(x,t)
]
dxdt ≤ θ3

∫
Q0,τ

(|ũ1|+ |ũ2|+ |b1|+ |b2|)q(x,t) dxdt+

+ θ6

∫
Q0,τ

n∑
i=1

(
|ũ1,xi

|+ |ũ2,xi
|+ |b1xi

|+ |b2xi
|
)p(x,t)

dxdt+

+
1

2

∫
Ω

|u1
0 − u2

0|2dx+
1

2

∫
Q0,τ

|F 1 − F 2|2 dxdt+

+ C7(θ1)

∫
Q0,τ

|∆b1 −∆b2|2 dxdt+ C14(θ5, θ6, θ7)

∫
Q0,τ

n∑
i=1

|b1xi
− b2xi

|p(x,t) dxdt+

+C17

∫
Q0,τ

|b1−b2|2 dxdt+C18(θ2, θ3, θ4)

∫
Q0,τ

|b1−b2|q(x,t) dxdt+C19

∫
Q0,τ

|ũ|2 dxdt. (48)

Нехай

J(τ) =

∫
Q0,τ

[ n∑
i=1

(
|ũ1,xi

|+ |ũ2,xi
|+ |b1xi

|+ |b2xi
|
)p(x,t)

+

+
(
|ũ1|+ |ũ2|+ |b1|+ |b2|

)q(x,t)]
dxdt. (49)

Вибравши θ1, θ2, θ4, θ5, θ7 > 0 досить малими, θ6 = θ3 та використавши оцiнки

|ũxi + (b1xi
− b2xi

)|p(x,t) ≥ 2−p0

|ũxi |p(x,t) − |b1xi
− b2xi

|p(x,t), i = 1, n, (50)

|ũ+ (b1 − b2)|q(x,t) ≥ 2−q0 |ũ|q(x,t) − |b1 − b2|q(x,t), (51)

з (48) пiсля деяких перетворень одержимо нерiвнiсть∫
Ω

|ũ(x, τ)|2 dxdt+

∫
Q0,τ

[
|∆ũ|2 +

n∑
i=1

|ũxi
|p(x,t) + |ũ|q(x,t)

]
dxdt ≤

≤ C20

{
θ3J(τ) + C21(θ3)M(τ) +

∫
Q0,τ

|ũ|2 dxdt
}
, (52)

де

M(τ) =

∫
Ω

|u1
0 − u2

0| dx+

∫
Q0,τ

|F 1 − F 2|2 dxdt+

+

∫
Q0,τ

[
|∆b1 −∆b2|2 +

n∑
i=1

|b1xi
− b2xi

|p(x,t) + |b1 − b2|2 + |b1 − b2|q(x,t)
]
dxdt; (53)

θ3 > 0 — довiльне число; стала C21(θ3) > 0 залежить вiд θ3 та не залежить вiд
τ, J(τ),M(τ), ũ; стала C20 > 0 не залежить вiд θ3, τ, J(τ),M(τ), ũ.

Нехай

y(τ) :=

∫
Ω

|u(x, τ)|2 dx, τ ∈ (0, T ].
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Тодi з (52) випливає, що

y(τ) ≤ C20

(
θ3J(τ) + C21(θ3)M(τ) +

τ∫
0

y(t) dt
)
, τ ∈ (0, T ].

Використавши лему Гронуола-Белмана, бачимо, що

y(τ) ≤
(
C20 · θ3J(τ) + C20 · C21(θ3)M(τ)

)
eC20τ .

Оскiльки
J(τ) ≤ J(T ), M(τ) ≤ M(T ), eC20τ ≤ eC20T ,

то з цiєї нерiвностi, пiсля деяких перепозначень, випливає, що

y(τ) ≤ θ8J(T ) + C22(θ8)M(T ), τ ∈ [0, T ], (54)

де θ8 > 0 — довiльне число, стала C22(θ8) залежить вiд θ8 але не залежить вiд
τ, y(τ), J(T ),M(T ).

Нехай B1(R) — куля радiуса R > 0 в просторi U(Q0,T ) з центром в точцi нуль
цього простору. Тодi iснує R1 > 0 таке, що b1, b2 ∈ B1(R1). Нехай B2(R) та B3(R) —
кулi радiуса R > 0 в просторах H та L2(0, T ;H), вiдповiдно, з центрами у вiдповiдних
нульових точках цих просторiв. Тодi iснують числа R2 > 0 та R3 > 0 такi, що
u1
0, u

2
0 ∈ B2(R2) та F 1, F 2 ∈ B3(R3). З оцiнки типу (22) випливає iснування такого

числа R4 > 0, що ũ1, ũ2 ∈ B1(R4).
Нехай R5 = max{R1, . . . , R4}. Зафiксуємо довiльне ε > 0. Розглянемо праву ча-

стину нерiвностi (54). З наведених вище мiркувань випливає оцiнка J(T ) ≤ C23(R5).
Тодi вiзьмемо в (54)

θ8 =
ε

2C23(R5)
.

Матимемо, що
y(τ) ≤ ε

2
+ C24(R5)M(T ). (55)

Вибравши u1
0 близьким до u2

0, F 1 — до F 2, b1 — до b2 (у вiдповiдних просторах),
можна зробити M(T ) > 0 досить малим i досягнути оцiнки

C24(R5) ·M(T ) <
ε

2
.

Пiдставивши її в (55), одержимо, що y(τ) < ε. Враховуючи вигляд y(τ), звiдси
випливає, що

∥ũ;C([0, T ];H)∥ ≤ ε, (56)

Використавши (56) в правiй частинi (52) та провiвши мiркування, аналогiчнi як при
отриманнi (56), з (52) отримаємо, що

∥ũ;U(Q0,T )∥ ≤ C25(ε), (57)

де C25(ε) → +0 при ε → +0. □

Очевидним наслiдком теореми 1 є така теорема.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi задача (1)–(3) не може
мати бiльше одного розв’язку.
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Доведення. Нехай ũ1, ũ2 ∈ SP (u0, F, b), ũ = ũ1 − ũ2. Аналогiчно як в доведеннi
теореми 1 отримаємо оцiнку типу (31) з b1 = b2 та нульовою правою частиною. Тому
ũ = 0 i теорему доведено. □
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We consider the initial-boundary value problem for the strong nonlinear
systems of the integro-differential parabolic equations with variable exponents
of nonlinearity. The stability result for the solution of the problem is proved.
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