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У статтi розв’язано задачу про розтяг круглої iзотропної пластини
з наскрiзною прямолiнiйною радiальною трiщиною, на продовженнi якої
утворилися пластичнi зони. Використавши теорiю функцiй комплексної
змiнної та комплекснi потенцiали, розв’язок задачi зведено до задач лiнiй-
ного спряження, на основi яких отримано систему сингулярних iнтеграль-
них рiвнянь вiдносно невiдомих стрибкiв перемiщень на берегах трiщини.
Крайовi умови на межi пластини вдалось задовольнити аналiтично. Для
моделювання пластичних зон на продовженнi трiщини була використана
умова пластичностi Треска-Сен-Венана. Отримана система сингулярних
iнтегральних рiвнянь розв’язувалася чисельно за допомогою методу меха-
нiчних квадратур. У статтi побудовано графiки довжин пластичних зон в
залежностi вiд прикладеного зовнiшнього навантаження та геометричних
параметрiв задачi.

Ключовi слова: кругла пластина, трiщина, пластичнi зони, комплекснi
потенцiали, задача лiнiйного спряження, сингулярнi iнтегральнi рiвняння.

1. Вступ

Пластинчастi елементи конструкцiй широко використовуються у машинобуду-
ваннi, авiацiйнiй, будiвельнiй, суднобудiвнiй та iнших галузях технiки. Пiд час вста-
новлення чи у процесi експлуатацiї в них можуть виникати трiщиноподiбнi дефекти.
Пiд дiєю зовнiшнього навантаження бiля трiщиноподiбних дефектiв виникають ви-
сокi концентрацiї напружень, на продовженнi яких утворюються пластичнi зони, i
важливо знати, як цi дефекти будуть впливати на напружено-деформований стан та
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на мiцнiсть конструкцiї. Тому задачi розтягу пластин з трiщинами, на продовженнi
яких утворилися пластичнi зони, є актуальними.

У роботi [1] розв’язано задачу про двостороннiй згин моментами на безмежностi
iзотропної пластини з наскрiзною прямолiнiйною щiлиною та пластичними зонами
у її вершинах, якi моделюються умови пластичностi Треска у виглядi поверхневого
шару. У [4] дослiджено напружено-деформований стан кусково-однорiдної пластини
з двома прямолiнiйними поверхневими трiщинами з урахуванням пластичних зон
на їх продовженнi. Вплив пластичної зони, яка виходить пiд кутом вiд мiжфазної
трiщини, на мiцнiсть кусково-однорiдного тiла дослiджено у працi [6]. Задачу згину
з розтягом пластини з трiщиною, береги якої контактують, i на продовженнi якої
утворилися пластичнi зони зi змiцненням розв’язано у роботi [7]. У [8] дослiджено
взаємодiю мiж перiодичними трiщинами на продовженнi яких уторилися пластичнi
зон. У працi [9] використано числовий метод скiнченних елементiв для задачi про
розтяг квадратної пластини з трiщиною та пластичними зонами на її продовженнi
з використання умови пластичностi Треска-Сен-Венана. У дослiдженнi [10] викори-
стано принцип суперпозицiї для отримання комплексних розв’язкiв для визначення
напружено-деформованого стану тiла з внутрiшньою трiщиною, на продовженнi якої
утворилися пластичнi зони, з використанням критерiю Мора-Кулона. У статтi [11]
подано метод визначення мiсцезнаходження втомної трiщини та представлено мето-
дологiю оцiнки розмiрiв пластичних зон на її продовженнi.

Метою статтi є визначення напружено-деформованого стану за розтягу круглої
пластини з трiщиною, на продовженнi якої утворилися пластичнi зони, з використа-
нням умови пластичностi Треска-Сен-Венана.

2. Формулювання задачi

Розглянемо круглу iзотропну пластину завтовшки 2h iз радiальною прямолiнiй-
ною наскрiзною трiщиною довжиною 2l. Розмiстимо декартову систему координат
Oxỹz у серединнiй площинi пластини, так що початок координат спiвпадає з цен-
тром пластини, а вiсь Õz перпендикулярна до неї. Виберемо у площинi Oxy полярну
систему координат r i θ таким чином, щоб точка O була її полюсом, а вiсь Ox —
полярною вiссю. Нехай (x0, 0) координата центру трiщини у площинi Oxy. Введе-
мо декартову систему координат O1x1y1 з центром O1 у точцi (x0, 0), так щоб вiсь
O1x1 спiвпадала з лiнiєю трiщини. Припустимо, що за дiї рiвномiрно розподiлено-
го розтягувального навантаження P на межi (див. рис. 1) на продовженнi трiщини
утворилися прямолiнiйнi пластичнi зони завдовжки w1 i w2. Позначимо через S+

область зовнiшнi пластини, через S− — всерединi, через L1 — лiнiю, де розмiще-
на трiщина, прямолiнiйнi пластичнi зони — L′

1 i L′′
1 , через L — границю пластини;

L1 = L1 ∪ L′
1 ∪ L′′

1 .
Згiдно формулювання задачi на межi пластини маємо такi крайовi умови

σrr = P, τrθ = 0, x ∈ L, (1)

де σrr i τrθ — компоненти тензора напружень у полярнiй системi координат.
На берегах трiщини маємо наступнi крайовi умови

σ±
y1y1

= 0, τ±x1y1
= 0, x1 ∈ L1, (2)
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Рис. 1. Кругла пластина з радiальною трiщиною та пластичними зонами

де σy1y1
, τx1y1

— компоненти тензора напружень у декартовiй системi координат,
значками “+” i “−” позначенi граничнi значення функцiй при прямуваннi точки
площини до трiщини з пластичними зонами при y1 → ±0.

У пластичних зонах маємо такi крайовi умови

σ±
y1y1

= σ
(1)
0 , τ±x1y1

= −τ
(1)
0 , x1 ∈ L′

1, (3)

σ±
y1y1

= σ
(2)
0 , τ±x1y1

= τ
(2)
0 , x1 ∈ L′′

1 , (4)

де σ
(1)
0 , σ(2)

0 , τ (1)0 , τ (2)0 — невiдомi нормальнi та дотичнi напруження у пластичних
зонах.

3. Розв’язок задачi

За узагальненого плоского напруженого стану компоненти тензора напружень
σxx, σyy, τxy i вектора перемiщень ux, uy у декартовiй системi координат виражаю-
ться через двi функцiї комплексної змiнної Φ(z) i Ψ(z) [2]

σxx + σyy = 2(Φ(z) + Φ(z)),

σyy − iτxy = Φ(z) + Φ(z) + zΦ′(z) + Ψ(z),

2µ
∂

∂x̄
(ux + iuy) = κΦ(z)− Φ(z)− zΦ′(z)−Ψ(z),

(5)

де z = x+iy, µ = E/(2(1+ν)) — модуль зсуву матерiалу пластини, κ = (3−ν)/(1+ν),
E — модуль пружностi матерiалу пластини, ν — коефiцiєнт Пуассона, i2 = −1.
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Компоненти тензора напружень σrr, σθθ, τrθ i вектора перемiщень ur, uθ у по-
лярнiй системi координат визначимо за спiввiдношеннями [2]

σrr + σθθ = 2(Φ(z) + Φ(z)),

σrr + iτrθ = Φ(z) + Φ(z)− zΦ′(z)− z̄

z
Ψ(z),

2µ

iz

∂

∂θ
(ur + iuθ) = κΦ(z)− Φ(z) + zΦ′(z) +

z̄

z
Ψ(z)

(6)

Нехай

Φ(z) = Φk(z) + Φ1(z1), Ψ(z) = Ψk(z) + Ψ1(z1)− x0Φ
′
1(z1), (7)

де функцiї ΦK(z) i ΨK(z) голоморфнi в областi S−, а функцiї Φ1(z1) i Ψ1(z1) голо-
морфнi ззовнi трiщини з пластичними зонами.

Введемо функцiї

Ω1(z1) = Φ1(z1) + z1Φ
′
1(z1) + Ψ1(z1), (8)

ΦK(z) = −Φk

(
R2

z

)
+

R2

z
Φ

′
k

(
R2

z

)
+

R2

z2
Ψk

(
R2

z

)
, z ∈ S+ (9)

де Φ1(z1) = Φ1(z1).
Якщо пiдставити (7)–(9) у (5) та (6), тодi отримаємо

σrr + iτrθ = Φk(z)−
R2

r2
Φk

(
R2

z

)
+

(
1− R2

r2

){
Φk(z)− zΦ′

k(z)
}
+

+Φ1(z1) +
(
1 +

z̄

z

)
Φ1(z1)−

z̄

z

(
Ω1(z̄1) + (z1 − z̄1)Φ′

1(z1)
) (10)

2µ

iz

∂

∂θ
(ur + iuθ) = κΦK(z) +

R2

r2
Φk

(
R2

z

)
−
(
1− R2

r2

){
Φk(z)− zΦ′

k(z)
}
+

+κΦ1(z1)−
(
1 +

z

z

)
Φ1(z1) +

z

z

{
Ω1(z̄1) + (z1 − z̄1)Φ′

1(z1)
} (11)

σyy − iτxy = Φ1(z1) + Ω1(z̄1) + (z1 − z̄1)Φ′
1(z1) + Φk(z)+

+

(
1 +

R2

z̄2

)
Φk(z) + zΦ′

k(z) +
R2

z̄2

{
Φk

(
R2

z̄

)
− z̄Φ′

k (z)

} (12)

2µ
∂

∂x̄
(ux + iuy) = κΦ1(z1)− Ω1(z̄1)− (z1 − z̄1)Φ′

1(z1) + κΦk(z)−

−
(
1 +

R2

z̄2

)
Φk(z)− zΦ′

k(z)−
R2

z̄2

{
Φk

(
R2

z̄

)
− z̄Φ′

k (z)

} (13)

Зауважимо, що для функцiї Φk(z) виконується

Φk(z) =

{
a′0 + a′1z + . . . , z → 0,

b′0 + b′1z + . . . , z → ∞,
(14)

та
a′0 + b′0 = 0, b′1 = 0. (15)



РОЗТЯГ КРУГЛОЇ ПЛАСТИНИ З РАДIАЛЬНОЮ ТРIЩИНОЮ ...
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2025. Випуск 97 47

З (12) та крайових умов (2)–(4) отримаємо задачу лiнiйного спряження

(Φ1(t)− Ω1(t))
+ − (Φ1(t)− Ω1(t))

− = 0, t ∈ L̃1,

розв’язок якої буде мати вигляд

Ω1(z) = Φ1(z). (16)

Додамо (12) та (13)

σyy − iτxy + 2µ
∂

∂x1
(ux + iuy) = (1 + κ)(Φ1(z1) + Φk(z)).

Пiдставимо крайовi умови (2)–(4) у попередню формулу

(1 + κ)(Φ+
1 (t)− Φ−

1 (t)) = 2µ

[
∂

∂x1
(ux + iuy)

]
, t ∈ L̃1. (17)

де [f ] = f+ − f−.
Введемо позначення

g′1(t) =
2µ

(1 + κ)i

[
∂

∂x1
(ux + iuy)

]
, t ∈ L̃1.

Тодi з (17) маємо таку задачу лiнiйного спряження

Φ+
1 (t)− Φ−

1 (t) = g′1(t),

розв’язок якої буде мати вигляд

Φ1(z1) =
1

2π

∫ d

c

g′1(t)dt

t− z1
. (18)

З (10) та крайових умов (1) отримаємо

P = Φ−
k (s)− Φ+

k (s) + Φ1(s− x0) +

(
1 +

R2

s2

)
Φ1

(
R2

s
− x0

)
−

−R2

s2

{
Ω1

(
R2

s
− x0

)
+

(
s− R2

s

)
Φ

′
1

(
R2

s
− x0

)}
, s ∈ L.

(19)

Якщо ввести функцiю

F (z) =


Φk(z)− Φ1(z − x0), z ∈ S+

−P +Φk(z) +
(
1 + R2

z2

)
Φ1

(
R2

z − x0

)
− R2

z2

{
Ω1

(
R2

z − x0

)
+

+
(
z − R2

z

)
Φ′

1

(
R2

z − x0

)}
, z ∈ S−

(20)

тодi з (19) отримаємо задачу лiнiйного спряження

F+(s)− F−(s) = 0, s ∈ L,

розв’язавши яку, отримаємо

F (z) = b′0. (21)
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Пiдставимо (21) у (20)

Φk(z) =


b′0 +Φ1(z − x0), z ∈ S+,

b′0 + P −
(
1 + R2

z2

)
Φ1

(
R2

z − x0

)
+ R2

z2

{
Ω1

(
R2

z − x0

)
+

+
(
z − R2

z

)
Φ′

1

(
R2

z − x0

)}
, z ∈ S−.

(22)

Пiдставимо (22) у (14), враховувавши (15), та визначимо сталу b′0

b′0 = −P

2
+

1

2πR2

∫ d

c

tg′1(t)dt. (23)

Якщо пiдставити крайовi умови (2)–(4) у (12) та врахувати (16), тодi отримаємо

Φ+
1 (x1) + Φ−

1 (x1) + Φk(x1 + x0) +

(
1 +

R2

(x1 + x0)2

)
Φk(x1 + x0)+

+

(
x1 + x0 −

R2

x1 + x0

)
Φ′

k(x1 + x0) +
R2

(x1 + x0)2
Φk

(
R2

x1 + x0

)
=

=


0, x1 ∈ [a, b];

σ
(2)
0 + iτ

(2)
0 , x1 ∈ [b, d];

σ
(1)
0 − iτ

(1)
0 , x1 ∈ [c, a].

(24)

Якщо пiдставити (16), (18), (22), (23) у (24), тодi у безрозмiрних змiнних отри-
маємо сингулярне iнтегральне рiвняння для визначення невiдомої функцiї g′1(t).∫ 1

−1

{
R(η, ξ)G(η) + S(η, ξ)G(η)

}
dη = H(ξ), (25)

де

H(ξ) = P ∗ +


0, ξ ∈ [−1 + 2w∗

1/(2 + w∗
1 + w∗

2), 1− 2w∗
1/(2 + w∗

1 + w∗
2)];

(σ
(1)
0 + iτ

(1)
0 )/σy, ξ ∈ [−1,−1 + 2w∗

1/(2 + w∗
1 + w∗

2)];

(σ
(2)
0 − iτ

(2)
0 )/σy, ξ ∈ [1− 2w∗

1/(2 + w∗
1 + w∗

2), 1],

R(η, ξ) =
1

π(η − ξ)
+

λ(1 + 0.5w∗
1 + 0.5w∗

2)

2π

{
X − T

(TX − 1)2
+ T +

T −X

TX − 1
+

+
2

TX − 1

(
T +

X − T

TX − 1

)
+

T

(TX − 1)2

(
T 2 − TX − 2(X2 + 2XT − T 2)

TX − 1

)}
S(η, ξ) =

λ(1 + 0.5w∗
1 + 0.5w∗

2)

2π(TX − 1)

{
T −X +

X − T + T 2(T −X)

TX − 1

}
−

−λ(1 + 0.5w∗
1 + 0.5w∗

2)T

2π
,

X = ε+ 0.5λ {w∗
2 − w∗

1 + (2 + w∗
1 + w∗

2)ξ} , T = ε+ 0.5λ {w∗
2 − w∗

1 + (2 + w∗
1 + w∗

2)η}

ε =
x0

R
, λ =

l

R
,w∗

1 =
w1

l
, w∗

2 =
w2

l
, G(η) = G1(η) + iG2(η), g

′
1(lη) = σyG(η), P ∗ =

P

σy
,

G1(η), G2(η) — невiдомi дiйснi функцiї, σy — межа текучостi матерiалу пластини.
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З умови однозначностi перемiщень при обходi контуру трiщини з пластичними
зонами отримаємо ∫ 1

−1

{G1(η) + iG2(η)}dη = 0. (26)

Коефiцiєнти iнтенсивностi зусиль (КIЗ) k = k1+ik2 визначимо за формулами [3]

kc,d = ∓h lim
x1→c,d

(
g′1(x1)

√
(c+ x1)(d− x1)

/
l).

Оскiльки у вершинах пластичних зон c, d КIЗ рiвнi нулевi, тодi

kc = 0, kd = 0. (27)

Для пластичних зон L′
1 i L′′

1 запишемо умови пластичностi Треска-Сен-Вена-
на ([3])

max
{
|σ(j)

1 |, |σ(j)
2 |, |σ(j)

1 − σ
(j)
2 |

}
= σy, (28)

де

σ
(j)
1,2 = 0.5

(
σ(j)
xx + σ

(j)
0 ±

√
(σ

(j)
xx − σ

(j)
0 )2 + 4(τ

(j)
0 )2

)
, j = 1, 2.

Отже, для знаходження невiдомих функцiй G1(η), G2(η), невiдомих нормальних
i дотичних напруження у пластичних зонах σ

(1)
0 , σ(2)

0 , τ (1)0 , τ (2)0 та довжин пласти-
чних зон w∗

1 , w∗
2 отримано систему рiвнянь (25)–(28).

4. Числовий аналiз

Був проведений числовий аналiз задачi, який поданий на Рис. 2-3 при ν =
0.3. Система сингулярних iнтегральних рiвнянь (25)–(28) розв’язувалася числовим
методом механiчних квадратур [5].

Рис. 2.

На рис. 2 зображено залежнiсть обезрозмiрених довжин пластичних зон (штри-
ховi лiнiї), (суцiльнi лiнiї) вiд параметра ε = x0

R при фiксованому значеннi. Графiки
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1 побудованi при , графiки 2 – , графiки 3 – . Бачимо, що при наближеннi трiщини
до межi пластини довжини пластичних зон збiльшується.

Рис. 3.

На рис. 3 зображено залежнiсть обезрозмiрених довжин пластичних зон (штри-
ховi лiнiї), (суцiльнi лiнiї) вiд параметра ε = x0

R при фiксованому значеннi. Графiки
1 побудованi при , графiки 2 – , графiки 3 – . Бачимо, що при наближеннi трiщини
до межi пластини довжини пластичних зон збiльшується.
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TENSION OF A CIRCULAR PLATE WITH A RADIAL CRACK,
IN THE EXTENSION OF WHICH PLASTIC ZONES HAVE BEEN

FORMED

Maksum SHAINOHA, Lukiian MARKEVYCH

Ivan Franko National University of Lviv,
str. Universytetska,1, Lviv, 79000

e-mail: Maksym.Shainoha@lnu.edu.ua, Lukiian.Markevych@lnu.edu.ua

The article solves the problem of the tension of a circular isotropic plate
with a through straight rectilinear radial crack, on the extension of which
plastic zones are formed. Using the theory of functions of a complex vari-
able and complex potentials, the solution of the problem is reduced to linear
conjugation problems. The obtained linear conjugate problems are solved using
a system of singular integral equations with respect to unknown displacement
jumps on the crack edges is obtained. The boundary conditions at the plate
boundary were satisfied analytically. The Tresca-Saint Venant plasticity condi-
tion was used to model the plastic zones on the crack extension. The resulting
system of singular integral equations was solved numerically using the method
of mechanical quadratures. The article plots the lengths of the plastic zones
depending on the applied external load and the geometric parameters of the
problem.

Key words: circular plate, crack, plastic zones, complex potentials, linear
conjugation problem, singular integral equations.
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