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Ðîçãëÿíóòî ìåòîäè÷íi ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ïîíÿòòÿì ñòîõàñòè÷íîãî ií-
òåãðóâàííÿ òà äèôåðåíöiþâàííÿ. Äîñëiäæåíî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ìîäåëüíèõ
íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè ïîêàçíèêà-
ìè íåëiíiéíîñòi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñòîõàñòè÷íà ïîõiäíà, ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâ-
íÿííÿ, âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ.

1. Âñòóï

Íåõàé T > 0 � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî, (S,F ,P ) � ïîâíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið,
çîêðåìà S � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, ÿêà òðàêòó¹òüñÿ ÿê ïðîñòið ñòàíiâ ÷è ïðîñòið
åëåìåíòàðíèõ ïîäié, F � σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí ìíîæèíè S, P : F → R � iìîâiðíiñíà
ìiðà. Òàêîæ íåõàé Θ0,T := (0, T )× S.

Øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê u : Θ0,T → R çàäà÷i Êîøi äëÿ ìîäåëüíîãî ñòîõàñòè÷íîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (ÑÄÐ) âèãëÿäó

ut + a(t)u+ g(t)|u|q(t)−2u = f(t, ω) +Wt(t, ω), (t, ω) ∈ Θ0,T , (1)

u(0, ω) = u0(ω), ω ∈ S, (2)

äå a, g, q, f , u0 � äåÿêi ôóíêöi¨, çîêðåìà q � ïîêàçíèê íåëiíiéíîñòi ðiâíÿííÿ (1), W �
âèïàäêîâèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ. Âèðàç Wt ¹ áiëèì øóìîì.
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Ðîçãëÿíóòî ìåòîäè÷íi çàñàäè, ïîâ'ÿçàíi ç ïîíÿòòÿì ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðóâàííÿ
òà äèôåðåíöiþâàííÿ. Çîêðåìà, ìè íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi ñòîõàñòè÷íî-
ãî iíòåãðàëà Ïåëi-Âiíåðà-Çèãìóíäà, ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà òîùî. Âèêîðèñòàâ-
øè ¨õ, ââåäåìî ïîíÿòòÿ áiëîãî øóìóWt ÿê ïîõiäíî¨ â ñåíñi ðîçïîäiëiâ âiä âèïàäêîâîãî
âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó W . Öå äàñòü çìîãó ââåñòè ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i (1)-(2) òà äîâåñòè éîãî iñíóâàííÿ.

Îòðèìàíi â öié ñòàòòi ðåçóëüòàòè ¹ ïðîäîâæåííÿì äîñëiäæåíü ó ãàëóçi ÑÄÐ,
ðîçïî÷àòèõ ó [1].

2. Äîïîìiæíi ïîçíà÷åííÿ

Íàãàäà¹ìî ñïåðøó êiëüêà ïîçíà÷åíü òà îçíà÷åíü ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó i
òåîði¨ éìîâiðíîñòåé. Íåõàé || · ||B ≡ || · ;B|| ¹ íîðìîþ äåÿêîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó
B, B∗ � ñïðÿæåíèé äî B ïðîñòið, ⟨·, ·⟩B � ñêàëÿðíèé äîáóòîê ìiæ B∗ òà B, (·, ·)H �

ñêàëÿðíèé äîáóòîê â äåÿêîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H, | · |H :=
√
(·, ·)H .

Ïðèïóñòèìî, ùî m,N ∈ N, p ∈ [1,∞], O � âèìiðíà ìíîæèíà RN , B � áàíàõiâ
ïðîñòið,M(O) � ìíîæèíà âèìiðíèõ ôóíêöié v : O → R, Cm(O) òà C∞

0 (O) � ïðîñòîðè
ãëàäêèõ ôóíêöié ç [2, ñ. 17, 21], Lp(O) � ñòàíäàðòíèé ïðîñòið Ëåáåãà ç [3, ñ. 11],
C(O;B) òà Cm(O;B) � ïðîñòîðè B-çíà÷íèõ ãëàäêèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà O (äèâ.
[3, ñ. 9]), Lp(O;B) ïðîñòið Ëåáåãà-Áîõíåðà ç [4, ñ. 11],

B+(O) := {q ∈ L∞(O) | ess inf
y∈O

q(y) > 0}. (3)

Íåõàé L1
loc(O;B) := {u : O → B | u ∈ L1(K;B) äëÿ âñiõ êîìïàêòiâ K ⊂ O} òà

L1
loc(O) := L1

loc(O;R). Ó ðàçi ïîòðåáè ðîçãëÿäàòèìåìî, íàïðèêëàä, ôóíêöiþ äâîõ
çìiííèõ α = α(t, ω), (t, ω) ∈ Θ0,T ÿê ôóíêöiþ îäíi¹¨ çìiííî¨, ÿêà, íàïðèêëàä, êî-
æíîìó ìîìåíòó ÷àñó t ∈ (0, T ) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ çìiííî¨ ω ∈ S, i
ïèñàòèìåìî α(t) çàìiñòü α(t, ·).

2.1. Óçàãàëüíåíi ïðîñòîðè Ëåáåãà

Äëÿ áóäü-ÿêîãî q ∈ B+(O) ïîçíà÷èìî

q0 := ess inf
y∈O

q(y), q0 := ess sup
y∈O

q(y), Sq(s) := max{sq0 , sq
0

}, s ≥ 0, (4)

q′(y) :=
q(y)

q(y)− 1
for a.e. y ∈ O (5)

(òóò 1
q(y) +

1
q′(y) = 1 ìàéæå äëÿ âñiõ (ì.ä.â.) y ∈ O òà q′ ∈ B+(O) ïðè q0 > 1),

ρq(v;O) :=

∫
O

|v(y)|q(y) dy, v ∈ M(O). (6)

Ïðèïóñòèìî, ùî q ∈ B+(O) òà q0 > 1. Ìíîæèíà

Lq(y)(O) := {v ∈ M(O) | ρq(v;O) < +∞} (7)

ç íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà

||v;Lq(y)(O)|| := inf{λ > 0 | ρq(v/λ;O) ≤ 1} (8)



ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÅ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÞÂÀÍÍß Â ÐIÂÍßÍÍßÕ ...
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2024. Âèïóñê 96 85

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì ïðîñòîðîì Ëåáåãà. Âiäîìî, ùî Lq(y)(O) ¹ ðåôëåêñèâíèì
ñåïàðàáåëüíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì (äèâ. [2, ñ. 18, 21]). Ôóíêöiþ q = q(y) íàçâåìî
(çìiííèì) ïîêàçíèêîì iíòåãðîâíîñòi åëåìåíòiâ ïðîñòîðó Lq(y)(O).

Òâåðäæåííÿ 1 (Çàóâàæåííÿ 2, [5]). Ïðèïóñòèìî, ùî q ∈ B+(O), q0 ≥ 1, Sq � ôóíê-
öiÿ ç (4), ρq ¹ âèçíà÷åíîþ â (6). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ v ∈ M(O) âèêîíóþòüñÿ
òàêi òâåðäæåííÿ:

(i) ||v;Lq(y)(O)|| ≤ S1/q(ρq(v;O)) ïðè ρq(v;O) < +∞;

(ii) ρq(v;O) ≤ Sq(||v;Lq(y)(O)||) ïðè ||v;Lq(y)(O)|| < +∞.

Äëÿ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ X òà Y ïîçíà÷åííÿ X ⟲ Y îçíà÷à¹ íåïåðåðâíå âêëà-

äåííÿ X â Y , à ïîçíà÷åííÿ X
_

⟲ Y � íåïåðåðâíå i ùiëüíå âêëàäåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2 (Íàñëiäîê 2.1 [2], ñ. 20). ßêùî q, r ∈ B+(O), q(y) ≥ r(y) ≥ 1 ì.ä.â.

y ∈ O, òî Lq(y)(O)
_

⟲ Lr(y)(O) òà

||v;Lr(y)(O)|| ≤ 2(1 +mesO)||v;Lq(y)(O)||, v ∈ Lq(y)(O).

Ïðè q(y) ≡ const ìè îòðèìà¹ìî ñòàíäàðòíèé ïðîñòið Ëåáåãà Lq(O), äå q ∈ R
òà q ≥ 1. Ïðè O = (0, T ) äëÿ çðó÷íîñòi ïèñàòèìåìî Lq(0, T ) çàìiñòü Lq((0, T )) òîùî.

Êîðèñòóâàòèìåìîñÿ òàêèìè îöiíêàìè íåëiíiéíèõ âèðàçiâ.

Òâåðäæåííÿ 3 (Ëåìà 3.3, [6], ñ. 4). ßêùî q ∈ B+(O), q0 > 1, q′ âçÿòî ç (5), òî
äëÿ âñiõ a, b ∈ R, ε > 0, òà ì.ä.â. y ∈ O âèêîíó¹òüñÿ óçàãàëüíåíà íåðiâíiñòü Þíãà

ab ≤ ε |a|q(y) + Yq(ε) |b|q
′(y), (9)

äå Yq(ε) = ε−1/(q0−1), à ïðè q(y) ≡ 2 ìàòèìåìî, ùî Y2(ε) = 1/(4ε).

Òâåðäæåííÿ 4 (Òâåðäæåííÿ 4 [7], ñ. 701). ßêùî q ∈ B+(O) òà q0 > 1, òî ïðà-
âèëüíèìè ¹ òàêi òâåðäæåííÿ:

i) äëÿ âñiõ η1, η2 ∈ Rn òà ì.ä.â. y ∈ O âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà∣∣∣|η1|q(y)−2η1 − |η2|q(y)−2η2

∣∣∣ ≤ C1(q0, q
0)
(
|η1|+ |η2|

)q(y)−1−α(y)

|η1 − η2|α(y), (10)

äå 0 ≤ α(y) ≤ min{1, q(y)− 1}, C1(q0, q
0) := max{1, 22q0 , (q0 − 1)22q0};

ii) äëÿ âñiõ ξ1, ξ2 ∈ Rn òà ì.ä.â. y ∈ O âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà(
|ξ1|q(y)−2ξ1 − |ξ2|q(y)−2ξ2, ξ1 − ξ2

)
≥ C2(q0, q

0)
(
|ξ1|+ |ξ2|

)q(y)−β(y)

|ξ1 − ξ2|β(y), (11)

äå max{q(y), 2} ≤ β(y) <∞, C2(q0, q
0) := min{22q0

, (q0 − 1)22q
0}.

2.2. Áàíàõîâi ïðîñòîðè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

Íåõàé çíîâó (S,F ,P ) � ïîâíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið. Âèìiðíó (äèâ. [8, ñ. 79])
ñòîñîâíî σ-àëãåáðè F ôóíêöiþ ξ : S → R íàçèâàòèìåìî F-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ.

Îçíà÷åííÿ 1. F-âèìiðíà ôóíêöiÿ ξ = ξ(ω), äå ω ∈ S � âèïàäêîâà çìiííà=åëåìåí-
òàðíà ïîäiÿ, íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ (â.â.).
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Àáñîëþòíî íåïåðåðâíà â.â. ξ ïîâíiñòþ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñâî¹þ ùiëüíiñòþ ðîç-
ïîäiëó (probability density function, PDF ), ÿêó ïîçíà÷èìî fξ(x), x ∈ R. Íàãàäà¹ìî,
ùî â öüîìó âèïàäêó iíòåãðàë çà ìiðîþ P âèãëÿäó

E ξ :=
∫
S

ξ(ω)P (dω) ≡
∫
R

x fξ(x) dx

íàçèâà¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì â.â. ξ (ÿêùî iíòåãðàëè iñíóþòü).
Íåõàé q ≥ 1 � äåÿêå ÷èñëî. Âèïàäêîâèì ïðîñòîðîì Ëåáåãà Lq(S,F ,P ) íàçâåìî

ìíîæèíó âñiõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çi ñêií÷åííèì àáñîëþòíèì ìîìåíòîì q-ãî ïîðÿä-
êó, òîáòî

Lq(S,F ,P ) :=
{
ξ : S → R

∣∣∣ 1) ξ � âèìiðíà ùîäî F ôóíêöiÿ,

2) E
[
|ξ|q

]
< +∞, òîáòî

∫
S

|ξ(ω)|q P (dω) < +∞
}
. (12)

Çàìiñòü Lq(S,F ,P ) ÷àñòî ïèøóòü Lq(S) ÷è ïðîñòî Lq. Îòîòîæíèìî â.â. ξ1 òà ξ2
ÿê åëåìåíòè ïðîñòîðó Lq ó âèïàäêó, ÿêùî P {ω ∈ S | ξ1(ω) ̸= ξ2(ω)} = 0 (ïèñàòèìåìî
ó öüîìó âèïàäêó ξ1 = ξ2 ìàéæå íàïåâíî (ì.í.)). Âiäîìèì ¹ òàêèé ôàêò.

Òâåðäæåííÿ 5. Ìíîæèíà ôóíêöié Lq, 1 ≤ q < +∞ ¹ áàíàxîâèì ïðîñòîðîì ñòî-
ñîâíî íîðìè

||u||Lq
:=

(
E
[
|ξ|q

])1/q

≡
(∫
S

|ξ(ω)|q P (dω)
)1/q

.

Êðiì òîãî, Lp

_

⟲ Lq ïðè p ≥ q. Ïðè q = 2 ïðîñòið L2 ¹ ãiëüáåðòîâèì çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì (ξ, η)L2 := E [ξη].

Îçíà÷åííÿ 2. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {ξk}k∈N çáiãà¹òüñÿ äî â.â. ξ â
ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, ÿêùî âîíà çáiãà¹òüñÿ äî ξ â ñåíñi ïðîñòîðó L2, òîáòî
ÿêùî ||ξk − ξ||L2

−→
k→∞

0. Ïèñàòèìåìî ξ = l.i.m.
k→∞

ξk (limit in mean).

Íåõàé T > 0 òà d ∈ N � äåÿêi ÷èñëà, B(0, T ) � áîðåëiâñüêi ïiäìíîæèíè [0, T ],

P := B(0, T )×F (13)

� íàéìåíøà σ-àëãåáðà, ùî ìiñòèòü âñi ìíîæèíè âèãëÿäó B × F , äå B ∈ B(0, T ) òà
F ∈ F . Âèìiðíå ñòîñîâíî P âiäîáðàæåííÿ

Θ0,T ∋ (t, ω) 7→ z(t, ω) ∈ Rd (14)

íàçèâàòèìåìî BF-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ (â [9] âæèòî òåðìií �product measurable�).

Ëåìà 1. ßêùî ôóíêöiÿ z ç ôîðìóëè (14) ¹
(i) íåïåðåðâíîþ çà t ∈ [0, T ] äëÿ P -ìàéæå âñiõ ôiêñîâàíèõ ω ∈ S,
(ii) âèìiðíîþ çà ω ∈ S äëÿ âñiõ ôiêñîâàíèõ t ∈ [0, T ],

òî âîíà ¹ BF-âèìiðíîþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ ëåìè ó âèïàäêó d = 1
òà T = 1. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü {zk}k∈N BF-âèìiðíèõ
ôóíêöi¨, ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ z ç (14). Ñïåðøó ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ.
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×åðåç int(y) ïîçíà÷àòèìåìî öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà y ∈ R. Äëÿ t ∈ [0, 1] òà y ∈ R
÷åðåç F t

y ïîçíà÷èìî ïðîîáðàç ïðîìåíÿ (−∞, y) ó âiäîáðàæåííi S ∋ ω 7→ z(t, ω) ∈ R.
Ç ïðèïóùåííÿ (ii) âèïëèâà¹, ùî F t

y ∈ F .

Íåõàé zk(t, ω) := z
( int(kt)

k
, ω

)
, t ∈ [0, 1], ω ∈ S, k ∈ N. Îñêiëüêè

y − 1

y
≤

int(y)

y
≤ y + 1

y
, òî lim

y→+∞

int(y)

y
= 1, i òîìó ç ïðèïóùåííÿ (i) äëÿ âñiõ t ∈ [0, 1] òà

P -ìàéæå âñiõ ω ∈ S ìàòèìåìî, ùî lim
k→+∞

zk(t, ω) = z(t, ω).

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ çàëèøèëîñÿ ëèøå äîâåñòè BF-âèìiðíiñòü êîæíîãî
zk. Öåé ôàêò âèïëèâà¹ ç òàêèõ î÷åâèäíèõ ìiðêóâàíü:

zk(t, ω) =



z(0, ω), t ∈ [0, 1k ),

z( 1k , ω), t ∈ [ 1k ,
2
k ),

...

z(k−1
k , ω), t ∈ [k−1

k , 1),

z(1, ω), t = 1.

ω ∈ S, k ∈ N.

Êðiì òîãî, ïðîîáðàç ïðîìåíÿ (−∞, y) ìà¹ âèãëÿä

z−1
k

(
(−∞, y)

)
=

(k−1⋃
i=0

[ i
k
,
i+ 1

k

)
× F i/k

y

)
∪
(
{t = 1} × F 1

y

)
.

Öÿ ìíîæèíà íàëåæèòü äî ñiì'¨ P ç (13) ÿê ñêií÷åííå îá'¹äíàííÿ ìíîæèí ç P. □
Ïîðÿä ç óçàãàëüíåíèì (çâè÷àéíèì ó âèïàäêó ñòàëîãî ïîêàçíèêà iíòåãðîâíîñòi)

ïðîñòîðîì Ëåáåãà (7) òà âèïàäêîâèì ïðîñòîðîì Ëåáåãà (12) ðîçãëÿíåìî ¨õ ïî¹äíàííÿ.
Íåõàé q ∈ B+((0, T )), q0 > 1 (äèâ. ïîçíà÷åííÿ (3) òà (4)). Óçàãàëüíåíèì âèïàäêîâèì

ïðîñòîðîì Ëåáåãà Lq(t)(Θ0,T ) íàçâåìî ìíîæèíó

Lq(t)(Θ0,T ) :=
{
z : Θ0,T → R

∣∣∣ 1) z ¹ BF-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ,

2) ρq(z; Θ0,T ) :=

T∫
0

∫
S

|z(t, ω)|q(t) P (dω) dt < +∞
}
, (15)

íà ÿêié ââåäåíî âiäïîâiäíó íîðìó Ëþêñåìáóðãà òèïó (8).
Çðîçóìiëî, ùî ââåäåíi ïîíÿòòÿ ìîæíà óçàãàëüíèòè íà ôóíêöi¨ òðüîõ i áiëüøå

çìiííèõ. Íàì áóäå çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ òàêèì ïîçíà÷åííÿì: íåõàé N ∈ N, O ⊂ RN ,
B(O) � áîðåëiâñüêi ïiäìíîæèíè O,

K := P × B(O) (16)

� íàéìåíøà σ-àëãåáðà, ÿêà ìiñòèòü âñi ìíîæèíè âèãëÿäó A×B, äå A ∈ P, B ∈ B(O).
Âèìiðíå ñòîñîâíî K âiäîáðàæåííÿ

(Θ0,T ×O) ∋ (t, ω, z) 7→ L(t, ω, z) ∈ Rd (17)

íàçèâàòèìåìî BBF-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ.
Íàïðèêiíöi ïiäðîçäiëó íàãàäà¹ìî ùå òàêå çàãàëüíå òâåðäæåííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 6 (òåîðåìà 1 [8], ñ. 114). ßêùî ôóíêöiÿ f ¹ âèìiðíîþ, ôóíêöiÿ g ¹
iíòåãðîâíîþ i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |f | ≤ g, òî ôóíêöiÿ f � iíòåãðîâíà.

2.3. Âèïàäêîâi ïðîöåñè òà ¨õíi âëàñòèâîñòi

Íàãàäà¹ìî òàêå ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 3. Âèïàäêîâèì ïðîöåñîì (â.ï.) íàçèâàþòü ôóíêöiþ ξ = ξ(t, ω) äâîõ
çìiííèõ t ∈ [0, T ], ω ∈ S. Ó öüîìó âèïàäêó çìiííó ω ∈ S ÷àñòî íàçèâàþòü âèïàäêîâîþ
çìiííîþ, à çìiííó t ∈ (0, T ) � äåòåðìiíîâàíîþ (íåâèïàäêîâîþ) çìiííîþ.

Ìè çäåáiëüøîãî ìàòèìåìî ñïðàâó ç âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì, îçíà÷åííÿ ÿêîãî
íàâåäåìî äëÿ çðó÷íîñòi (äèâ. [10, c. 37] òà [11, ñ. 38]).

Îçíà÷åííÿ 4. Â.ï. W =W (t, ω) íàçèâà¹òüñÿ âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì, ÿêùî
1w) W (0, ω) = 0 ì.í.;
2w) äëÿ äîâiëüíèõ 0 < t1 < t2 < . . . < tk âèïàäêîâi âåëè÷èíè

W (t1), W (t2)−W (t1), W (t3)−W (t2), ...,W (tk)−W (tk−1)

¹ íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi;
3w) äëÿ âñiõ t > s ≥ 0 âèïàäêîâà âåëè÷èíà W (t) −W (s) ¹ íîðìàëüíîþ êëàñó

N(0, t− s), òîáòî ìà¹ PDF âèãëÿä

f(x) =
1√

2π(t− s)
e
− x2

2(t−s) , x ∈ R. (18)

Ëåìà 2. Âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ W (t, ω), (t, ω) ∈ Θ0,T , ¹ BF-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ òà
íàëåæèòü äî ïðîñòîðó C([0, T ];Lp) äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ [1,+∞).

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì W ¹ âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ çà çìiííîþ ω. Ç [11, ñ. 51]
âèïëèâà¹, ùî âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ ¹ íåïåðåðâíèì çà t ∈ [0, T ]. Òîìó ç ëåìè 1 çðàçó
ìàòèìåìî éîãî BF-âèìiðíiñòü.

Ïîäàëüøå äîâåäåííÿ ëåìè ó âèïàäêó p = 2 çðîáëåíî ó ëåìi 13 [1]. Äëÿ p ≥ 1
ìàòèìåìî òàêå. Íåõàé t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2. Òîäi W (t2) −W (t1) ∈ N(0, t2 − t1). Ç
âèãëÿäó (18) PDF öi¹¨ â.â. òà îçíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ îòðèìà¹ìî, ùî

I := E
[
|W (t2)−W (t1)|p

]
=

+∞∫
−∞

|x|pf(x) dx =

+∞∫
−∞

|x|p e−
x2

2(t2−t1)√
2π(t2 − t1)

dx.

Çðîáèâøè çàìiíó x⇝ y, äå x =
√
2(t2 − t1)y (òîäi dx =

√
2(t2 − t1) dy), ìàòèìåìî

I =
1√

2π(t2 − t1)

+∞∫
−∞

(√
2(t2 − t1)

)p

|y|p e−y2√
2(t2 − t1) dy =

=
2p/2(t2 − t1)

p/2

√
π

+∞∫
−∞

|y|p e−y2

dy = C3(p)(t2 − t1)
p/2.

Òîìó ||W (t2)−W (t1)||Lp ≤
√
C3(p)(t2 − t1)

1/2 i ëåìó ïîâíiñòþ äîâåäåíî. □

Ëåìà 3. Âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ W íàëåæèòü äî óçàãàëüíåíîãî âèïàäêîâîãî ïðîñòîðó
Ëåáåãà Lq(t)(Θ0,T ) äëÿ äîâiëüíîãî ïîêàçíèêà iíòåãðîâíîñòi q ∈ B+((0, T )), q0 > 1.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ ôóíêöi¨ q ∈ B+((0, T )) âèêîðèñòà¹ìî âiäïîâiäíi ïîçíà÷åííÿ (4).
Òîäi q(t) ≤ q0 < q0 +1, t ∈ [0, T ]. Ç óçàãàëüíåíî¨ íåðiâíîñòi Þíãà (9) äëÿ ïîêàçíèêiâ

q = q0+1
q(t) > 1 òà q′ (äèâ. (5)) âèïëèâà¹ îöiíêà |W (t, ω)|q(t) ≤ |W (t, ω)|q0+1 + C4, äå

ñòàëà C4 > 0 íå çàëåæèòü âiä t, ω,W . Âèêîðèñòàâøè öþ îöiíêó, ëåìó 2 i òâåðäæåí-
íÿ 6, ìàòèìåìî íåðiâíiñòü

T∫
0

∫
S

|W (t, ω)|q(t) P (dω) dt ≤
T∫

0

∫
S

|W (t, ω)|q
0+1 P (dω) dt+ C4

T∫
0

∫
S

P (dω) dt ≤

≤ T ||C([0, T ];Lq0+1)||q
0+1 + TC4 < +∞. □

2.4. Iíòåãðóâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ξ ∈ C([0, T ];Lp) ÷è ξ ∈ L1(0, T ;Lp),
äå p ≥ 1, ñòàíäàðòíî ìîæíà âèçíà÷èòè Lp-çíà÷íèé (çàãàëîì, L1-çíà÷íèé) iíòåãðàë

Áîõíåðà (äèâ., íàïðèêëàä, [3, c. 22])
∫ T

0
ξ(t, ω) dt. Íàãàäà¹ìî äåÿêi éîãî âëàñòèâîñòi.

Òâåðäæåííÿ 7 (ëåìà 14, [1]). ßêùî g ∈ L∞(0, T ) � äåòåðìiíîâàíà ôóíêöiÿ,
η ∈ L1(0, T ;L1) � âèïàäêîâèé ïðîöåñ, òî

∀ t1, t2 ∈ [0, T ] : E
[ t2∫
t1

g(t)η(t, ω) dt
]
=

t2∫
t1

g(t)E [η(t, ω)] dt.

Çàóâàæåííÿ 1. Îñêiëüêè W ∈ C([0, T ];Lp), p ≥ 1, òî äëÿ âñiõ h ∈ Lr([0, T ]), r ≥ 1,

êîðåêòíèì ¹ Lp-çíà÷íèé iíòåãðàë Áîõíåðà
∫ T

0
h(t)W (t, ω) dt. Çîêðåìà, ìàòèìåìî, ùî

hW ∈ Lr(0, T ;Lp), áî

||h(t)W (t, ·)||Lp
= |h(t)| · ||W (t, ·)||Lp

≤ C5|h(t)|, t ∈ [0, T ], (19)

çãiäíî ç òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ïðî îáìåæåíiñòü íåïåðåðâíî¨ íà [0, T ] ôóíêöi¨.

Íåõàé C1([0, T ]) � ïðîñòið äåòåðìiíîâàíèõ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ íà [0, T ]
ôóíêöié, g′ � ïîõiäíà ôóíêöi¨ g ∈ C1([0, T ]),

Ψ0 := {g ∈ C1([0, T ]) | g(0) = g(T ) = 0}. (20)

Ïðèïóñòèìî, ùî g � íåâèïàäêîâà ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó i òî ñïî÷àòêó g ∈ Ψ0.

Îçíà÷åííÿ 5. Iíòåãðàëîì Ïåëi-Âiíåðà-Çèãìóíäà âiä ãëàäêî¨ äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíê-
öi¨ g ∈ Ψ0 ïî âèïàäêîâîìó âiíåðiâñüêîìó ïðîöåñó W íàçèâà¹òüñÿ òàêèé âèðàç:

(PWZ)

T∫
0

g(t) dW (t, ω) := −
T∫

0

g′(t)W (t, ω) dt. (21)

Iíòåãðàë ñïðàâà â (21) � öå iíòåãðàë Áîõíåðà, ÿêèé iñíó¹ çãiäíî ç îöiíêîþ òè-
ïó (19). Ïðîáëåìîþ öüîãî îçíà÷åííÿ PWZ-iíòåãðàëà ¹ òå, ùî ôóíêöiÿ g ïîâèííà
çàíóëÿòèñÿ â òî÷êàõ t = 0 òà t = T . Öþ ïðîáëåìó óñóâàþòü òàê.

Íåõàé g � íåâèïàäêîâà ôóíêöiÿ, g ∈ L2(0, T ). Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöi¨
{gm}m∈N çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

{gm}m∈N ⊂ Ψ0, gm −→
m→∞

g â ïðîñòîði L2(0, T ).
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Âiäîìî, ùî òàêà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöi¨ {gm}m∈N çàâæäè iñíó¹.

Îçíà÷åííÿ 6. Iíòåãðàëîì Ïåëi-Âiíåðà-Çèãìóíäà âiä äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨
g ∈ L2(0, T ) ïî âèïàäêîâîìó âiíåðiâñüêîìó ïðîöåñó W íàçâåìî âèðàç

(PWZ)

T∫
0

g(t) dW (t, ω) = l.i.m.
m→∞

(PWZ)

T∫
0

gm(t) dW (t, ω), (22)

òîáòî ãðàíèöþ â ïðîñòîði L2 ïîñëiäîâíîñòi iíòåãðàëiâ âiä ôóíêöié gm ∈ Ψ0.

Âëàñòèâîñòi PWZ-iíòåãðàëiâ (21)-(22) ðîçãëÿíóòî, çîêðåìà, â [11]. Ìè íàâåäåìî
ëèøå äåÿêi ç íèõ ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi.

Òâåðäæåííÿ 8 (ïðî âëàñòèâîñòi PWZ-iíòåãðàëà, [11], ñ. 59). Íåõàé W � âiíåðiâ-
ñüêèé ïðîöåñ. Òîäi ÿêùî g ∈ L2(0, T ), òî

E
[ T∫
0

g(t) dW (t, ω)
]
= 0, E

[( T∫
0

g(t) dW (t, ω)
)2]

=

T∫
0

|g(t)|2 dt. (23)

Êîðèñòóâàòèìåìîñÿ òàêèì âiäîìèì òâåðäæåííÿì, äîâåäåííÿ ÿêîãî íàâåäåìî
äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó ìàòåðiàëó.

Ëåìà 4. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíiöà äëÿ PWZ-iíòåãðàëà

∀ t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2 :

t2∫
t1

dW (t) =W (t2)−W (t1). (24)

Äîâåäåííÿ. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ äëÿ t1 = 0, t2 = T .
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié (äèâ. ðèñ.)

bm(t) =


3(mt)2 − 2(mt)3, 0 ≤ t ≤ 1

m ,

1, 1
m ≤ t ≤ T − 1

m ,

3(m(T − t))2 − 2(m(T − t))3, T − 1
m ≤ t ≤ T,

m ∈ N.

Ãðàôiê ôóíêöi¨ bm

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ âñiõ m ∈ N ( 1
m < T

2 ) âèêîíóþòüñÿ óìîâè bm ∈ C1([0, T ]),

bm(0) = b′m(0) = 0, bm(T ) = b′m(T ) = 0.
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Êðiì òîãî, äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] ìàòèìåìî çáiæíiñòü bm(t) −→
m→∞

1 â L2(0, T ) i ðiâíiñòü

1
m∫
0

b′m(t) dt =

1
m∫
0

[6m2t− 6m3t2] dt = (3m2t2 − 2m3t3)

∣∣∣∣t= 1
m

t=0

= 3− 2 = 1.

Â íàñòóïíîìó iíòåãðàëi çðîáèìî çàìiíó t⇝ s, äå s = T − t (òîäi dt = −ds)
T∫

T− 1
m

b′m(t) dt =

T∫
T− 1

m

[−6m2(T − t) + 6m3(T − t)2] dt =

= −
0∫

1
m

[−6m2s+ 6m3s2] ds =

0∫
1
m

[6m2s− 6m3s2] ds = −1.

Òîìó ç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëà Áîõíåðà ìàòèìåìî

W (0) =W (0)

1
m∫
0

b′m(t) dt =W (0)

1
m∫
0

[6m2t− 6m3t2] dt =

1
m∫
0

[6m2t− 6m3t2]W (0) dt,

W (T ) = −W (T )

T∫
T− 1

m

b′m(t) dt = −W (T )

T∫
T− 1

m

[−6m2(T − t) + 6m3(T − t)2] dt =

=

T∫
T− 1

m

[6m2(T − t)− 6m3(T − t)2]W (T ) dt.

Íåõàé ε > 0. Îñêiëüêè W ∈ C([0, T ];L2), òî iñíóþòü ÷èñëà m0,mT ∈ N òàêi, ùî

∀ t ∈
[
0,

1

m0

]
: ||W (t)−W (0)||L2 <

ε

2
,

∀ t ∈
[
T − 1

mT
, T

]
: ||W (T )−W (t)||L2 <

ε

2
.

Òîìó äëÿ âñiõ m ≥ max{m0,mT } ìàòèìåìî∣∣∣∣∣∣ T∫
0

bm(t) dW (t)− (W (T )−W (0))
∣∣∣∣∣∣
L2

=
∣∣∣∣∣∣− T∫

0

b′m(t)W (t) dt− (W (T )−W (0))
∣∣∣∣∣∣
L2

=

=
∣∣∣∣∣∣

1
m∫
0

[6m2t− 6m3t2]W (t) dt+ 0 +

T∫
T− 1

m

[−6m2(T − t) + 6m3(T − t)2]W (t) dt+

+

T∫
T− 1

m

[6m2(T − t)− 6m3(T − t)2]W (T ) dt−

1
m∫
0

[6m2t− 6m3t2]W (0) dt
∣∣∣∣∣∣
L2

≤

≤

1
m∫
0

[6m2t− 6m3t2] · ||W (t)−W (0)||L2 dt+
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+

T∫
T− 1

m

[6m2(T − t)− 6m3(T − t)2] · ||W (T )−W (t)||L2
dt ≤

≤ ε

2

[ 1
m∫
0

[6m2t− 6m3t2] dt+

T∫
T− 1

m

[6m2(T − t)− 6m3(T − t)2] dt
]
= 2

ε

2
= ε.

Îòæå, ∣∣∣∣∣∣ T∫
0

dW (t)− (W (T )−W (0))
∣∣∣∣∣∣
L2

≤

≤
∣∣∣∣∣∣ T∫

0

dW (t)−
T∫

0

bm(t) dW (t)
∣∣∣∣∣∣
L2

+
∣∣∣∣∣∣ T∫

0

bm(t) dW (t)− (W (T )−W (0))
∣∣∣∣∣∣
L2

−→
m→∞

0,

òîáòî ðiâíiñòü (24) âèêîíó¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî. □

2.5. Äèôåðåíöiþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ

Âiçüìåìî äîâiëüíi âèïàäêîâèé ïðîöåñ α ∈ L1(0, T ;L1) òà íåâèïàäêîâó ôóíêöiþ
β ∈ L2(0, T ).

Îçíà÷åííÿ 7. ßêùî äåÿêèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ u çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀ t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2 : u(t2, ω) = u(t1, ω) +

t2∫
t1

α(t, ω) dt+

t2∫
t1

β(t) dW (t, ω), (25)

òî ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëîì âèïàäêîâîãî ïðîöåñó u íàçèâà¹òüñÿ âèðàç

du(t, ω) = α(t, ω) dt+ β(t) dW (t, ω), (t, ω) ∈ Θ0,T , (26)

äå dt � çâè÷àéíèé äèôåðåíöiàë äåòåðìiíîâàíî¨ çìiííî¨ t, dW (t, ω) � äèôåðåíöiàë
âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó.

Ïîíÿòòÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå.

Îçíà÷åííÿ 8. Ïðîöåñ η ∈ C([0, T ];L2) íàçèâàþòü äèôåðåíöiéîâíèì ó ñåðåäíüî-

êâàäðàòè÷íîìó ðîçóìiííi â òî÷öi t0 ∈ [0, T ], ÿêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ l.i.m.
h→0

η(t0+h)−η(t0)
h ,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîþ ïîõiäíîþ ïðîöåñó η â òî÷öi t0 i ïîçíà÷à¹òüñÿ
η′(t0). Ïðîöåñ íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíèì ó ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó ðîçóìiííi íà
[0, T ], ÿêùî âií ¹ òàêèì ó êîæíié òî÷öi t0 ∈ [0, T ].

Íåõàé òåïåð α ∈ C([0, T ];L2) ⊂ L1(0, T ;L1),

η(t, ω) =

t∫
0

α(s, ω) ds, (t, ω) ∈ Θ0,T . (27)

Ç âëàñòèâîñòåé íàÿâíîãî â (27) iíòåãðàëà Áîõíåðà âèïëèâà¹ òàêå: ïðîöåñ η ç (27)
áóäå äèôåðåíöiéîâíèì ó ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó ðîçóìiííi, η′(t) = α(t), t ∈ [0, T ].
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Òîìó ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëîì âèïàäêîâîãî ïðîöåñó (27) ìîæíà íàçâàòè òðà-
äèöiéíèé ó ìàòåìàòè÷íîìó àíàëiçi âèðàç

dη(t) = η′(t) dt = α(t) dt. (28)

Ïåðåïèñàâøè (28) ó âèãëÿäi

dη(t, ω) = α(t, ω) dt+ 0 · dW (t, ω), (29)

áà÷èìî, ùî òàêå îçíà÷åííÿ ïîâíiñòþ çáiãà¹òüñÿ ç îçíà÷åííÿì ñòîõàñòè÷íîãî äèôå-
ðåíöiàëà (26) ó òîìó ñåíñi, ùî öi äâà ñòîõàñòè÷íi äèôåðåíöiàëè çáiãàþòüñÿ.

Ç iíøîãî áîêó, ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíiöà (24) ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi

W (t2, ω) =W (t1, ω) +

t2∫
t1

dW (t, ω), 0 ≤ t1 < t2 ≤ T, ω ∈ S,

ùî îçíà÷à¹ òàêå: âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ W ∈ C([0, T ];L2) ìà¹ ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåí-
öiàë, ÿêèé ìîæíà çàïèñàòè òàê:

dW (t, ω) = 0 · dt+ 1 · dW (t, ω). (30)

Ñïðîáó¹ìî íàäàòè öüîìó âèðàçó iíøîãî çíà÷åííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ôîðìóëó (28) ïðÿ-
ìî çàñòîñóâàòè íå ìîæíà, áî âiäîìî (äèâ. [11, ñ. 53]), ùî t 7→ W (t, ω) � íiäå íå
äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ äëÿ ω ∈ S.

Äàëi, äëÿ äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨ β ∈ C([0, T ]) ⊂ L2(0, T ) (ââàæàòèìåìî äëÿ
ñïðîùåííÿ, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà β(t) ≥ β0 > 0 äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]) ïðèéìåìî:

ξ(t, ω) :=

t∫
0

β(s) dW (s, ω), (t, ω) ∈ Θ0,T . (31)

Âiäîìî, ùî ξ ∈ C([0, T ];L2). Ïðîòå, íåçâàæàþ÷è íà ãëàäêiñòü (íåïåðåðâíiñòü) β,
ïðîöåñ ξ íå ¹ äèôåðåíöiéîâàíèì ó ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó ðîçóìiííi â æîäíié òî÷öi
t ∈ [0, T ], áî ç äðóãî¨ ôîðìóëè (23) òà óìîâè íà β âèïëèâà¹, ùî∣∣∣∣∣∣ξ(t+ h)− ξ(t)

h

∣∣∣∣∣∣
L2

=
∣∣∣∣∣∣ 1
h

t+h∫
t

β(s) dW (s, ω)
∣∣∣∣∣∣
L2

=
1

h

(
E
[( t+h∫

t

β(s) dW (s, ω)
)2])1/2

=

=
1

h

( t+h∫
t

|β(s)|2 ds
)1/2

≥ β0
h

( t+h∫
t

ds
)1/2

=
β0√
h

−→
h→+0

+∞.

Çîêðåìà, äèôåðåíöiàëà dξ â ñåíñi ôîðìóëè (28) íå iñíó¹. Àëå

ξ(t2)− ξ(t1) =

t2∫
0

β(s) dW (s, ω)−
t1∫
0

β(s) dW (s, ω) =

=

0∫
t1

β(s) dW (s, ω) +

t2∫
0

β(s) dW (s, ω) =

t2∫
t1

β(s) dW (s, ω),

i òîìó, â ñåíñi ôîðìóëè (26), ìàòèìåìî òàêèé ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë â.ï. (31):

dξ(t, ω) = 0 · dt+ β(t) dW (t, ω).
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2.6. Ïðîñòîðè ðîçïîäiëiâ

Íåõàé O � îáëàñòü â RN , N ∈ N, ZN
+ � ìíîæèíà ìóëüòèiíäåêñiâ ðîçìiðíîñòi

N ∈ N, òîáòî âåêòîðiâ α = (α1, . . . , αN ) òàêèõ, ùî αi ∈ Z, αi ≥ 0, i = 1, N . Íåõàé

|α| := α1 + . . . + αN � äîâæèíà ìóëüòèiíäåêñó, Dαu := ∂|α|u
∂y

α1
1 ...∂y

αN
N

� êëàñè÷íà àáî

óçàãàëüíåíà α-îâà ïîõiäíà (α ∈ ZN
+ ) ôóíêöi¨ u = u(y1, . . . , yN ), y := (y1, . . . , yN ) ∈ O.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïðîñòið îñíîâíèõ ôóíêöié D(O) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ
ïðîñòîðó C∞

0 (O), ïðè÷îìó çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {φk}k∈N ⊂ D(O) äî ôóíêöi¨ φ ∈
D(O) ðîçóìi¹òüñÿ â òàêîìó ñåíñi. Iñíó¹ êîìïàêòíà ìíîæèíà K ⊂ O òàêà, ùî suppφk,
suppφ ⊂ K òà Dαφk −→

k→∞
Dαφ ðiâíîìiðíî íà K äëÿ áóäü-ÿêîãî α. Íåõàé D∗(O)

� ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié (ðîçïîäiëiâ), òîáòî óñiõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà
ïðîñòîði D(O), ÿêi íåïåðåðâíi ñòîñîâíî çàçíà÷åíî¨ çáiæíîñòi â D(O).

Êîæíó ôóíêöiþ u ∈ L1
loc(O) îòîòîæíèìî ç ðîçïîäiëîì û ∈ D∗(O), ÿêèé âèçíà-

÷à¹òüñÿ òàê:

⟨û, ϕ⟩D(O) =

∫
O

u(y)ϕ(y) dy, ϕ ∈ D(O). (32)

Äàëi ïèñàòèìåìî ïðîñòî u çàìiñòü û. Îòæå, îòðèìó¹ìî âêëàäåííÿ

L1
loc(O) ⊂ D∗(O). (33)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî B-çíà÷íi ôóíêöi¨, äå B � äåÿêèé áàíàõiâ ïðîñòið.

Òâåðäæåííÿ 9 (äèâ. [4], ñ. 40). Äëÿ ÷èñëà N ∈ N, âiäêðèòî¨ ìíîæèíè O ⊂ RN ,
áàíàõîâîãî ïðîñòîðó B òà ôóíêöi¨ f ∈ L1

loc(O;B) ìàòèìåìî òàêå: ðiâíiñòü∫
O

f(y)φ(y) dy = 0 â ïðîñòîði B i äëÿ âñiõ φ ∈ D(O)

îçíà÷à¹, ùî f = 0 â ïðîñòîði B ìàéæå âñþäè íà O.

Íåõàé òåïåð O = (0, T ), D(0, T ) := D((0, T )) � ïðîñòið îñíîâíèõ ôóíêöié,
D∗(0, T ) := D∗((0, T )) � âiäïîâiäíèé ïðîñòið ðîçïîäiëiâ, B � äåÿêèé áàíàõiâ ïðîñòið,
D∗(0, T ;B) � ïðîñòið âåêòîðíîçíà÷íèõ ðîçïîäiëiâ (vector valued distributions), òîáòî
ìíîæèíà âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü ç D(0, T ) â B (äèâ. [12, ñ. 186]).
Äiþ åëåìåíòà u ∈ D∗(0, T ;B) íà ôóíêöiþ φ ∈ D(0, T ) ïîçíà÷àòèìåìî ⟨u, φ⟩D(0,T ).
Çàóâàæèìî, ùî ⟨u, φ⟩D(0,T ) ∈ B äëÿ âñiõ u ∈ D∗(0, T ;B) òà φ ∈ D(0, T ).

Ïîñëiäîâíiñòü {uk}k∈N çáiãà¹òüñÿ äî u ïðè k → ∞ â ïðîñòîði D∗(0, T ;B), ÿêùî

⟨f, ⟨uk, φ⟩D(0,T )⟩B −→
k→∞

⟨f, ⟨u, φ⟩D(0,T )⟩B

â ïðîñòîði R1 äëÿ âñiõ f ∈ B∗ òà φ ∈ D(0, T ). ßêùî u, v ∈ D∗(0, T ;B), α, β ∈ R, òî
ðîçïîäië αu+ βv âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâèëîì

⟨αu+ βv, φ⟩D(0,T ) = α⟨u, φ⟩D(0,T ) + β⟨v, φ⟩D(0,T ), φ ∈ D(0, T ).

ßêùî u ∈ D∗(0, T ;B), ψ ∈ C∞([0, T ]), òî ðîçïîäië ψu âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâèëîì

⟨ψu, φ⟩D(0,T ) = ⟨u, ψφ⟩D(0,T ), φ ∈ D(0, T ).

Çðîçóìiëî, ùî D∗(0, T ;R1) = D∗(0, T ) ïðè B = R1.
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Êîæíó ôóíêöiþ u ∈ L1
loc(0, T ;B) îòîòîæíèìî ç ðîçïîäiëîì ũ ∈ D∗(0, T ;B) òàê:

⟨ũ, φ⟩D(0,T ) :=

T∫
0

u(t)φ(t) dt, φ ∈ D(0, T ). (34)

Àíàëîãi÷íî ÿê i ó ðîçãëÿäi (32), çàìiñòü ũ ïèñàòèìåìî u i îòðèìà¹ìî òàêèé àíàëîã
âêëàäåííÿ (33):

L1
loc(0, T ;B) ⊂ D∗(0, T ;B). (35)

2.7. Ïîõiäíi â ñåíñi ðîçïîäiëiâ
Ïðèïóñòèìî, ùî S � äåÿêà îáìåæåíà îáëàñòü â Rk, k ∈ N, P � ìiðà Ëåáåãà

(íàãàäà¹ìî, ùî P (S) = 1). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ut ïîõiäíó çà ÷àñîì äåÿêî¨ ôóíêöi¨
u ∈ L1

loc(Θ0,T ) â ñåíñi ðîçïîäiëiâ ç ïðîñòîðó D
∗(Θ0,T )

⟨ut, φ⟩D(Θ0,T ) := −
∫

Θ0,T

u(t, ω)φt(t, ω) dtdω äëÿ φ ∈ D(Θ0,T ). (36)

Äëÿ äåÿêîãî ïðîñòîðó B ïîçíà÷èìî ÷åðåç u′B ïîõiäíó ôóíêöi¨ u ∈ L1
loc(0, T ;B)

ó ñåíñi ðîçïîäiëiâ ç ïðîñòîðó D∗(0, T ;B)

⟨u′B , θ⟩D(0,T ) := −⟨u, θ′⟩D(0,T ) = −
T∫

0

u(t)θ′(t) dt äëÿ âñiõ θ ∈ D(0, T ). (37)

Ïðèïóñòèìî, ùî

u ∈ L1
loc(0, T ;A) ∩ L1

loc(0, T ;B), (38)

äå ïðîñòîðè A òà B íåïåðåðâíî âêëàäàþòüñÿ â äåÿêèé òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñ-
òið V. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî θ ∈ D(0, T ) îòðèìó¹ìî

⟨u′A, θ⟩D(0,T ) = −
T∫

0

u(t)θ′(t) dt â A i àíàëîãi÷íî â V;

⟨u′B , θ⟩D(0,T ) = −
T∫

0

u(t)θ′(t) dt â B i àíàëîãi÷íî â V.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî (38) âèêîíó¹òüñÿ, òî u′A = u′B â ïðîñòîðiD∗(0, T ;V). Êðiì òîãî,
ÿê u′A òàê i u′B äîðiâíþþòü, íàïðèêëàä, u′A+B . Òîìó, ÿêùî ìà¹ìî (38), òî ìîæåìî
âçÿòè ïîõiäíó âiä u â ñåíñi D∗(0, T ;A+B) i âèêîðèñòàòè äëÿ íå¨ ïðîñòå ïîçíà÷åííÿ
u′. Òå ñàìå ïîçíà÷åííÿ âæèâà¹ìî äëÿ òðüîõ ïðîñòîðiâ çàìiñòü (38) òîùî.

Íàì áóäóòü ïîòðiáíi òàêi òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 10 (äèâ. [4], ñ. 50). ßêùî ïðîñòîðè A, B òà C íåïåðåðâíî âêëàäàþ-
òüñÿ â äåÿêèé òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið, òî ìíîæèíà

{u ∈ C∞([0, T ];A) | u′ ∈ C∞([0, T ];B) + C∞([0, T ];C)}

¹ ùiëüíîþ â {u ∈ Lp(0, T ;A) | u′ ∈ Lq(0, T ;B) + Lr(0, T ;C)}, äå p, q, r ∈ [1,+∞).
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Òâåðäæåííÿ 11 (äèâ. [4], ñ. 58). Ïðèïóñòèìî, ùî B ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì òà-

êèì, ùî D(S)
_

⟲ B. Òîäi ïðîñòið L1(0, T ;B∗) âêëàäà¹òüñÿ â D∗(Θ0,T ) çà äîïîìîãîþ

âiäîáðàæåííÿ f 7→ f̂ òàêîãî, ùî

⟨f̂ , φ⟩D(Θ0,T ) =

T∫
0

⟨f(t), φ(t)⟩B dt, f ∈ L1(0, T ;B∗), φ ∈ D(Θ0,T ).

Òóò φ ∈ D(Θ0,T ), à òîìó φ(t, ·) ∈ D(S) ⊂ B i äiÿ ⟨f(t), φ(t)⟩B êîðåêòíà.

Çàóâàæåííÿ 3. Âiçüìåìî ôóíêöiþ u ∈ L1(0, T ;L1(S)) = L1(Θ0,T ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
ut ïîõiäíó âiä u â ñåíñi D∗(Θ0,T ) (äèâ. (36)), à ÷åðåç u′ � ïîõiäíó âiä u â ñåíñi
D∗(0, T ;L1(S)) (äèâ. (37)). Î÷åâèäíî, ut òà u′ êîðåêòíî âèçíà÷åíi.

Ìà¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 5. ßêùî B ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì òàêèì, ùî D(S)
_

⟲ B, òî äëÿ êîæíîãî
u ∈ L1(0, T ;L1(S)) âèêîíó¹òüñÿ òàêå:

(i) ÿêùî ut ∈ L1(0, T ;B∗), òî u′ = ut â ïðîñòîði D∗(0, T ;B∗ + L1(S));
(ii) ÿêùî u′ ∈ L1(0, T ;B∗), òî ut = u′ â ïðîñòîði D∗(Θ0,T ).

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.6.2 [4, ñ. 59]. Âiçüìåìî
ôóíêöiþ u ∈ L1(0, T ;L1(S)) = L1(Θ0,T ).

Äîâåäåííÿ ôàêòó (i). Ïðèïóñòèìî, ùî ut ∈ L1(0, T ;B∗). Âiçüìåìî äîâiëüíó
ôóíêöiþ z ∈ D(S) i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Lz : D∗(S) → R çà ïðàâèëîì

Lz(h) = ⟨h, z⟩D(S), h ∈ D∗(S).

Çâóæåííÿ lz ôóíêöiîíàëà Lz íà L1(S) ⊂ D∗(S) ¹ íåïåðåðâíèì i ëiíiéíèì íà L1(S).
Êðiì òîãî, lz(h) =

∫
S h z dx, h ∈ L1(S). Îòæå, îñêiëüêè u ∈ L1(Θ0,T ), çà òåîðåìîþ

Ôóáiíi òà îçíà÷åííÿì ut, òî îòðèìó¹ìî

I := Lz

(
−

T∫
0

uθ′ dt
)
= lz

(
−

T∫
0

uθ′ dt
)
= −

T∫
0

lz(u)θ
′ dt = −

T∫
0

(∫
S

u z dx
)
θ′ dt =

= −
∫

Θ0,T

u zθ′ dtdx = ⟨ut, θz⟩D(Θ0,T ), θ ∈ D(0, T ).

Çà îçíà÷åííÿì âêëàäåííÿ L1(0, T ;B∗) â ïðîñòið D∗(Θ0,T ) (äèâ. Òâåðäæåííÿ 11) i

îñêiëüêè ut ∈ L1(0, T ;B∗), ìàòèìåìî I =
∫ T

0
⟨ut(t), z⟩B θ(t) dt.

Çâóæåííÿ l̃z ôóíêöiîíàëà Lz íà B∗ ⊂ D∗(S) ¹ íåïåðåðâíèì i ëiíiéíèì íà B∗.

Êðiì òîãî, l̃z(h) = ⟨h, z⟩B äëÿ h ∈ B∗. Îñêiëüêè ut ∈ L1(0, T ;B∗), òî

I =

T∫
0

l̃z(ut)θ dt = l̃z

( T∫
0

utθ dt
)
= Lz

( T∫
0

utθ dt
)

äëÿ âñiõ z ∈ D(S). Òîìó −
∫ T

0
uθ′ dt äîðiâíþ¹

∫ T

0
utθ dt â D∗(S). Îñêiëüêè âîíè

íàñïðàâäi íàëåæàòü äî B∗ + L1(S), òî öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ â B∗ + L1(S), ùî
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äîâîäèòü òàêå:

⟨u′, θ⟩D(0,T ) = −
T∫

0

uθ′ dt =

T∫
0

utθ dt = ⟨ut, θ⟩D(0,T ) â ïðîñòîði B∗ + L1(S)

äëÿ âñiõ θ ∈ D(0, T ) i íàøå ïåðøå òâåðäæåííÿ ëåìè äîâåäåíî.
Äîâåäåííÿ ôàêòó (ii). Ïðèïóñòèìî, ùî u′ ∈ L1(0, T ;B∗). Äîâåäåìî, ùî

T∫
0

⟨u′(t), φ(t)⟩B dt = −
∫

Θ0,T

uφt dtdω (39)

äëÿ áóäü-ÿêîãî φ ∈ D(Θ0,T ). Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ ùiëüíîñòi. Ç Òâåðäæåííÿ 10
âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòi {um}m∈N ⊂ C∞([0, T ];L1(S)) òàêî¨, ùî çáiãà¹òüñÿ
äî u â L1(0, T ;L1(S)) òà {u′m}m∈N ⊂ C∞([0, T ];B∗) çáiãà¹òüñÿ äî u′ â L1(0, T ;B∗).

Îñêiëüêè u′m(t) ∈ B∗∩L1(S) äëÿ t ∈ [0, T ], òî çà îçíà÷åííÿì âêëàäåííÿB∗ i L1(S)
â D∗(S) ìà¹ìî, ùî ⟨u′m(t), z⟩B =

∫
S u

′
m(t) z dx äëÿ âñiõ z ∈ D(S). Âèêîðèñòîâóþ÷è

òåîðåìó Ôóáiíi, îòðèìà¹ìî

J :=

T∫
0

⟨u′m(t), φ(t)⟩B dt =

T∫
0

(∫
S

u′m, φ dω
)
dt =

∫
Θ0,T

u′m φ dtdω.

Òîìó ç êëàñè÷íî¨ ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè òà óìîâ φ|t=0 = φ|t=T = 0 îòðè-
ìó¹ìî, ùî J = −

∫
Θ0,T

umφt dtdω.Öå äîâîäèòü (39) ç um çàìiñòü u. Çàâäÿêè çáiæíîñòi

ïîñëiäîâíîñòi {um}n∈N òà íàëåæíîñòi φ ∈ C([0, T ];B) ìîæåìî ïåðåéòè äî ãðàíèöi i
äîâåñòè, ùî u òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ (39). □

Çàóâàæåííÿ 4. Îñêiëüêè ìà¹ìî ñïðàâó ç ôóíêöiÿìè áàãàòüîõ çìiííèõ, òî àíàëîãi÷íî
ÿê i â [12, ñ. 187] íàì áóäå çðó÷íiøå îáèäâi ââåäåíi ïîõiäíi (36) i (37) ïîçíà÷èòè
îäíèì ñèìâîëîì ut íàâiòü ó âèïàäêó, êîëè óìîâè ëåìè 5 íå âèêîíóþòüñÿ. Ïðî òå,
ÿêå îçíà÷åííÿ ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî äàëi, çàçíà÷àòèìåìî îêðåìî.

2.8. Áiëèé øóì i éîãî âèêîðèñòàííÿ

Íåõàé çíîâó (S,F ,P ) � äåÿêèé ïîâíèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið, α ∈ L1(0, T ;L1),
âèïàäêîâèé ïðîöåñ η âèçíà÷åíî â (27). Òîäi ïîõiäíà ηt êîðåêòíî âèçíà÷åíà â ñåíñi
ðîçïîäiëiâ ç ïðîñòîðó D∗(0, T ;L1). Êðiì òîãî, ηt = α. Òîìó ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåí-
öiàë (28) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

dη = ηt dt. (40)

Ç iíøîãî áîêó, âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ W , çîêðåìà íàëåæèòü äî C([0, T ];L2). Òîìó
êîðåêòíî âèçíà÷åíà éîãî ïîõiäíà â ñåíñi ðîçïîäiëiâ ç ïðîñòîðó D∗(0, T ;L2), à ñàìå,
Wt � öå òàêèé ðîçïîäië ç D∗(0, T ;L2), ùî

⟨Wt, ϕ⟩D(0,T ) = −⟨W,ϕt⟩D(0,T ), ϕ ∈ D(0, T ). (41)

Òîìó i ïîäàííÿ ðîçïîäiëiâ ó âèãëÿäi (34) ìàòèìåìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà (41) äîðiâ-

íþ¹ −
∫ T

0
W (t)ϕt(t) dt. Çà îçíà÷åííÿì PWZ-iíòåãðàëà (21) îòðèìà¹ìî, ùî öåé âèðàç
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äîðiâíþ¹
T∫

0

ϕ(t) dW (t). (42)

Îçíà÷åííÿ 9. Ïîõiäíà Wt âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó W â ñåíñi ðîçïîäiëiâ ç ïðîñòîðó
D∗(0, T ;L2) íàçèâà¹òüñÿ áiëèì øóìîì.

Ç ôîðìóë (41)-(42) (àíàëîãi÷íî ÿê i ó [13]-[14]) âèïëèâà¹, ùî áiëèé øóì Wt

âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

⟨Wt, ϕ⟩D(0,T ) =

T∫
0

ϕ(t) dW (t), ϕ ∈ D(0, T ). (43)

Çàóâàæåííÿ 5. Îñêiëüêè L2 ⊂ L1, òî D
∗(0, T ;L2) ⊂ D∗(0, T ;L1) (äèâ. [12, ñ. 187]) i

òîìó ïîõiäíó Wt ìîæíà ââàæàòè ïîõiäíîþ â ñåíñi ïðîñòîðó ðîçïîäiëiâ D∗(0, T ;L1).

Íåõàé α ∈ L1(0, T ;L1), β ∈ R. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ

u(t, ω) = u(0, ω) +

t∫
0

α(s, ω) ds+ β W (t, ω). (44)

Âèêîðèñòàâøè âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Áîõíåðà, çîêðåìà ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíiöà
(24), îòðèìà¹ìî, ùî

u(t2)− u(t1) = u(0) +

t2∫
0

α(s) ds+ β W (t2)− u(0)−
t1∫
0

α(s) ds− β W (t1) =

=

0∫
t1

α(s) ds+

t2∫
0

α(s) ds+ β(W (t2)−W (t1)) =

t2∫
t1

α(s) ds+

t2∫
t1

β dW.

Òîìó çà îçíà÷åííÿì òèïó (26) âèïàäêîâèé ïðîöåñ (44) ìà¹ ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë

du(t, ω) = α(t, ω) dt+ β dW (t, ω). (45)

Ç iíøîãî áîêó, âèïàäêîâèé ïðîöåñ (44) íàëåæèòü äî ïðîñòîðó C([0, T ];L1), à
òîìó ìà¹ òàêó ïîõiäíó â ñåíñi ðîçïîäiëiâ ç ïðîñòîðó D∗(0, T ;L1):

ut = (u(0))t +
( t∫
0

α(s) ds
)
t
+ (β W )t,

ÿêà äîðiâíþ¹ (äèâ. çàóâàæåííÿ 5)

ut = α+ β Wt. (46)

Çàóâàæåííÿ 6. Ïîðiâíþþ÷è âèðàç (45) ç (46), äîìîâèìîñÿ ïðî òàêå: òîé ôàêò, ùî
âèïàäêîâèé ïðîöåñ u ìà¹ ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë âèãëÿäó (45) äàëi çàïèñóâàòè-
ìåìî ó âèãëÿäi (46).

Îçíà÷åííÿ 10. Âèðàç ut ç ôîðìóëè (46) íàçèâàòèìåìî óçàãàëüíåíîþ ñòîõàñòè÷-
íîþ ïîõiäíîþ (generalized stochastic derivative) âèïàäêîâîãî ïðîöåñó u ç (44).
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3. Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà ç âèïàäêîâèì ïàðàìåòðîì

Íåõàé d ∈ N òà T > 0 � äåÿêi ÷èñëà, B(0, T ) � áîðåëiâñüêi ïiäìíîæèíè [0, T ],
(S,F ,P ) � äåÿêèé ïîâíèé iìîâiðíiñòíèé ïðîñòið, P � BF-âèìiðíi ìíîæèíè ç (13), K
� BBF-âèìiðíi ìíîæèíè ç (16) ïðè O = Rd.

Ðîçãëÿíåìî òàêó ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó ç âè-
ïàäêîâèì ïàðàìåòðîì ω ∈ S

z(τ, ω)− z0(ω) +

τ∫
0

L
(
t, ω, z(t, ω)

)
dt =

τ∫
0

M(t, ω) dt, τ ∈ [0, T ], (47)

äå z0 : S → Rd, L : Θ0,T × R → Rd òà M : Θ0,T → Rd � äåÿêi âiäîìi ôóíêöi¨.
Ó ïðàöÿõ [15]-[16], çîêðåìà äîâåäåíî íèçêó òåîðåì Êàðàòåîäîði-Ëàñàëëÿ ïðî

ãëîáàëüíó ðîçâ'ÿçíiñòü ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Àíàëîãi÷íèé
ðåçóëüòàò äëÿ ñèñòåìè (47) ç âèïàäêîâèì ïàðàìåòðîì ω ∈ S ìiñòèòüñÿ â òåîðåìi 1.
Êëþ÷îâèì ôàêòîì ó öüîìó òâåðäæåííi ¹ BF-âèìiðíiñòü îòðèìàíîãî ðîçâ'ÿçêó ñè-
ñòåìè (47).

Òåîðåìà 1 (Êàðàòåîäîði-Ëàñàëëÿ äëÿ ñèñòåìè ç ïàðàìåòðîì). Íåõàé z0 : S → Rd ¹
F-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ, ôóíêöiÿ M : Θ0,T → Rd ¹ BF-âèìiðíîþ, äëÿ P -ìàéæå âñiõ

ω ∈ S ìà¹ìî, ùî M(·, ω) ∈ L2(0, T ;Rd), âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1) ôóíêöiÿ (t, z) 7→ L(t, ω, z) ¹ íåïåðåðâíîþ;
2) ôóíêöiÿ L ¹ BBF-âèìiðíîþ;
3) iñíóþòü ÷èñëî ℓ0 > 0 òà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ ℓ1(·, ω) ∈ L1(0, T ) òàêi, ùî

(L(t, ω, z), z)Rd ≥ −ℓ0|z|2 − ℓ1(t, ω) (48)

äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ], âñiõ z ∈ Rd òà äëÿ P -ìàéæå âñiõ ω ∈ S.
Òîäi iñíó¹ BF-âèìiðíèé ðîçâ'ÿçîê z ñèñòåìè (47) òàêèé, ùî z(·, ω) ∈ {C([0, T ])}d
äëÿ P -ìàéæå âñiõ ω ∈ S.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ BF-âèìiðíîãî ðîçâ'ÿçêó çðàçó âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 13 [9,
ñ. 2466], à éîãî íåïåðåðâíiñòü � ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 13 [9, ñ. 2466], äå ðîçãëÿíóòî
çàãàëüíiøèé âèïàäîê ñèñòåìè ðiâíÿíü òèïó (47) ç çàïiçíåííÿì. □

4. Íåëiíiéíi ñòîõàñòè÷íi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Ïîâåðíåìîñÿ íàðåøòi äî çàäà÷i Êîøi (1)-(2). Ç îãëÿäó íà ðåçóëüòàòè, ÿêi ìè
îòðèìàëè â ïiäðîçäiëi 2.8, ðiâíÿííÿ (1) ìiñòèòü ïîõiäíi â ñåíñi ïðîñòîðó ðîçïîäiëiâ
D∗(0, T ;L1). Çðîáèìî çàìiíó íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ u↭ ũ òàê:

u = ũ+W, (49)

äå W � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ ç îçíà÷åííÿ 4. Òîäi â ñåíñi ðîçïîäiëiâ ç ïðîñòîðó
D∗(0, T ;L1) âèêîíó¹òüñÿ ôîðìóëà ut = ũt +Wt. Òîìó ç (1)-(2) îòðèìà¹ìî

ũt +Wt(t, ω) + a(t)
(
ũ+W (t, ω)

)
+ g(t)

∣∣∣ũ+W (t, ω)
∣∣∣q(t)−2(

ũ+W (t, ω)
)
=

= f(t, ω) +Wt(t, ω),

ũ(0, ω) +W (0, ω) = u0(ω).
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Îñêiëüêè W (0, ω) = 0 ìàéæå íàïåâíî, òî çâiäñè îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

ũt + a(t)
(
ũ+W (t, ω)

)
+ g(t)

∣∣∣ũ+W (t, ω)
∣∣∣q(t)−2(

ũ+W (t, ω)
)
= f(t, ω), (50)

ũ(0, ω) = u0(ω). (51)

Ç ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëó 2.8 âèïëèâà¹, ùî ũt òàêîæ ¹ ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöià-
ëîì (ôîðìàëüíî, ç íóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì áiëÿ dW ). Òîìó (50) ìîæíà �çiíòåãðóâàòè�
çà t ∈ (0, τ) i, âèêîðèñòàâøè (51), ïiñëÿ ïåðåãðóïóâàííÿ îòðèìàòè ðiâíiñòü

ũ(τ, ω) +

τ∫
0

[
a(t)ũ(t, ω) + g(t)

∣∣∣ũ(t, ω) +W (t, ω)
∣∣∣q(t)−2(

ũ(t, ω) +W (t, ω)
)]

dt =

= u0(ω) +

τ∫
0

[
f(t, ω)− a(t)W (t, ω)

]
dt, τ ∈ [0, T ], ω ∈ S. (52)

Îçíà÷åííÿ 11. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (1)-(2) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ
u âèãëÿäó (49), äëÿ ÿêî¨ âiäïîâiäíà íåïåðåðâíà (äëÿ P -ìàéæå âñiõ ω ∈ S) ôóíêöiÿ

[0, T ] ∋ t 7→ ũ(t, ω) ∈ R (53)

ïîòî÷êîâî çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (52).

Òåîðåìà 2. Íåõàé u0 : S → R ¹ F-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ, f : Θ0,T → R ¹ BF-âèìiðíîþ
ôóíêöi¹þ, äëÿ P -ìàéæå âñiõ ω ∈ S ìà¹ìî, ùî f(·, ω) ∈ L2(0, T ). Òîäi ÿêùî
a, g, q ∈ C([0, T ]) òà äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

g(t) ≥ g0 > 0, q(t) ≥ q0 > 1, (54)

òî çàäà÷à (1)-(2) ìà¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê u.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó. Äëÿ äîâåäåííÿ âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó 1. Äëÿ
öüîãî (52) çiñòàâèìî ç (47). Ìàòèìåìî: d = 1, z = ũ, z0 = u0,

L(t, ω, z) = a(t)z + g(t)
∣∣∣z +W (t, ω)

∣∣∣q(t)−2(
z +W (t, ω)

)
,

M(t, ω) = f(t, ω)− a(t)W (t, ω).

Ïiäòâåðäèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1. Çðîçóìiëî, ùî äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè
ëèøå âèêîíàííÿ óìîâ 1-3 òåîðåìè 1.

Íàéïåðøå çàóâàæèìî, ùî ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié a, g, q, íà äîäà÷ó äî îöiíîê
(54), âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

|a(t)| ≤ a0 < +∞, g(t) ≤ g0 < +∞, q(t) ≤ q0 < +∞. (55)

1. Ñïåðøó ïðîäåìîíñòðó¹ìî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨

(t, z) 7→ L(t, ω, z). (56)

Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ L íåïåðåðâíà çà t, áî âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ ¹ íåïåðåðâíèì
çà t (äèâ. [11, ñ. 51]) i òàêi óìîâè òåîðåìè 2. Ïiäòâåðäèìî ¨¨ íåïåðåðâíiñòü çà z ∈
[−R,R], äå R > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî. Âiçüìåìî äîâiëüíi (t, ω) ∈ Θ0,T , z0 ∈ [−R,R],
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z1 ∈ R. Íåõàé |z1 − z0| < 1. Òîäi, çîêðåìà, |z1| < R + 1. Âèêîðèñòàâøè îöiíêè (55),
îòðèìà¹ìî

|L(t, ω, z1)− L(t, ω, z0)| =
∣∣∣a(t)z1 + g(t)

∣∣∣z1 +W (t, ω)
∣∣∣q(t)−2(

z1 +W (t, ω)
)
−

− a(t)z0 − g(t)
∣∣∣z0 +W (t, ω)

∣∣∣q(t)−2(
z0 +W (t, ω)

)∣∣∣ ≤ a0V1 + g0V2, (57)

äå V1 = |z1 − z0| −→
z1→z0

0,

V2 =
∣∣∣ |z1 +W |q(t)−2(z1 +W )− |z0 +W |q(t)−2(z0 +W )

∣∣∣.
Ïðèïóñòèìî ñïåðøó, ùî q(t) = 2 äëÿ äåÿêîãî t ∈ [0, T ]. Òîäi

V2 = |z1 − z0|. (58)

Íåõàé q(t) ≤ 2. Òîäi ç íåðiâíîñòi (10) äëÿ y = t, α(t) = q(t)− 1 îòðèìà¹ìî

V2 ≤ C6

∣∣∣(z1 +W )− (z0 +W )
∣∣∣q(t)−1

≤ C7|z1 − z0|q0−1. (59)

Íåõàé òåïåð q(t) > 2. Òîäi ç íåðiâíîñòi (10) äëÿ y = t, α(t) = 1 îòðèìà¹ìî

V2 ≤ C8

∣∣∣|z1 +W |+ |z0 +W |
∣∣∣q(t)−2∣∣∣(z1 +W )− (z0 +W )

∣∣∣ ≤ C9(R)|z1 − z0|. (60)

Ç (58)-(60) âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] ìàòèìåìî, ùî

V2 ≤ C10(R)max
{
|z1 − z0|, |z1 − z0|q0−1

}
−→

z1→z0
0.

Òîìó ç (57) âèïëèâà¹, ùî |L(t, ω, z1)− L(t, ω, z0)| −→
z1→z0

0. Çàâäÿêè äîâiëüíîñòi R > 0

ìàòèìåìî íåïåðåðâíiñòü L çà z íà R.
2. Ôóíêöiÿ (56) íåïåðåðâíà, ôóíêöiÿ ω 7→ L(t, ω, z) ¹ F-âèìiðíîþ (áî òàêèì

¹ âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ). Òîìó, çà áàãàòîâèìiðíèì àíàëîãîì ëåìè 1, ôóíêöiÿ (17) ¹
BBF-âèìiðíîþ.

3. Ïðîäåìîíñòðó¹ìî, ùî L çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó (48). Âèêîðèñòàâøè (54), (55),
îäåðæèìî

L(t, ω, z) · z =
(
a(t)z + g(t)

∣∣∣z +W (t, ω)
∣∣∣q(t)−2(

z +W (t, ω)
))

· z ≥

≥ −a0z2 + g(t)
∣∣∣z +W (t, ω)

∣∣∣q(t)−2(
z +W (t, ω)

)
·
(
z +W (t, ω)−W (t, ω)

)
≥

≥ −a0z2 + g0

∣∣∣z +W (t, ω)
∣∣∣q(t) − g0V3, (61)

äå

V3 =
∣∣∣ ∣∣∣z+W (t, ω)

∣∣∣q(t)−2

·
(
z+W (t, ω)

)
·W (t, ω)

∣∣∣ = ∣∣∣z+W (t, ω)
∣∣∣q(t)−1

·
∣∣∣W (t, ω)

∣∣∣. (62)
Âèêîðèñòàâøè óçàãàëüíåíó íåðiâíiñòü Þíãà (9) äëÿ y = t, ε = g0

2g0 òà q(t) = q(t)
q(t)−1

(òîäi q′(t) = q(t)
q(t)−1 = q(t)), îòðèìà¹ìî îöiíêó

V3 ≤ g0
2g0

∣∣∣z +W (t, ω)
∣∣∣q(t) + C11

∣∣∣W (t, ω)
∣∣∣q(t),
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äå ñòàëà C11 > 0 íå çàëåæèòü âiä t, ω, z,W . Òîìó ç (61)-(62) âèïëèâà¹, ùî

L(t, ω, z) · z ≥ −a0z2 + g0
2

∣∣∣z +W (t, ω)
∣∣∣q(t) − g0C11

∣∣∣W (t, ω)
∣∣∣q(t) ≥

≥ −a0z2 − g0C11ℓ(t, ω),

äå ℓ(t, ω) = |W (t, ω)|q(t). Ç ëåìè 3 ìà¹ìî, ùî ℓ ∈ L1(Θ0,T ), à òîìó (48) âèêîíó¹òüñÿ.
Îòîæ âñi óìîâè òåîðåìè 1 âèêîíóþòüñÿ, òîìó iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó äîâåäåíî.
�äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó. Ìè ùîéíî äîâåëè iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ u âèãëÿäó (49), äëÿ

ÿêî¨ âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ (53) ¹ íåïåðåðâíîþ äëÿ P -ìàéæå âñiõ ω ∈ S.
Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ïåðøîãî iíòåãðàëà â (52) ¹ íåïåðåðâíîþ çà t, à äðóãîãî

� iíòåãðîâíîþ çà t. Îòæå, ôóíêöiÿ (53) àáñîëþòíî íåïåðåðâíà i, çîêðåìà, îáìåæåíà
òà äèôåðåíöiéîâíà ìàéæå ñêðiçü íà [0, T ]. Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è î÷åâèäíó íåðiâ-
íiñòü

|a2 − b2| = |a− b| · |a+ b| ≤ |a− b| ·max{|a|, |b|},
äîâîäèìî àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ [0, T ] ∋ t 7→ |ũ(t, ω)|2 ∈ R òà ôîðìóëó

d

dt
|ũ(t, ω)|2 = 2ũt(t, ω)ũ(t, ω).

Òîäi
τ∫

0

ũt(t, ω)ũ(t, ω) dt =
1

2

τ∫
0

d

dt
|ũ(t, ω)|2 dt = 1

2
|ũ(τ, ω)|2 − 1

2
|ũ(0, ω)|2. (63)

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè (52) çà τ , îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü (50), ÿêà òåïåð âèêîíó¹òüñÿ âæå
ïîòî÷êîâî. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ôàêò, îöiíêè òèïó (11) i ëåìó Ãðîíóîëëà-Áåëìàíà,
äîâîäèìî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (1)-(2). Òåîðåìó 2 äîâåäåíî. □

Òåîðåìà 3. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2 i, êðiì òîãî, f ∈ L2(0, T ;L2) òà
u0 ∈ L2, òî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (1)-(2) çàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííÿ

u ∈ L2(0, T ;L2) ∩ Lq(t)(Θ0,T ). (64)

Äîâåäåííÿ. Â òåîðåìi 2 ìè äîâåëè iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ u âèãëÿäó (49), äëÿ ÿêî¨
âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ (53) ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ ì.í. i ïîòî÷êîâî çàäîâîëüíÿ¹ (50).
Äîìíîæèâøè (50) íà ũ òà çiíòåãðóâàâøè çà t ∈ (0, τ) ⊂ (0, T ), îòðèìà¹ìî

τ∫
0

ũt(t, ω)ũ(t, ω) dt+

τ∫
0

[
a(t)ũ(t, ω) +

+ g(t)
∣∣∣ũ(t, ω) +W (t, ω)

∣∣∣q(t)−2(
ũ(t, ω) +W (t, ω)

)]
ũ(t, ω) dt =

=

τ∫
0

[
f(t, ω)− a(t)W (t, ω)

]
ũ(t, ω) dt.

Âèêîðèñòàâøè (63), ïiñëÿ ïåðåãðóïóâàííÿ âèðàçiâ, îäåðæèìî ðiâíiñòü

1

2
|ũ(τ, ω)|2 +

τ∫
0

[
a(t)|ũ(t, ω)|2 + g(t)

∣∣∣ũ(t, ω) +W (t, ω)
∣∣∣q(t)] dt =
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=
1

2
|u0(ω)|2 +

τ∫
0

[
f(t, ω)− a(t)W (t, ω)

]
ũ(t, ω) dt+

+

τ∫
0

g(t)
∣∣∣ũ(t, ω) +W (t, ω)

∣∣∣q(t)−2(
ũ(t, ω) +W (t, ω)

)
W (t, ω) dt. (65)

Äëÿ îöiíþâàííÿ íàÿâíèõ â (65) âèðàçiâ âèêîðèñòà¹ìî îöiíêè (54), (55), óçà-

ãàëüíåíi íåðiâíîñòi Þíãà (9) äëÿ ïîêàçíèêiâ q = 2 òà q = q(t)
q(t)−1 (àíàëîãi÷íî ÿê ïðè

îòðèìàííi (62)). Ó ïiäñóìêó îäåðæèìî îöiíêó

1

2
|ũ(τ, ω)|2 + g0

2

τ∫
0

∣∣∣ũ(t, ω) +W (t, ω)
∣∣∣q(t) dt ≤ C12

(
|u0(ω)|2 +

+

τ∫
0

[
|f(t, ω)|2 + |W (t, ω)|2 + |W (t, ω)|q(t)

]
dt+

τ∫
0

|ũ(t, ω)|2 dt
)
,

äå ñòàëà C12 > 0 íå çàëåæèòü âiä t, ω, ũ,W . Çâiäñè, íà ïiäñòàâi óìîâ òåîðåìè, ëåìè 2,
ëåìè 3 i ëåìè Ãðîíóîëà-Áåëìàíà âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

|ũ(τ, ω)|2 +
τ∫

0

∣∣∣ũ(t, ω) +W (t, ω)
∣∣∣q(t) dt ≤ C13, τ ∈ [0, T ], ω ∈ S, (66)

äå ñòàëà C13 > 0 íå çàëåæèòü âiä t, ω, ũ.
Çiíòåãðóâàâøè (66) çà ω ∈ S, ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü, îòðèìà¹ìî íåðiâ-

íiñòü, ç ÿêî¨ i âèïëèâà¹ (64). Òåîðåìó äîâåäåíî. □
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