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Запропоновано інтерпретацію бульових функцій як відношень між множина­
ми, відмінну від сформованої Дж. Будем. Дано повний розв’язок задачі виявлення
відношення між двома множинами на підставі відношення кожної з них до третьої
множини, яка є суттю силогістичних виводів.
Ключові слова: відношення множин, бульові функції, правила силогістичних
виводів.
Предметом дослідження є виявлення всіх варіантів відношень кожної з двох

множин до третьої, кожному з яких відповідає однозначне відношення між цими
двома множинами. Ще Р. Дедекінд сформулював теорему якщо А с В і В с С, то
А с С, зміст якої зводиться до формулювання відношення між двома множинами
на підставі відношень кожної з них до третьої множини1. Однак повного розв’язку
зазначеної задачі (задачі силогістичних виводів) нема.

Щоб розв’язати цю задачу, потрібно, насамперед, виявити всі варіанти від­
ношень між двома множинами. Після цього можна проаналізувати для всіх варіа­
нтів відношень першої множини до третьої, кожному з яких поставлено у відпові­
дність всі варіанти відношень другої множини до третьої, чи наявне однозначне
відношення між першою і другою множинами.

Передусім розв’яжемо перше завдання — виявимо всі варіанти відношень
між двома множинами та обґрунтуємо формальний запис цих відношень. Якщо
взяти за основу інтерпретацію бульових функцій як операцій над класами, то кож­
ній операції над класами можна поставити у відповідність діаграму Венна. Оскі­
льки бульових функцій у разі двох аргументів (за умови, що і аргументи, і функція
можуть набувати тільки одне з двох значень - 1 чи 0) є шістнадцять, то відповід­
них діаграм Венна, витлумачених як такі, що відтворюють відношення між двома
множинами, є також шістнадцять. Отже, отримано відповідь на запитання щодо
кількості варіантів відношень між двома множинами - їх є шістнадцять. У наведе­
них вище міркуваннях міститься також відповідь щодо формального запису цих
відношень — їх треба записувати формулами бульової алгебри.

Проаналізуємо як це можна реалізувати відповідно до логіки класів. У
табл. 1 наведено найчастіше вживані в логіці класів логічні функції разом з відпо­
відними діаграмами Венна та словесними формулюваннями (абстрагованими від
змісту), прийнятими в логіці класів.

© І. Дуцяк, 2004



50 Ігор Дуцяк
Таблиця 1

Зміст бульових функцій у логіці класів

омер Вислів у словесному і
_____ символьному вигляді

Усі 5 і тільки 8 є Р.

1 аблиця значень
бульової функції

8Р 8 «-> Р
1 1 1
10 0
01 0
00 1

Усі 8 не є Р.

(5 дР)

(8аР)

8Р
1 1
10
01
00

8Р
1 1
10
01
00

8Р
1 1
10
01
00

8Р
1 1
10
01
00

сі 8, але не тільки

8,єР

Існують 8, які не є Р.

(Певна кількість 8, не

єР.)

Існують 8, які є Р.

(Певна кількість 8,

єР.)

8—»Р
1
0
1
1

8 а Р
0
1
1
1

8 А Р
1
0
0
0

8 =>Р
1
0
0
1

Діаграма Венна

Унаслідок аналізу цієї таблиці можна зробити такі висновки:
1. Наявна невідповідність між графічним позначенням перших трьох висло­

вів, тобто (8 Р), (8 —* Р), (8 а Р), і двох останніх, тобто (8 а Р) і (8 Р). Суть

цієї невідповідності в тому, що стосовно перших трьох висловів об’єкти 8 Р ПО-
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значено як такі, що існують (відповідне поле на діаграмі Венна не заштриховано),
а щодо двох останніх - як такі, що існують (відповідне поле - заштриховано).

2. Для формул (8 а Р) і (8 —♦ Р) наявна невідповідність між діаграмами
Венна, та поставленими їм у відповідність висловами. Для прикладу, на діаграмі
Венна, яка відповідає формулі (8 а Р) зафіксовано як існуючі (незаштриховане
поле) тільки об’єкти які є одночасно і 8, і Р. Такій діаграмі відповідає вислів Усі 8
і тільки 5 є Р (у разі, коли універсум не містить об’єктів 8 Р), а не вислів Існу­
ють 8, які є Р, як це прийнято в логіці класів. І діаграмі Венна, і вислову Усі 8 і
тільки 8 є Р (у разі, коли універсум не містить об’єктів 8 Р), відповідних фор­
мулі (8 а Р), відповідає відношення рівності множин, (8 = Р), що не має ніякого
відношення до вислову логіки класів Існують 8, які є Р.

Аналогічні міркування можна сформулювати щодо формули (8 =► Р), то­
тожної до формули (8 а Р), якою в логіці класів позначають вислів Існують 8, які
не є Р. Отже, частині висловів (у словесному вигляді), які в логіці класів поставле­
но у відповідність до формул бульової алгебри, відповідають інші відношення
множин, аніж зафіксовано відповідними діаграмами Венна.

3. Може виникнути думка, що бульові функції та відповідні їм діаграми по­
значають інші відношення між множинами. Наприклад, приймемо, що формулі
(8 —> Р) відповідає відношення множин 8 с Р, що можна записати у вигляді
(8 = Р) (8 с Р). Власне такий зміст цій функції надавав Дж. Буль2. Однак за­
значене відношення множин не відтворено в діаграмі
Венна, зображеній у другому рядку табл. 1. Адже на цій
діаграмі позначено, що існують і об’єкти, які є і 8, і Р
(поле 8Р не заштриховано), і об’єкти, які є Р, але не є 8
(поле 8Р також не заштриховано). Цій діаграмі відпові­
дає вислів Усі, 8 але не тільки 8, є Р і відношення мно­
жин 8 с Р. Для відтворення відношення 8 с Р потрібна
діаграма Венна не з двома, а з трьома графічними позна­
ченнями (рис. 1).

Рис. 1
Діаграма Венна, яка
відповідає відношен­

ню 8 £Р

2 Вислову Усі X єУ Джордж Буль ставив у відповідність відношення включення множин
х £ у, записуючи цей вислів у символьному вигляді виразом х (1 - у) = 0, де символом х позна­
чено множину, виразом (1 - у) - доповнення до множини у, знаком множення - переріз множин,
знаком 0 - порожню множину2. Отже, вираз х (1 - у) = 0 можна записати сучасними символами
виразом х п у = 0, якому може відповідати як х = у, так і х с у.знаком 0 - порожню множину".
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Таблиця 2

Но-
мер
2.

Структура вислову Таблиці значень
бульових функцій

Усі 8 і тільки 8 є Р;
не існують^б’єкти,
які є і 8, і Р.

8Р 8лР
1 1 1
10 0
0 1 0
00 0

Усі 8, але не тіль­
ки 8, є Р; не існу­
ють об’єкти, які є
і 8,і Р.

8<Р
1
0
1
0

Частина 8 є (не є)
Р; тільки 8 є Р; іс­
нують об’єкти, які
є і 8, і Р.

Частина 8 є (не є)
Р; не тільки 8 є Р;
не існують_об’єкти,
які є і 8, і Р.

10. Усі 8 не є Р; не іс­
нують об’єкти, які
є і 8, і Р.

8>Р
1
і
0
0

8 V?
1
1
1
0

8 ~ Р
0
1

00
Усі 8 не є Р, оскі­
льки Р не існують;
не існують об’єк­
ти, які є і 8, і Р.

16. Оскільки

14. Оскільки 8 не ієну- 8Р
ють, то не існують і 1 1
8, які є Р; не існу- 10
ють об’єкти, які є 0 1
і 8,і Р. 00

предме­
том мовлення є по- 1 1

1-
о

8 ^Р
0
1
0
0

8 ^Р
0
0
1

_0
8 оР

рожня множина, то 1 0 0
і її підмножини є 0 1 0
порожніми. 0 0 0

Діаграма
Венна

Діаграма Ейле-
Ра
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На цій діаграмі, як і у випадку двох графічних знаків, заштриховане поле
позначає об’єкти, які не існують. Однак, на відміну від попередньої діаграми, не-
заштрихованим полем позначено об’єкти, про які невідомо, чи вони існують, а не-
заштрихованим полем, на якому стоїть хрестик, позначено об’єкти, які існують.

Отже, підходи до фіксування відношень між множинами за допомогою
бульових функцій, наведені в цьому і в попередньому пунктах, є незадовільними.

Щоб встановити відповідності між бульовими функціями, висловами в аб­
страгованому від змісту вигляді та відношеннями між множинами (що потрібне
для формального запису відношень між двома множинами) діятимемо так. Зобра­
зимо для кожної з шістнадцяти бульових функцій діаграму Венна (четверта ко­
лонка табл. 2). Вилучивши з цих діаграм заштриховані поля, отримаємо відповідні
їм діаграми Ейлера (п ята колонка табл. 2). На основі діаграм Венна і Ейлера сфо­
рмулюємо словесно вислови, які повинні відповідати цим діаграмам, а отже й від­
повідним бульовим функціям, та відповідні відношення між множинами (друга
колонка табл. 2).

Для запису відношення між множинами за допомогою знаків, поширеніших
у теорії множин, тобто с, с, з, з, <х, =, п, о, І), 0, прийнято такі позначення3
(рис.2):

8 = Р 8сР 8пРс8;8пРсР 8пР = 0
а б в г
Рис. 2. Символьні позначення відношень між множинами:

а - рівнообсяговість; б - підпорядкованість; в - перехрещеність;
г - несумісність.

Зіставивши таблиці 1 і 2, бачимо, що запропонована в табл. 2 інтерпретація
бульових функцій як відношень між множинами, відрізняється від їхньої інтер­
претації як операцій над множинами. Відмінність у тому, що частині формул бу-
льової алгебри в табл. 2 поставлено у відповідність інші вислови, а отже й інші
відношення між множинами, аніж у табл.1 (пор., наприклад, рядки 2 і 12 у табл. 2
з рядками 4 і 5 у табл. 1, відповідно).

Серед формул бульової алгебри, за такої її інтерпретації, ми не отримали
формул ні для позначення висловів, відповідних формулі Х/х (8(х) —> Р(х)), якій
відповідає відношення (8 с Р), тотожне виразові (8 = Р) (8 с Р), ані формул,
для позначення висловів, відповідних формулі (Зх (8(х) а Р(х)), якій відповідає
одне з чотирьох відношень: (8 = Р), або (8 с Р), або (8 пРс 8; 8 пР сР), або
(8 О Р). Однак формули, відповідні зазначеним висловам, легко отримати шляхом
комбінування відповідних формул буль'ової алгебри, тобто шляхом поєднання ба­
зових висловів, наведених у табл. 2.

У підсумку отримано відповідність між формулами бульової алгебри та від­
ношеннями між двома множинами (колонки 3 і 2 табл. 2, відповідно). Це дає змо­
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гу виявлення відношень між двома множинами на підставі знання відношення ко­
жної з них до третьої множини шляхом побудови таблиць „істинності".

Щоб розв’язати поставлену задачу діятимемо так. Оскільки різних відно­
шень між двома множинами, тобто різних видів простих висловів, є шістнадцять,
то кількість різних варіантів пар відношень першої множини до третьої і другої
множини до третьої є порівняно невеликою - кожен із шістнадцяти варіантів від­
ношення першої множини до третьої треба поєднати із шістнадцятьма варіантами
відношень другої множини до третьої. У підсумку потрібно проаналізувати 256 рі­
зних варіантів відношень множин.

Як приклад розв’язку поставленої задачі за допомогою табличного методу
проаналізуємо пошук висновку для наведених нижче засновків:

Частина 8 і тільки 8 є М. (8 ♦— М) (8 зМ)
Частина М і тільки М є Р. (М <— Р) (М о Р)

? ? ?
Побудуємо таблицю значень для формули, в якій засновки виводу об’єднані

кон’юнкцією (табл. 3). В останній колонці цієї таблиці рамками обведено ті зна­
чення 8Р, за яких аналізована формула набуває значення 1. Відповідно до цього у
таблиці значень шуканої формули 8 - Р (див. табл. 4) значення 1 будуть у тих ря­
дках, у яких 8Р має значення 11, 10, 00. Отже, з наведених засновків отримуємо
висновок (8 *— Р).

Таблиця З

Таблиця заповненості обсягів імен

8 М Р (8 4-М) А (М4-Р) 8Р
1 1 1 1 1 1 11
1 1 0 1 1 1 10
1 0 1 1 0 0 11
1 0 0 1 1 1 10
0 1 1 0 0 1 01
0 1 0 0 0 1 00
0 0 1 1 0 0 01
0 0 0 І 1 1 00

Таблиця 4

Таблиця заповненості обсягів
імен у висновку, який випливає із

засновків (8 «— М), (М <— Р)

8 Р 8 *—Р
П] 1

гз і
0 1 о
00І 1

У підсумку отримано, з одного боку, правило виведення, а, з іншого - від­
ношення між множинами 8 і Р на підставі відношення між множинами 8 і М та Р і
М:

Частина 8 і тільки 8 є М.
Частина М і тільки М є Р.
Частина 8 і тільки 8 є Р.

(8 4-М)
(М<-Р)
(8 — Р)

(8рМ)
(МрР)
(8рР)
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Унаслідок зіставлення усіх 256 можливих варіантів засновків отримано 80

правил виведення (і водночас - однозначних відношень між двома множинами на
підставі знання відношення кожної з них до третьої множини; табл. 5); 38 варіан­
тів засновків, у кожному з яких (варіанті) наявні 7 варіантів висновку (тобто, за
наявного відношення між множинами 8 і М та Р і М можливі 7 різних варіантів
відношення між множинами 8 і Р)4; один варіант засновків, за якого є 49 варіантів
висновку5; 106 варіантів несумісних засновків і 31 варіант, за якого принаймні в
одному із засновків універсум зафіксовано як порожня множина.

Несумісні засновки £ тоді, коли третю множину (позначену символом М)
одним засновком подано, днаприклад, як порожню, а іншим - як рівну універсу-
мові або підпорядковану йому, а також в інших аналогічних ситуаціях.

Виразові (8 □ Р) відповідає вислів Оскільки предметом мовлення є порож­
ня множина (Л = 0), то і її підмножини (8 і Р) є порожніми. Предметом мовлен­
ня (тобто універсумом) є загальніше ім’я. Візьмемо для прикладу такі імена: 8 -
лисий король Франції} Р - король Франції, який має дітей. Універсумом у такому
разі буде загальніше ім’я - король Франції (Ц). Відповідно, формулі (8 □ Р)
відповідає вислів Оскільки королі Франції не існують (Л = 0), то і різновиди ко­
ролів Франції - волосаті королі (8), лисі королі ( 8 ), королі, які мають дітей (Р),
бездітні королі ( Р ) - також не існують. Якщо принаймні одним із відношень
(між, 8 і М, або Р і М) зафіксовано, що універсум є порожньою множиною, то за­
дача не має розв’язку.

Вісімдесят відношень між трьома множинами, за яких на підставі відно­
шення кожної з двох множин до третьої можна знайти однозначне відношення
між цими двома множинами, і які є тотожні правилам виведення з двох засновків,
наведено нижче. Виводи 51-80 стосуються варіантів, коли принаймні одна з трьох
множин є порожньою.

Використавши відповідність відношень між множинами та їх символьними
позначеннями, прийняту в теорії множин (див. рис. 2), кожне з вищенаведених ві­
сімдесяти правил може бути записане у вигляді, більш звичному для викладу тео­
рії множин. Для прикладу, перше правило, яке в записі бульовими функціями має
вигляд (8 +-» М), (М <-> Р) 1= (8 <-> Р), коли використати наведені позначення, ма­
тиме вигляд 8 = МсЛ;Л^)М = Рі=Л1)8 = Р.

Щоб розв’язати будь-які задачі на виявлення однозначних відношень між
двома множинами в межах більш ніж трьох (наприклад, чотирьох множин), дос­
татньо знати однозначні відношення між трьома множинами об’єктів. У межах
чотирьох множин об’єктів можливі такі типи задач:

1. На підставі знання відношень між множинами А-В, В-С, С-Л потрібно
визначити відношення між множинами А-Л. Розв’язок цієї задачі є тривіальним,
оскільки з відношень А-В, В-С отримуємо відношення А-С, а з відношень А-С,
С-Л отримуємо шукане відношення А-Л.

2. На підставі знання відношень кожної з трьох множин до четвертої
В-С, Л-С) потрібно визначити відношення першої множини (А) до третьої (Л)- 4й
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Однозначні виводи Табиця 5

1.(8  *-> М), (М <-> Р) 1= (8 <-> Р).
2.(8  л М), (М лР) к (8 л Р).
3.(8  ч-> М), (М — Р) 1= (8 -> Р).
4.(8  <-> М), (М < Р) 1= (8 < Р).
5.(8  <- М), (М <-» Р) 1= (8 «- Р).
6.(8  > М), (М *-* Р) к (8 > Р).
7.(8  <-> М), (М - Р) к (8 ч- Р).
8.(8  л М), (М > Р) 1= (8 > Р).
9.(8  -> М), (М *-> Р) к (8 -» Р).
10.(8  <М), (МлР)к(5<Р).
11.(8  >М), (М < Р) к (8 а Р).
12.(8  ч-> М), (М  Р) 1= (8  Р).
13.(8  <-> М), (М V Р) к (8 V Р).
14.(8   М), (М «-> Р) 1= (8 □ Р).
15.(8  V М), (М« Р) 1= (8 V Р).
16.(8  М), (М л_Р) к (8 л Р).
17.(8  ч-> М), (М ч-> Р) к (8 Р).
18.(8  л_М), (М«Р) к (8 лР).
19.(8  М), (М <->Р) к (8 ч-> Р).
20.(8  ~ М), (М Р) к (8 ч-> Р).
21.(8  -> М), (М -> Р) к (8 -> Р).
22.(8  -> М), (М < Р) к (8 < Р).
23.(8  ч- М), (М <- Р) 1= (8 ч- Р).
24.(8  > М), (М ч- Р) |= (8 > Р).
25.(8  ч— М), (М < Р) к (8 < Р).
26.(8  > М), (М -> Р) к (8 > Р).
27.(8  -> М), (М л_Р) к (8 л Р).
28.(8  М), (М « Р) 1= (8 л Р).
29.(8  л_М), (М ч-Р) |= (8 л Р).
30.(8  ч- М), (М <- Р) 1= (8 л Р).
31.(8  л_М), (М ч=; Р) к (8 -> Р).
32.(8  ч-> М), (МлР) 1= (8 ч— Р).
33.(8  > М), (М □ Р) к (8 > Р).
34.(8  □ М), (М < Р) к (8 < Р).
35.(8  > М), (М V Р) к (8 > Р).
36.(8  V М), (М < Р) к (8 < Р).
37.(8  > М), (М л Р) к (8 > Р).
38.(8  л М), (М<Р) к (8 <Р).
39.(8  >2^), (М ч-> Р) к (8 > Р).
40.(8  ~ М), (М < Р) к (8 < Р).
41.(8  ч- М), (М V Р) к (8 V Р).

42.(8  V М), (М ->_Р) 1= (8 V Р).
43.(8  о_М), (М ч-> Р) |= (8 □ Р).
44.(8  ~ М), (М □ Р) к (8 о Р).
45.(8  V М), (М л Р) к (8 ч- Р).
46.(8  л М), (М у_Р) к (8 -> Р).
47.(8  V М), (М ч=; Р) |= (8 ч— Р).
48.(8  ~ М), (М уР) к (8 -> Р).
49.(8  ч-М), (М мР) |= (8 у Р).
50.(8  ++ М), (М -> Р) к (8 V Р).
51.(8  —* М), (М_у Р) 1= (8_-> Р)
52.(8  <М), (М у_Р) к (8 <Р).
53.(8  ч- М), (М_— Р) к (8 V Р)
54.(8  >М), (М <Р) к (8 у_Р).
55.(8  V М), (М ч-Р) к (8_ч- Р)
56.(8  V М), (М >Р) к (8 > Р).
57.(8  л М), (М -»Р) к (8 -> Р).
58.(8  ч-> М), (М <Р)к(8 <Р).
59.(8  ч- М), (М л Р) к (8 ч- Р).
60.(8  > М), (М 44 Р) к (8 > Р).
61.(8  V М), (М у_Р) к (8 V Р).
62.(8  -> М), (М ч-Р) к (8 л Р).
63.(8  ч-> М), (М_< Р) к (8_< Р).
64.(8  л М), (М < Р) к (8 <_Р).
65.(8  > М), (М ч-> Р) к (8_> Р).
66.(8  > М), (М _а Р) к (8 > Р).
67.(8  > М), (М <_Р) к (8 -> Р).
68.(8  ч- М), (М < Р) к (8 < Р).
69.(8  ч- М), (М > Р) к (8 > Р).
70.(8  > М), (М ч- Р) к (8_> Р).
71.(8  >М),(М<Р)к(8 ч-Р).
72.(8  > М), (М ->_Р) к (8 > Р).
73.(8  -> М), (М_> Р) к (8 > Р).
74.(8  < М), (М Р) к (8_< Р).
75.(8  V М), (М < Р) к (8 < Р).
76.(8   М), (М < Р) к (8 < Р).
77.(8  >М),(МуР) к (8 >Р).
78.(8  >М), (М оР) к (8 >_Р).
79.(8  -»М), (М_< Р) к (8 < Р).
80.(8  < М), (М -> Р) к (8 < Р).
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задача також є тривіальною, оскільки на підставі знання відношень А-С, В-С
отримуємо знання про відношення між множинами А-В, а на підставі знання від­
ношень між множинами В-С, Е>-С отримуємо знання про відношення між множи­
нами В-О. Урешті, на підставі знання про відношення між множинами А-В,
В-0 отримуємо шукане відношення між множинами А-В.
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