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Ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ðîñòó ïóõëèíè ìîëî÷íî¨ çàëîçè ç óðàõóâàííÿì

âïëèâó ãëþêîçè é åñòðîãåíó íà âçà¹ìîäiþ íîðìàëüíèõ, ïóõëèííèõ òà iìóííèõ êëiòèí.

Ìîäåëü çîáðàæåíà ó âèãëÿäi çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü i îïèñó¹ äèíàìiêó êîíöåíòðàöi¨ åñòðîãåíó, ïðîöåñè òðàíñôîðìàöi¨ íîðìàëüíèõ

êëiòèí ó çëîÿêiñíi ïiä âïëèâîì ìåòàáîëi÷íèõ ÷èííèêiâ.

Äîâåäåíî íåâiä'¹ìíiñòü i îáìåæåíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ, ùî ïiäòâåðäæó¹ áiîëîãi÷íó êî-

ðåêòíiñòü ìîäåëi. Îòðèìàíî àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ òî÷îê ðiâíîâàãè òà ïðîâåäåíî

¨õí¹ äîñëiäæåííÿ íà ñòiéêiñòü øëÿõîì ëiíåàðèçàöi¨ ñèñòåìè â îêîëi òî÷îê ðiâíîâàãè

é àíàëiçó âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi ßêîái. Äëÿ çàäàíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ âèçíà÷åíî

òèïè ðiâíîâàæíèõ ñòàíiâ òà ¨õíi âëàñòèâîñòi.

×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè ïiäòâåðäèëè, ùî ïiäâèùåííÿ ðiâíiâ ãëþêîçè òà åñòðîãåíó

ñòèìóëþ¹ ðiñò ïóõëèííèõ êëiòèí i ïðèãíi÷ó¹ iìóííó âiäïîâiäü. Ó çâ'ÿçêó ç öèì

ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, â ÿêié êåðóþ÷i âïëèâè ñïðÿìîâàíi

íà ðåãóëþâàííÿ ðiâíiâ ãëþêîçè é åñòðîãåíó øëÿõîì ¨õ iíãiáóâàííÿ òà áëîêóâàííÿ,

âiäïîâiäíî, ç ìåòîþ ìiíiìiçàöi¨ ïóõëèííîãî íàâàíòàæåííÿ ç óðàõóâàííÿì âàðòîñòi

òåðàïi¨. Êðèòåðié îïòèìiçàöi¨ âðàõîâó¹ êîíöåíòðàöiþ ïóõëèííèõ êëiòèí i âèòðàòè íà

òåðàïåâòè÷íi âïëèâè, ùî äà¹ çìîãó âñòàíîâèòè êîìïðîìiñ ìiæ åôåêòèâíiñòþ ëiêóâàííÿ

òà iíòåíñèâíiñòþ âòðó÷àííÿ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i çàñòîñîâàíî ïðèíöèï ìàêñèìóìó

Ïîíòðÿãiíà. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äåìîíñòðóþòü, ùî îïòèìàëüíi ñòðàòåãi¨ êåðóâàííÿ,

çàñíîâàíi íà iíãiáóâàííi ãëþêîçè òà áëîêóâàííi åñòðîãåíó, çàáåçïå÷óþòü åôåêòèâíå

çíèæåííÿ ïóõëèííî¨ ïîïóëÿöi¨ çi çáåðåæåííÿì íîðìàëüíèõ òà iìóííèõ êëiòèí.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ïóõëèííîãî ðîñòó, ðàê ìîëî÷íî¨ çàëîçè, ãëþêîçà,

åñòðîãåí, òî÷êè ðiâíîâàãè, ñòiéêiñòü, îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, ïðèíöèï ìàêñèìóìó

Ïîíòðÿãiíà.

1. Âñòóï
Ðàê ìîëî÷íî¨ çàëîçè � íàéïîøèðåíiøå îíêîëîãi÷íå çàõâîðþâàííÿ ñåðåä æiíîê ó

ñâiòi, òà â Óêðà¨íi. Çà äàíèìè IARC GLOBOCAN 2022, îïðèëþäíåíèìè ó 2024 ðîöi,
â Óêðà¨íi áóëî çàðå¹ñòðîâàíî ïîíàä 18 òèñÿ÷ íîâèõ âèïàäêiâ öüîãî çàõâîðþâàííÿ [1].
Âèñîêà ïîøèðåíiñòü i ñìåðòíiñòü âiä ðàêó ìîëî÷íî¨ çàëîçè çóìîâëþþòü íåîáõiäíiñòü
ðîçðîáêè íîâèõ ïiäõîäiâ äî äîñëiäæåííÿ éîãî äèíàìiêè òà ëiêóâàííÿ.

Ó öüîìó êîíòåêñòi ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ¹ ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ
àíàëiçó ñêëàäíèõ áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ. Êëàñè÷íi ðîáîòè ç ìîäåëþâàííÿ ïóõëèííîãî
ðîñòó ïðîäåìîíñòðóâàëè åôåêòèâíiñòü âèêîðèñòàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ
îïèñó äèíàìiêè êëiòèííèõ ïîïóëÿöié [2�4]. Öi ìîäåëi äàþòü çìîãó âðàõîâóâàòè
âçà¹ìîäiþ ïóõëèííèõ òà iìóííèõ êëiòèí, çàòðèìêè ó âiäïîâiäi iìóííî¨ ñèñòåìè
òà iíøi áiîëîãi÷íi ÷èííèêè, ùî ðîáèòü ¨õ öiííèì iíñòðóìåíòîì äëÿ òåîðåòè÷íèõ i
ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåíü.
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Êðiì ÿêiñíîãî àíàëiçó, âàæëèâèì íàïðÿìîì ¹ îïòèìiçàöiÿ òåðàïåâòè÷íèõ ñòðàòå-
ãié. Âèêîðèñòàííÿ ìåòîäiâ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äà¹ çìîãó âèçíà÷àòè åôåêòèâíi
ðåæèìè ëiêóâàííÿ ç óðàõóâàííÿì îáìåæåíü íà äîçóâàííÿ ïðåïàðàòiâ i ìiíiìiçà-
öi¨ ïîái÷íèõ åôåêòiâ [5, 6]. Ïiäòâåðäæåíî, ùî îïòèìiçàöiéíi ïiäõîäè äîïîìàãàþòü
çíà÷íî çíèçèòè ïóõëèííå íàâàíòàæåííÿ ïðè çáåðåæåííi íîðìàëüíèõ òà iìóííèõ
êëiòèí. Ó [7] ïðîàíàëiçîâàíî, ÿê ïî¹äíàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ i êëiíi÷íèõ çíàíü ìîæå
äîïîìîãòè âèçíà÷èòè îïòèìàëüíi ñõåìè ëiêóâàííÿ äëÿ ïàöi¹íòiâ ç ðàêîâèìè çàõâî-
ðþâàííÿìè.

Ñó÷àñíi äîñëiäæåííÿ ïðèäiëÿþòü çíà÷íó óâàãó ðîëi ìåòàáîëi÷íèõ i ãîðìîíàëüíèõ
÷èííèêiâ ó ðîçâèòêó ðàêó ìîëî÷íî¨ çàëîçè. Ïiäâèùåíèé ðiâåíü ãëþêîçè ñòèìóëþ¹
ïðîëiôåðàöiþ ïóõëèííèõ êëiòèí [8, 9], òîäi ÿê åñòðîãåí âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó
ðåãóëÿöi¨ ¨õ ðîñòó [10, 11]. Âðàõóâàííÿ öèõ ÷èííèêiâ ó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëÿõ
äà¹ çìîãó òî÷íiøå îïèñàòè ðåàëüíi áiîëîãi÷íi ïðîöåñè òà ïiäâèùó¹ àäåêâàòíiñòü
ïðîãíîçiâ. Ó [6, 12, 13] ïðîäåìîíñòðîâàíî åôåêòèâíiñòü êîìáiíîâàíîãî àíàëiçó
äèíàìiêè êëiòèí òà îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ëiêóâàííÿì.

Ìåòà íàøî¨ ïðàöi äîñëiäèòè äèíàìiêó ðîñòó ðàêó ìîëî÷íî¨ çàëîçè ç óðàõóâàííÿì
îäíî÷àñíîãî âïëèâó ãëþêîçè òà åñòðîãåíó íà ïðîöåñ ïåðåáiãó çàõâîðþâàííÿ. Íà
îñíîâi âiäïîâiäíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïðîâîäèòüñÿ àíàëiç ðiâíîâàæíèõ ñòàíiâ
òà ¨õíüî¨ ñòiéêîñòi, à òàêîæ ôîðìóëþ¹òüñÿ i ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ, ñïðÿìîâàíà íà çìåíøåííÿ ïóõëèííîãî íàâàíòàæåííÿ òà çáiëüøåííÿ
÷èñåëüíîñòi íîðìàëüíèõ i iìóííèõ êëiòèí. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè
âèêîðèñòàíi äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó ïåðñîíàëiçîâàíèõ ñòðàòåãié ëiêóâàííÿ.

2. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ðîñòó ïóõëèíè ìîëî÷íî¨ çàëîçè
ç óðàõóâàííÿì âïëèâó ãëþêîçè òà åñòðîãåíó

Ó öüîìó äîñëiäæåííi ðîçãëÿíóòî ìîäèôiêîâàíó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ùî  ðóí-
òó¹òüñÿ íà ïðàöÿõ [8�10] ç óðàõóâàííÿì âïëèâó ãëþêîçè òà åñòðîãåíó. Ìîäåëü
îïèñó¹ äèíàìiêó ðîñòó êëiòèííî¨ ïîïóëÿöi¨ ïðè ðàêó ìîëî÷íî¨ çàëîçè òà iíòåãðó¹
âçà¹ìîäiþ ÷îòèðüîõ êëþ÷îâèõ êîìïîíåíòiâ: íîðìàëüíèõ êëiòèí ãðóäíî¨ çàëîçè
N(t), ïóõëèííèõ êëiòèí T (t), iìóííèõ êëiòèí M(t) òà ãîðìîíó åñòðîãåíó E(t).
Îñîáëèâîñòÿìè ìîäåëi ¹ âðàõóâàííÿ íåãàòèâíîãî âïëèâó íàäëèøêîâî¨ ãëþêîçè òà
åñòðîãåíó íà iìóííó âiäïîâiäü i ïðîãðåñóâàííÿ ïóõëèíè, à òàêîæ ìåõàíiçì ïåðåòâî-
ðåííÿ íîðìàëüíèõ êëiòèí ó çëîÿêiñíi.

Äàëi äåòàëüíî ðîçãëÿíåìî îòðèìàííÿ ðiâíÿíü ìîäåëi, ùî îïèñóþòü äèíàìiêó
êîæíîãî êîìïîíåíòà ñèñòåìè.

Ðiñò çäîðîâèõ êëiòèí ìîëî÷íî¨ çàëîçè ìîäåëþ¹òüñÿ ëîãiñòè÷íèì çàêîíîì ç óðà-
õóâàííÿì îáìåæåíîãî ïðîñòîðó

dN

dt
= N (α1 − µ1N − φ1T )− e1NE,

äå α1 � øâèäêiñòü ðîñòó íîðìàëüíèõ êëiòèí; µ1 � øâèäêiñòü ïðèðîäíî¨ ñìåðòíîñòi
íîðìàëüíèõ êëiòèí; φ1 � êîåôiöi¹íò âòðàò íîðìàëüíèõ êëiòèí óíàñëiäîê êîíêóðåíöi¨
ç ïóõëèííèìè êëiòèíàìè; e1 � øâèäêiñòü ïîøêîäæåííÿ òà òðàíñôîðìàöi¨ íîðìàëü-
íèõ êëiòèí óíàñëiäîê äi¨ åñòðîãåíó.

Ïóõëèííi êëiòèíè õàðàêòåðèçóþòüñÿ øâèäêîþ ïðîëiôåðàöi¹þ òà çäàòíiñòþ ïðèã-
íi÷óâàòè iíøi òèïè êëiòèí. �õíÿ äèíàìiêà îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

dT

dt
= T (α2 − µ2T ) + gT − γ1MT + e2NE,
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äå α2 � øâèäêiñòü ðîñòó ïóõëèííèõ êëiòèí; µ2 � øâèäêiñòü ïðèðîäíî¨ ñìåðòíîñòi
ïóõëèííèõ êëiòèí; g � êîåôiöi¹íò ïîñèëåííÿ ðîñòó ïóõëèííèõ êëiòèí ïiä âïëèâîì
ãëþêîçè; γ1 � êîåôiöi¹íò åôåêòèâíîñòi iìóííèõ êëiòèí ó áîðîòüái ç ïóõëèííèìè
êëiòèíàìè; e2 � åôåêòèâíà øâèäêiñòü ïåðåõîäó ïîøêîäæåíèõ êëiòèí ó ïóõëèííi ç
óðàõóâàííÿì ïðîòèïóõëèííî¨ iìóííî¨ âiäïîâiäi.

Iìóííà ñèñòåìà âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó ïðèãíi÷åííi ïóõëèíè, îäíàê ¨¨ ôóíêöiî-
íóâàííÿ çàëåæèòü âiä ðiâíÿ ãëþêîçè òà ãîðìîíàëüíîãî ôîíó

dM

dt
= s+

ρMT

ω + T
− γ2MT − gM − µ3M − e3ME.

Òóò s � øâèäêiñòü óòâîðåííÿ iìóííèõ êëiòèí; ρ � êîåôiöi¹íò àêòèâàöi¨ iìóííî¨
âiäïîâiäi ïiä âïëèâîì ïóõëèííèõ êëiòèí; ω � ïàðàìåòð íàñè÷åííÿ iìóííî¨ âiäïîâiäi;
γ2 � êîåôiöi¹íò âòðàò iìóííèõ êëiòèí óíàñëiäîê âçà¹ìîäi¨ ç ïóõëèííèìè êëiòèíàìè;
g � êîåôiöi¹íò ïðèãíi÷åííÿ iìóííî¨ ôóíêöi¨ ïiä âïëèâîì ãëþêîçè; µ3 � øâèäêiñòü
ïðèðîäíî¨ ñìåðòíîñòi iìóííèõ êëiòèí; e3 � êîåôiöi¹íò ïðèãíi÷åííÿ iìóííî¨ âiäïîâiäi
ïiä äi¹þ åñòðîãåíó.

Åñòðîãåí � ãîðìîí, ùî ðåãóëþ¹ ðîçâèòîê ãðóäíî¨ òêàíèíè, àëå ó íàäëèøêó ìîæå
ïðîâîêóâàòè ðîçâèòîê ïóõëèííèõ ïðîöåñiâ. Çìiíà â ÷àñi éîãî êîíöåíòðàöi¨ çàäà¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì

dE

dt
= Π− θE,

äå Π � øâèäêiñòü íàäõîäæåííÿ åñòðîãåíó; θ � øâèäêiñòü éîãî ïðèðîäíîãî âèâåäåííÿ
ç îðãàíiçìó.

Ïîâíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ç óðàõóâàííÿì ãëþêîçè òà åñòðîãåíó íàáóëà âèãëÿäó

dN

dt
= N (α1 − µ1N − φ1T )− e1NE,

dT

dt
= T (α2 − µ2T ) + gT − γ1MT + e2NE,

dM

dt
= s+

ρMT

ω + T
− γ2MT − gM − µ3M − e3ME,

dE

dt
= Π− θE.

(1)

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ðîçãëÿäà¹òüñÿ íà ÷àñîâîìó iíòåðâàëi [t0, tf ] = [0, tf ] i â
ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó äîïîâíþ¹òüñÿ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

N(0) = N0, T (0) = T0, M(0) = M0, E(0) = E0.

Ç îãëÿäó íà áiîëîãi÷íèé çìiñò ìîäåëi ¨¨ ïàðàìåòðè òà ïî÷àòêîâi óìîâè ¹ íåâiä'¹ì-
íèìè.

3. ßêiñíèé àíàëiç ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi

Ó öüîìó ðîçäiëi äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà íåâiä'¹ìíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ìîäåëi (1). Îò-
ðèìàíî àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ òî÷îê ðiâíîâàãè (ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê) ðiçíèõ òèïiâ.
Ñòiéêiñòü öèõ òî÷îê äîñëiäæó¹òüñÿ øëÿõîì ëiíåàðèçàöi¨ ñèñòåìè é àíàëiçó ìàòðèöi
ßêîái [14], [15] ç ïîäàëüøîþ ÷èñåëüíîþ ïåðåâiðêîþ ðåçóëüòàòiâ.
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3.1. Íåâiä'¹ìíiñòü òà îáìåæåíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ

Äîâåäåìî, ùî ðîçâ'ÿçêè ìîäåëi (1) ¹ íåâiä'¹ìíèìè é îáìåæåíèìè, ùî çàáåçïå÷ó¹
¨¨ áiîëîãi÷íó êîðåêòíiñòü.

Òåîðåìà 1. Ìîäåëü (1) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çàëèøà¹òüñÿ â äîäàòíié òà

îáìåæåíié îáëàñòi Ω ⊂ R4
+ äëÿ âñiõ t ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. Ïðàâà ÷àñòèíà ñèñòåìè (1) ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíîþ, òîìó çà
òåîðåìîþ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ i ¹äèíèé äëÿ âñiõ t ≥ 0 [14].

Íåâiä'¹ìíiñòü. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî E(t) ≥ 0. ×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ âiäïîâiäíó ïî÷àòêîâó óìîâó, ìîæíà ïîäàòè â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi

E(t) =
Π

θ

(
1− e−θt

)
+ E0e

−θt.

Çâiäñè âèïëèâà¹, íåâiä'¹ìíiñòü E(t) äëÿ âñiõ t ≥ 0.
Ïðîäåìîíñòðó¹ìî íåâiä¹ìíiñòü ðîçâ'ÿçêó N(t). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ìîìåíò

÷àñó â ÿêèé ôóíêöiÿ N(t) íàáóâà¹ âiä'¹ìíîãî çíà÷åííÿ

r0 = inf{t > 0: N(t) < 0}.

Òîäi N(r0) = 0 i ôóíêöiÿ N(t) ïåðåõîäèòü ç äîäàòíîãî çíà÷åííÿ ÷åðåç íóëü i ñòà¹
âiä'¹ìíîþ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

dN

dt

∣∣∣∣
t=r0

< 0.

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1) ìà¹ìî

dN

dt

∣∣∣∣
t=r0

= N(r0)
(
α1 − µ1N(r0)− φ1T (r0)

)
− e1N(r0)E(r0) = 0,

ùî ¹ ñóïåðå÷íiñòþ. Îòæå, N(t) ≥ 0 äëÿ âñiõ t ≥ 0.
Ç âðàõóâàííÿì íåâiä'¹ìíîñòi N(t), E(t), àíàëîãi÷íî ÿê äëÿ N(t) ïîñëiäîâíî

äîâîäèòüñÿ íåâiä'¹ìíiñòü T (t) i M(t). Ó ïiäñóìêó îòðèìó¹ìî, ùî

N(t), T (t), M(t), E(t) ≥ 0 äëÿ âñiõ t ≥ 0.

Îáìåæåíiñòü. Ç îãëÿäó íà îáìåæåíiñòü ðåñóðñiâ ñèñòåìè iñíó¹ ñòàëà V > 0 òàêà,
ùî

N(t) + T (t) +M(t) + E(t) ≤ V.

Òîäi, âðàõîâóþ÷è íåâiä'¹ìíiñòü êîìïîíåíò, êîæíà ç ôóíêöié N(t), T (t), M(t) òà E(t)
¹ îáìåæåíîþ çâåðõó ïðè t ≥ 0.

Îòæå, ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1) çàëèøà¹òüñÿ â îáëàñòi Ω ⊂ R4
+ äëÿ âñiõ t ≥ 0. □

3.2. Òî÷êè ðiâíîâàãè

Ùîá çíàéòè òî÷êè ðiâíîâàãè ξ∗ = (N∗, T ∗,M∗, E∗) äëÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi (1),
íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü, ùî âèíèêà¹ ó ðàçi çàíóëåííÿ âñiõ ïîõiäíèõ,
òîáòî ïðèðiâíÿòè ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü äî íóëÿ [14]
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dN

dt
=

dT

dt
=

dM

dt
=

dE

dt
= 0.

Îòæå, ìà¹ìî òàêó ñèñòåìó àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷îê ðiâíî-
âàãè 

N (α1 − µ1N − φ1T )− e1NE = 0,

T (α2 − µ2T ) + gT − γ1MT + e2NE = 0,

s+
ρMT

ω + T
− γ2MT − gM − µ3M − e3ME = 0,

Π− θE = 0.

(2)

Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2) áåçïîñåðåäíüî îòðèìó¹ìî

E∗ =
Π

θ
, Π > 0, θ > 0. (3)

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ ó ïåðøi òðè ðiâíÿííÿ, îäåðæó¹ìî çìåíøåíó ñèñòåìó
äëÿ çìiííèõ N,T,M . Íà ïiäñòàâi àíàëiçó ìîæíà âèäiëèòè êiëüêà òèïiâ òî÷îê
ðiâíîâàãè (ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê).

Òðèâiàëüíà òî÷êà ðiâíîâàãè (ñòàí âèìèðàííÿ). Ó âèïàäêó òðèâiàëüíî¨
òî÷êè ðiâíîâàãè N∗ = 0, T ∗ = 0, M∗ > 0, E∗ > 0. Ç òðåòüîãî ðiâíÿííÿ îòðèìó¹ìî

s−M(g + µ3 + e3E
∗) = 0.

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi çíàõîäèìî

M∗ =
s

g + µ3 + e3E∗ .

Îòæå, òðèâiàëüíà òî÷êà ðiâíîâàãè ìà¹ âèãëÿä

ξd =

(
0, 0,

s

g + µ3 + e3E∗ , E
∗
)
.

Öåé ñòàí õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âiäñóòíiñòþ íîðìàëüíèõ i ïóõëèííèõ êëiòèí.
Òî÷êà ðiâíîâàãè áåç íîðìàëüíèõ êëiòèí. Ðîçãëÿíåìî ñòàí ñèñòåìè, â ÿêîìó

N∗ = 0, T ∗ > 0, M∗ > 0, E∗ > 0.

Òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó
T ∗(α2 − µ2T

∗ + g − γ1M
∗) = 0,

s+
ρM∗T ∗

ω + T ∗ −M∗(γ2T
∗ + g + µ3 + e3E

∗) = 0.
(4)

Îñêiëüêè T ∗ > 0, òî ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ îòðèìó¹ìî

α2 − µ2T
∗ + g − γ1M

∗ = 0.

Âèðàçèìî ç íüîãî T ∗

T ∗ =
α2 + g − γ1M

∗

µ2
. (5)
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Ïiäñòàâëÿþ÷è öåé âèðàç ó äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4), îòðèìó¹ìî íåëiíiéíå
ðiâíÿííÿ ñòîñîâíî M∗

s+
ρM∗T ∗

ω + T ∗ −M∗ (γ2T
∗ + g + µ3 + e3E

∗) = 0. (6)

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ñêëàäíî çíàéòè àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6). Òîìó
äëÿ êîíêðåòíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ ìîäåëi çíà÷åííÿ M∗ âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñåëüíî,
ïiñëÿ ÷îãî îá÷èñëþ¹òüñÿ T ∗ çãiäíî ç (5). Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ
(6) ìîæíà âèêîðèñòàòè ôóíêöi¨ vpasolve (MATLAB) àáî nsolve (Python, áiáëiîòåêà
sympy).

Îòæå, òî÷êà ðiâíîâàãè áåç íîðìàëüíèõ êëiòèí ìà¹ âèãëÿä

ξt = (N∗, T ∗,M∗, E∗) = (0, T ∗, M∗, E∗) .

Ç áiîëîãi÷íîãî ïîãëÿäó òàêà ðiâíîâàãà âiäïîâiäà¹ ñèòóàöi¨, êîëè íîðìàëüíi êëiòè-
íè ïîâíiñòþ âèòiñíåíi ïóõëèííèìè.

Ñïiâiñíóþ÷à òî÷êà ðiâíîâàãè. Ðîçãëÿíåìî ñòàöiîíàðíèé ñòàí, ó ÿêîìó âñi
êîìïîíåíòè ñèñòåìè äîäàòíi

N∗ > 0, T ∗ > 0, M∗ > 0, E∗ > 0.

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2) ìà¹ìî

N∗ =
α1 − φ1T

∗ − e1E
∗

µ1
. (7)

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî âèðàç äëÿ M∗ ÷åðåç T ∗

M∗ =
T ∗(α2 − µ2T

∗ + g) + e2N
∗E∗

γ1T ∗ . (8)

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç äëÿ N∗ ó (8), îòðèìó¹ìî

M∗(T ∗) =

T ∗(α2 − µ2T
∗ + g) +

e2E
∗

µ1
(α1 − φ1T

∗ − e1E
∗)

γ1T ∗ .

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíèé âèðàç M∗(T ∗) ó òðåò¹ ðiâíÿííÿ

s+
ρT ∗

ω + T ∗M
∗(T ∗)− (γ2T

∗ + g + µ3 + e3E
∗)M∗(T ∗) = 0. (9)

Îòæå, îòðèìó¹ìî îäíå íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ (9) ñòîñîâíî T ∗. Ðiâíÿííÿ (9) âèçíà÷à¹
ñòàöiîíàðíå çíà÷åííÿ T ∗ i, çàçâè÷àé, ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ÷èñåëüíî äëÿ çàäàíèõ çíà÷åíü
ïàðàìåòðiâ ìîäåëi.

Ïiñëÿ çíàõîäæåííÿ T ∗ iíøi êîìïîíåíòè ðiâíîâàãè îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè
(3), (7), (8).

Îòæå, ñïiâiñíóþ÷à òî÷êà ðiâíîâàãè ξc = (N∗, T ∗,M∗, E∗) âèçíà÷à¹òüñÿ íà ïiäñòà-
âi ïîñëiäîâíîñòi íàâåäåíèõ âèùå îá÷èñëåíü òà âiäïîâiäà¹ ñòàíó, â ÿêîìó âñi ïîïóëÿöi¨
íàÿâíi îäíî÷àñíî,
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3.3. Ñòiéêiñòü òî÷îê ðiâíîâàãè
Äëÿ àíàëiçó ñòiéêîñòi òî÷îê ðiâíîâàãè ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1)

ëiíåàðèçó¹òüñÿ â îêîëi êîæíî¨ òî÷êè ðiâíîâàãè. Îá÷èñëþþòüñÿ ÷àñòêîâi ïîõiäíi
âiä ïðàâî¨ ÷àñòèíè êîæíîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè çà âñiìà çìiííèìè, ùî äà¹ çìîãó
ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ ßêîái. Äëÿ ñèñòåìè (1) ìàòðèöÿ ßêîái â òî÷öi ξ = (N,T,M,E)
ìà¹ âèãëÿä

J(ξ) =


α1 − 2µ1N − φ1T − e1E −φ1N 0 −e1N

e2E α2 − 2µ2T − γ1M + g −γ1T e2N

0
ρMω

(ω + T )2
− γ2M

ρT

ω + T
− γ2T − g − µ3 − e3E−e3M

0 0 0 −θ


Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ðiâíîâàãè ξ∗ = (N∗, T ∗,M∗, E∗) îá÷èñëþþòüñÿ âëàñíi ÷èñëà

ìàòðèöi ßêîái. Íà îñíîâi öèõ âëàñíèõ ÷èñåë ðîáëÿòüñÿ âèñíîâêè ïðî ñòiéêiñòü
ðîçâ'ÿçêiâ â îêîëi öi¹¨ òî÷êè ðiâíîâàãè. Ðîçâ'ÿçîê ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè ¹ ñòiéêèì
çà Ëÿïóíîâèì, ÿêùî âñi âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi ßêîái ìàþòü íåäîäàòíi äiéñíi ÷àñòèíè;
ó âèïàäêó, ÿêùî âñi âîíè âiä'¹ìíi, òî ðîçâ'ÿçîê áóäå àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì, à ÿêùî
õî÷à á îäíå ç âëàñíèõ ÷èñåë äîäàòíå � íåñòiéêèì [14], [15].

Ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi äëÿ êîíêðåòíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ ìîäåëi çíàéäåíî òî÷êè
ðiâíîâàãè òà ïðîâåäåíî ÷èñëîâèé àíàëiç ¨õíüî¨ ñòiéêîñòi íà îñíîâi âëàñíèõ ÷èñåë
ìàòðèöi ßêîái.

4. ×èñåëüíå äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi
Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî äîñëiäæåííÿ äèíàìiêè êîí-

öåíòðàöié íîðìàëüíèõ êëiòèí N , ïóõëèííèõ êëiòèí T , iìóííèõ êëiòèí M i ðiâíÿ
åñòðîãåíó E. Êîíöåíòðàöi¨ êëiòèííèõ ïîïóëÿöié âèçíà÷åíî ÿê êiëüêiñòü êëiòèí íà
îäèíèöþ ìàñè óðàæåíî¨ òêàíèíè, òîäi ÿê êîíöåíòðàöiþ åñòðîãåíó � ÿê ìàñó ðå÷îâèíè
íà îäèíèöþ îá'¹ìó áiîëîãi÷íî¨ ðiäèíè.

×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè ñïðÿìîâàíî íà àíàëiç ÷àñîâî¨ åâîëþöi¨ ñèñòåìè, äîñ-
ëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ òà îöiíêó âïëèâó ãëþêîçè íà äèíàìiêó
êëiòèííèõ ïîïóëÿöié. Íà çîáðàæåíèõ íèæ÷å ãðàôiêàõ ïî âåðòèêàëüíié îñi âiäêëà-
äåíî êîíöåíòðàöi¨ êîìïîíåíòiâ ñèñòåìè, à ïî ãîðèçîíòàëüíié � ÷àñ t (ó äîáàõ). Óñi
îá÷èñëåííÿ ïðîâîäèëè íà ÷àñîâîìó iíòåðâàëi òðèâàëiñòþ tf = 25 äiá.

Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèêî-
ðèñòàíî ìåòîä Ðóíãå�Êóòòè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó [16, 17], ðåàëiçîâàíèé ìîâîþ ïðîã-
ðàìóâàííÿ Python.

4.1. ×èñåëüíà ðåàëiçàöiÿ òà àíàëiç áàçîâî¨ äèíàìiêè
×èñëîâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi (1) îáðàíî íà ïiäñòàâi äîñëiäæåíü, íàâåäå-

íèõ ó [8�12]. Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, âèêîðèñòàíèõ ó ñèìóëÿöiÿõ, çàäàíî òàêèìè:

α1 = 0.7, α2 = 0.9, µ1 = 0.3, µ2 = 0.7,
γ1 = 0.4, γ2 = 0.29, s = 0.4, ρ = 0.3,
ω = 0.3, g = 0.3, µ3 = 0.5, Π = 0.1,
θ = 1, e1 = 0.1, e2 = 0.2, e3 = 0.1.
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Ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ êîíöåíòðàöié êëiòèí òà ðiâíÿ åñòðîãåíó ñòàíîâëÿòü

N(0) = 1.0, T (0) = 0.001, M(0) = 1.2, E(0) = 0.5.

Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíî ÷àñîâó äèíàìiêó êîíöåíòðàöié êëiòèí òà åñòðîãåíó äëÿ äâîõ
çíà÷åíü ïàðàìåòðà øâèäêîñòi ðóéíóâàííÿ çäîðîâèõ êëiòèí ïóõëèííèìè: φ1 = 0.8
òà φ1 = 0.3.

(à) φ1 = 0.8 (á ) φ1 = 0.3

Ðèñ. 1. Äèíàìiêà êîíöåíòðàöié N , T , M òà E äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà φ1

ßê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1,à, ïðè φ1 = 0.8 çíà÷åííÿ âñiõ êîìïîíåíò ç ïëèíîì
÷àñó ñòàáiëiçóþòüñÿ, ïðè öüîìó íîðìàëüíi êëiòèíè âèìèðàþòü. Òàêà ïîâåäiíêà
õàðàêòåðíà äëÿ òî÷êè ðiâíîâàãè áåç íîðìàëüíèõ êëiòèí. Çãiäíî ç ðèñ. 1,á, äëÿ φ1 =
0.3 ñèñòåìà äåìîíñòðó¹ ïîâåäiíêó, õàðàêòåðíó äëÿ ñïiâiñíóþ÷î¨ òî÷êè ðiâíîâàãè
(çíà÷åííÿ âñiõ êîìïîíåíò âiäìiííi âiä íóëÿ). ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ç ÷àñîì
ðiâåíü êîæíîãî òèïó êëiòèí i åñòðîãåíó ïðÿìó¹ äî ïåâíîãî ñòàöiîíàðíîãî çíà÷åííÿ.
Òàêà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ó îáîõ âèïàäêàõ õàðàêòåðíà äëÿ ñòiéêîãî âóçëà.

4.2. ×èñåëüíå âèçíà÷åííÿ òî÷îê ðiâíîâàãè òà ¨õíÿ ñòié-
êiñòü

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ÷èñëîâèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ òî÷êè ðiâíîâàãè âèçíà÷àþòüñÿ
ÿê ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü, îòðèìàíî¨ ïðèðiâíþâàííÿì ïðàâèõ
÷àñòèí äëÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi (1) äî íóëÿ. Äëÿ ÷èñåëüíîãî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿç-
êiâ âèêîðèñòàíî ôóíêöiþ vpasolve ïàêåòà MATLAB.

Çíàéäåìî òî÷êè ðiâíîâàãè ñèñòåìè (1) òà ïðîâåäåìî ¨õåié ÿêiñíèé àíàëiç äëÿ
äâîõ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà øâèäêîñòi ðóéíóâàííÿ çäîðîâèõ êëiòèí ïóõëèííèìè
êëiòèíàìè: φ1 = 0.8 òà φ1 = 0.3.

Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà øâèäêîñòi ðóéíóâàííÿ çäîðîâèõ êëiòèí ïóõëèí-
íèìè êëiòèíàìè: φ1 = 0.8. Ó öüîìó âèïàäêó îòðèìàíî äâi òî÷êè ðiâíîâàãè ç
íåâiä'¹ìíèìè êîîðäèíàòàìè.

Îäíà ç òî÷îê ðiâíîâàãè ìà¹ êîîðäèíàòè

N∗ = 0, T ∗ = 1.4836, M∗ = 0.40376, E∗ = 0.1.
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Ìàòðèöÿ ßêîái â öié òî÷öi òà âiäïîâiäíi âëàñíi ÷èñëà ìàþòü âèãëÿä

J =


−0.4969 0 0 0
0.0200 −1.0385 −0.5934 0

0 −0.1057 −0.9907 −0.0404
0 0 0 −1.0000

 ,

λ1 = −0.7630, λ2 = −1.2661, λ3 = −0.4969, λ4 = −1.0000.

Îñêiëüêè âñi âëàñíi ÷èñëà ¹ äiéñíèìè òà âiä'¹ìíèìè, òî öÿ òî÷êà ðiâíîâàãè ¹
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ. Âîíà âiäïîâiäà¹ âèðîäæåíîìó ñòàöiîíàðíîìó ñòàíó ñèñòåìè,
ùî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âiäñóòíiñòþ ïîïóëÿöi¨ íîðìàëüíèõ êëiòèí. Öå óçãîäæó¹òüñÿ
ç ðåçóëüòàòàìè ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ (ðèñ. 1,à), äå ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ç ÷àñîì
ïðÿìóþòü äî âiäïîâiäíîãî ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó.

Iíøà òî÷êà ðiâíîâàãè

N∗ = 0, T ∗ = 0, M∗ = 0.49383, E∗ = 0.1

¹ íåñòiéêîþ. Äëÿ öi¹¨ òî÷êè ñïåêòð ìàòðèöi ßêîái ìiñòèòü äîäàòíi âëàñíi çíà÷åííÿ,
ùî çóìîâëþ¹ ¨¨ íåñòiéêiñòü.

Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà øâèäêîñòi ðóéíóâàííÿ çäîðîâèõ êëiòèí ïóõëèí-
íèìè êëiòèíàìè: φ1 = 0.3. Ó öüîìó âèïàäêó îòðèìàíî òðè òî÷êè ðiâíîâàãè ç
íåâiä'¹ìíèìè êîîðäèíàòàìè.

Ïðîàíàëiçó¹ìî íà ñòiéêiñòü òàêó òî÷êó ðiâíîâàãè:

N∗ = 0.8002, T ∗ = 1.4998, M∗ = 0.40203, E∗ = 0.1.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ¨¨ ñòiéêîñòi îá÷èñëèìî ìàòðèöþ ßêîái â öié òî÷öi

J =


−0.2401 −0.2401 0 −0.0800
0.0200 −1.0605 −0.5999 0.1600

0 −0.1054 −0.9949 −0.0402
0 0 0 −1.0000

 .

Çíàõîäèìî âëàñíi ÷èñëà öi¹¨ ìàòðèöi

λ1 = −0.2466, λ2 = −1.2787, λ3 = −0.7701, λ4 = −1.0000.

Óñi âëàñíi ÷èñëà ìàþòü âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè, ùî ñâiä÷èòü ïðî àñèìïòîòè÷íó
ñòiéêiñòü öi¹¨ òî÷êè ðiâíîâàãè. Âîíà âiäïîâiäà¹ ñòàöiîíàðíîìó ðåæèìó ñïiâiñíóâàííÿ
âñiõ êîìïîíåíò ñèñòåìè. Öå ïiäòâåðäæó¹òüñÿ ðåçóëüòàòàìè ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ
(ðèñ. 1,á), äå òðà¹êòîði¨ ðîçâ'ÿçêiâ ïðÿìóþòü äî âiäïîâiäíèõ ñòàöiîíàðíèõ çíà÷åíü.

Iíøi òî÷êè ðiâíîâàãè

N∗ = 0, T ∗ = 1.4836, M∗ = 0.40376, E∗ = 0.1,

N∗ = 0, T ∗ = 0, M∗ = 0.49383, E∗ = 0.1

¹ íåñòiéêèìè. Äëÿ êîæíî¨ ç öèõ òî÷îê ñïåêòð ìàòðèöi ßêîái ìiñòèòü äîäàòíi âëàñíi
çíà÷åííÿ, ùî çóìîâëþ¹ ¨õíþ íåñòiéêiñòü.
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4.3. Âïëèâ ãëþêîçè íà äèíàìiêó êëiòèííèõ ïîïóëÿöié

Îäèí iç âàæëèâèõ ÷èííèêiâ, ùî âïëèâà¹ íà ðîçâèòîê ïóõëèííîãî ïðîöåñó, ¹
ðiâåíü ãëþêîçè â îðãàíiçìi. Ó ìåæàõ çàïðîïîíîâàíî¨ ìîäåëi öåé âïëèâ âðàõîâó¹òüñÿ
÷åðåç ïàðàìåòð g, ÿêèé îïèñó¹ iíòåíñèâíiñòü ïîñòiéíîãî íàäõîäæåííÿ ãëþêîçè.
Çìiíà öüîãî ïàðàìåòðà äà¹ çìîãó äîñëiäèòè, ÿê ìåòàáîëi÷íi óìîâè ñåðåäîâèùà
âïëèâàþòü íà âçà¹ìîäiþ ìiæ íîðìàëüíèìè, ïóõëèííèìè é iìóííèìè êëiòèíàìè.

Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî äèíàìiêó êîíöåíòðàöié íîðìàëüíèõ (N), ïóõëèííèõ (T ) òà
iìóííèõ (M) êëiòèí äëÿ ðiçíî¨ iíòåíñèâíîñòi íàäõîäæåííÿ ãëþêîçè â îðãàíiçì. Óñi
÷èñëîâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi, çà âèíÿòêîì ïàðàìåòðà g, ÿêèé âàðiþâàâñÿ â
õîäi ÷èñåëüíîãî åêñïåðèìåíòó, íàâåäåíî âèùå â ïiäïóíêòi 4.1. Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà
φ1 âèáðàíî òàêèì, ùî äîðiâíþ¹ 0.3 (φ1 = 0.3) i âiäïîâiäà¹ ñïiâiñíóþ÷ié òî÷öi
ðiâíîâàãè (çíà÷åííÿ âñiõ êîìïîíåíò âiäìiííi âiä íóëÿ). Öÿ ñòàöiîíàðíà òî÷êà ¹
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ.

(f ) (á ) (â)

Ðèñ. 2. Äèíàìiêà êîíöåíòðàöié íîðìàëüíèõ (à), ïóõëèííèõ (á ) òà iìóííèõ (â) êëiòèí
äëÿ ðiçíî¨ iíòåíñèâíîñòi ïîñòiéíîãî íàäõîäæåííÿ ãëþêîçè â îðãàíiçì

×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè ïiäòâåðäèëè, ùî çi çðîñòàííÿì ðiâíÿ ãëþêîçè â îðãàíiçìi
âiäáóâà¹òüñÿ ñóòò¹âà àêòèâàöiÿ ðîñòó ïóõëèííèõ êëiòèí. ßê âèäíî ç ðèñ. 2, ïiäâè-
ùåíå íàäõîäæåííÿ ãëþêîçè ñòâîðþ¹ ñïðèÿòëèâi óìîâè äëÿ ðîçâèòêó ðàêó ìîëî÷íî¨
çàëîçè, âîäíî÷àñ çíèæóþ÷è åôåêòèâíiñòü ïðèðîäíèõ ìåõàíiçìiâ êîíòðîëþ ïðîëiôå-
ðàöi¨ çëîÿêiñíèõ êëiòèí.

Êðiì òîãî, çi çáiëüøåííÿì iíòåíñèâíîñòi ãëþêîçíîãî ïîòîêó ñïîñòåðiãà¹òüñÿ
ïðèãíi÷åííÿ àêòèâíîñòi iìóííèõ êëiòèí i çìåíøåííÿ êiëüêîñòi íîðìàëüíèõ êëiòèí.
Öå ñâiä÷èòü ïðî çàãàëüíå ïîñëàáëåííÿ çàõèñíèõ ôóíêöié îðãàíiçìó òà ïîðóøåííÿ
áàëàíñó ìiæ êëiòèííèìè ïîïóëÿöiÿìè, ùî ñïðèÿ¹ ïðîãðåñóâàííþ ïóõëèííîãî ïðî-
öåñó.

5. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ëiêóâàííÿì

Ó öüîìó ðîçäiëi ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äîçóâàííÿì
ïðåïàðàòiâ, ÿêi çìåíøóþòü âïëèâ ãëþêîçè òà åñòðîãåíó íà ðîçâèòîê ïóõëèíè.
Íàâåäåíî íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi íà ïiäñòàâi ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿ-
ãiíà òà îïèñàíî ÷èñåëüíó ïðîöåäóðó çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü [18], [19].
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5.1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
Íà îñíîâi ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ç'ÿñîâàíî, ùî ñòðèìóâàííÿ ðîñòó ïóõëèí-

íèõ êëiòèí äîñÿãà¹òüñÿ çàâäÿêè îáìåæåííþ äîñòóïíîñòi ãëþêîçè òà ïðèãíi÷åííþ äi¨
åñòðîãåíó. Òîìó ââîäÿòüñÿ êåðóâàííÿ u1(t) òà u2(t), t ∈ [t0, tf ], äå tf � ôiêñîâàíèé
ìîìåíò ÷àñó, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îáìåæåííÿ

0 ≤ u1(t) ≤ 1, 0 ≤ u2(t) ≤ 1. (10)

Òóò u1(t) � iíòåíñèâíiñòü iíãiáóâàííÿ ãëþêîçè; u2(t) � ñòóïiíü áëîêàäè åñòðîãåíó.
Ç óðàõóâàííÿì êåðóâàíü ñèñòåìà (1) íàáóâà¹ âèãëÿäó

dN

dt
= N (α1 − µ1N − φ1T )− (1− u2(t))e1NE,

dT

dt
= T (α2 − µ2T ) + (1− u1(t))gT − γ1MT + (1− u2(t))e2NE,

dM

dt
= s+

ρMT

ω + T
− γ2MT − (1− u1(t))gM − µ3M − (1− u2(t))e3ME,

dE

dt
= (1− u2(t))Π− θE.

(11)

Ïî÷àòêîâi óìîâè ìàþòü âèãëÿä

N(0) = N0, T (0) = T0, M(0) = M0, E(0) = E0. (12)

Ìåòà êåðóâàííÿ � ìiíiìiçàöiÿ ïóõëèííîãî íàâàíòàæåííÿ ç óðàõóâàííÿì âèòðàò
íà òåðàïiþ ïðîòÿãîì çàäàíîãî ïðîìiæêó ÷àñó [0, tf ]. Êðèòåðié îïòèìiçàöi¨ çàäà¹òüñÿ
ó âèãëÿäi

J(u1, u2) =

∫ tf

0

(
AT 2(t) +Bu2

1(t) + Cu2
2(t)

)
dt, (13)

äå A,B,C > 0 � âàãîâi êîåôiöi¹íòè.
Êîåôiöi¹íò A âèçíà÷à¹ âiäíîñíó âàæëèâiñòü ìiíiìiçàöi¨ ïîïóëÿöi¨ ïóõëèííèõ

êëiòèí, òîäi ÿê êîåôiöi¹íòè B òà C õàðàêòåðèçóþòü �âàðòiñòü� âiäïîâiäíèõ òåðàïåâ-
òè÷íèõ çàõîäiâ: iíãiáóâàííÿ ãëþêîçè òà áëîêóâàííÿ åñòðîãåíó. Çìiíþþ÷è çíà÷åííÿ
öèõ êîåôiöi¹íòiâ, ìîæíà âèçíà÷èòè áàëàíñ ìiæ åôåêòèâíiñòþ ëiêóâàííÿ òà iíòåí-
ñèâíiñòþ òåðàïi¨. Êâàäðàòè÷íà çàëåæíiñòü âiä çìiííèõ êåðóâàííÿ ó ôóíêöiîíàëi
äà¹ çìîãó øòðàôóâàòè âèñîêi ðiâíi äîçóâàííÿ òà çàáåçïå÷ó¹ îïóêëiñòü ôóíêöiîíàëà,
ùî ¹ âàæëèâèì äëÿ ãàðàíòóâàííÿ ¹äèíîñòi îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi ñòðàòåãié u∗
1(t) òà u∗

2(t),
ùî çàáåçïå÷óþòü ìiíiìiçàöiþ ôóíêöiîíàëà (13) çà îáìåæåíü (10) äëÿ ñèñòåìè, ùî
îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ Êîøi (11)�(12).

5.2. Íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi (ïðèíöèï ìàêñèìó-
ìó Ïîíòðÿãiíà)

Ââåäåìî ñïðÿæåíi çìiííi λ1(t), λ2(t), λ3(t), λ4(t), ÿêi âiäïîâiäàþòü îñíîâíèì
çìiííèì N(t), T (t), M(t), E(t).

Ãàìiëüòîíiàí çàäà÷i ïîäàìî ó âèãëÿäi [18]

H = −AT 2 −Bu2
1 − Cu2

2 + λ1
dN

dt
+ λ2

dT

dt
+ λ3

dM

dt
+ λ4

dE

dt
. (14)
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Ñïðÿæåíà ñèñòåìà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè

dλ1

dt
= −∂H

∂N
,

dλ2

dt
= −∂H

∂T
,

dλ3

dt
= − ∂H

∂M
,

dλ4

dt
= −∂H

∂E
. (15)

Ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ âiäïîâiäíèõ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ó (15) îòðèìó¹ìî ñïðÿæåíó
ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dλ1

dt
= λ1 (2µ1N − α1 + φ1T + (1− u2)e1E)− λ2(1− u2)e2E,

dλ2

dt
= 2AT + λ1φ1N − λ2 (α2 − 2µ2T − γ1M + (1− u1)g)

−λ3

(
ρMω

(ω+T )2 − γ2M
)
,

dλ3

dt
= λ2γ1T − λ3

(
ρT

ω + T
− γ2T − (1− u1)g − µ3 − (1− u2)e3E

)
,

dλ4

dt
= λ1(1− u2)e1N − λ2(1− u2)e2N + λ3(1− u2)e3M + λ4θ.

ç óìîâàìè òðàíñâåðñàëüíîñòi

λi(tf ) = 0, i = 1, 2, 3, 4.

Ç óìîâè ìàêñèìóìó Ãàìiëüòîíiàíà (14)

∂H

∂u1
= 0,

∂H

∂u2
= 0,

îòðèìó¹ìî âèðàçè äëÿ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü

û1 = − 1

2B
(λ2gT − λ3gM) ,

û2 = − 1

2C
(−λ1e1NE + λ2e2NE − λ3e3ME + λ4Π) .

Ç óðàõóâàííÿì îáìåæåíü (10) îïòèìàëüíi êåðóâàííÿ ìàþòü âèãëÿä

u∗
i (t) = min{1,max{0, ûi(t)}}, i = 1, 2.

Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ äâîòî÷êîâî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i, îòðèìàíî¨ ç ïðèíöèïó
ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà, âèêîðèñòàíî êëàñè÷íèé ìåòîä ïðÿìî-çâîðîòíîãî iíòåãðóâàí-
íÿ (forward�backward sweep method) [19]. Íà êîæíié iòåðàöi¨ âèêîíó¹òüñÿ iíòåãðó-
âàííÿ ñèñòåìè ñòàíó âïåðåä ó ÷àñi òà ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè ó çâîðîòíîìó íàïðÿìi ç
ïîäàëüøèì îíîâëåííÿì êåðóâàíü. Äëÿ ïiäâèùåííÿ ñòiéêîñòi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó
çàñòîñîâàíî ðåëàêñàöiþ, ùî ¹ ñòàíäàðòíèì ïðèéîìîì ó ÷èñåëüíié ðåàëiçàöi¨ òàêîãî
ìåòîäó. Iòåðàöiéíèé ïðîöåñ çóïèíÿ¹òüñÿ ó ðàçi âèêîíàííÿ êðèòåðiþ çáiæíîñòi

max
(
∥u(k+1)

1 − u
(k)
1 ∥∞, ∥u(k+1)

2 − u
(k)
2 ∥∞

)
< ε,

äå ε > 0 � çàäàíà òî÷íiñòü.
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5.3. Ðåçóëüòàòè îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
Ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìî-

äåëi òà ïî÷àòêîâi óìîâè îáèðàëè òàêèìè, ÿê ó ïiäïóíêòi 4.1. Ïàðàìåòð φ1 ïðèéíÿòî
òàêèì, ùî äîðiâíþ¹ 0.3 i âiäïîâiäà¹ ñïiâiñíóþ÷ié ñòàöiîíàðíié òî÷öi. Çíà÷åííÿ
ïàðàìåòðà g, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ ïîñèëåííÿ ðîñòó ïóõëèíè ïiä âïëèâîì ãëþêîçè,
âèáðàëè ðiâíèì g = 0.3.

Âàãîâi êîåôiöi¹íòè, ùî âõîäÿòü äî ôóíêöiîíàëà îïòèìiçàöi¨ (13), îáðàëè òàêèìè:

A = 1.0, B = 0.4, C = 0.4.

Ïî÷àòêîâi íàáëèæåííÿ äëÿ ôóíêöié êåðóâàííÿ îáðàíi íóëüîâèìè, ùî âiäïîâiäà¹
âiäñóòíîñòi êåðóâàííÿ

u
(0)
1 (t) = 0, u

(0)
2 (t) = 0, t ∈ [t0, tf ].

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî äèíàìiêó îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü, ÿêà äåìîíñòðó¹ iíòåíñèâíiñòü
çàñòîñóâàííÿ òåðàïåâòè÷íèõ âïëèâiâ óïðîäîâæ óñüîãî iíòåðâàëó ëiêóâàííÿ. Íà
ðèñ. 4 çîáðàæåíî äèíàìiêó êîíöåíòðàöié íîðìàëüíèõ, ïóõëèííèõ òà iìóííèõ êëiòèí
çà óìîâ çàñòîñóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. ßê âèäíî ç ðèñ. 4 òà ðèñ. 1,b
âèêîðèñòàííÿ êåðóâàíü ïðèâîäèòü äî çíèæåííÿ ïóõëèííîãî íàâàíòàæåííÿ òà ïîê-
ðàùåííÿ äèíàìiêè íîðìàëüíèõ i iìóííèõ êëiòèí.

Ðèñ. 3. Äèíàìiêà îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü Ðèñ. 4. Äèíàìiêà êîíöåíòðàöié êëiòèí
ó ðàçi îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

Â ðåçóëüòàòi ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çíà÷åííÿ êðèòåðiþ
îïòèìiçàöi¨ (13) çìåíøèëîñü iç 49.33 äî 24.52, òîáòî ïðèáëèçíî íà 50% ïîðiâíÿíî ç
ïî÷àòêîâèì çíà÷åííÿì.

Îòæå, ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðî-
äåìîíñòðóâàëè, ùî çàïðîïîíîâàíà ñòðàòåãiÿ ëiêóâàííÿ åôåêòèâíà: âîíà çàáåçïå÷ó¹
çìåíøåííÿ çíà÷åííÿ êðèòåðiþ îïòèìiçàöi¨, iñòîòíå çíèæåííÿ ïóõëèííîãî íàâàí-
òàæåííÿ òà ïîëiïøåííÿ äèíàìiêè íîðìàëüíèõ i iìóííèõ êëiòèí. Öå ïiäòâåðäæó¹
äîöiëüíiñòü âèêîðèñòàííÿ êîìáiíîâàíîãî êåðóâàííÿ, ñïðÿìîâàíîãî íà ïðèãíi÷åííÿ
âïëèâó ãëþêîçè òà åñòðîãåíó.

6. Âèñíîâêè
Äîñëiäæåíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ðîñòó ïóõëèííèõ êëiòèí iç âðàõóâàííÿì âïëèâó

ãëþêîçè òà åñòðîãåíó. Ìîäåëü îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü, ùî âiäîáðàæà¹ âçà¹ìîäiþ ìiæ íîðìàëüíèìè, ïóõëèííèìè é iìóííèìè
êëiòèíàìè â äèíàìiöi.
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Àíàëiòè÷íèé àíàëiç îõîïëþ¹ çíàõîäæåííÿ òî÷îê ðiâíîâàãè òà äîñëiäæåííÿ ¨õ
ñòiéêîñòi. ×èñåëüíi äîñëiäæåííÿ áóëè ïðîâåäåíi äëÿ âèâ÷åííÿ âïëèâó ïàðàìåòðiâ
íà ïîâåäiíêó ñèñòåìè. Ðåçóëüòàòè ïîêàçàëè, ùî ïiäâèùåííÿ ðiâíiâ ãëþêîçè òà
åñòðîãåíó ñïðèÿ¹ ðîñòó ïóõëèíè, òîäi ÿê iìóííà âiäïîâiäü ïðèãíi÷ó¹òüñÿ.

Îêðåìà óâàãà ïðèäiëÿëàñÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ÿêà äà¹ çìîãó ïiäiá-
ðàòè ëiêóâàëüíó ñòðàòåãiþ ç óðàõóâàííÿì ìiíiìiçàöi¨ êiëüêîñòi ïóõëèííèõ êëiòèí
òà âàðòîñòi ëiêóâàííÿ. Áóëî çàñòîñîâàíî ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà, ÿêèé
ðåàëiçîâàíî ó âèãëÿäi ïðîãðàìíîãî êîäó íà ìîâi Python. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè
ïðîäåìîíñòðóâàëè, ùî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, ÿêå ïåðåäáà÷à¹ ïðèãíi÷åííÿ íàäõî-
äæåííÿ ãëþêîçè òà áëîêóâàííÿ äi¨ åñòðîãåíó, çíà÷íî çìåíøó¹ ïóõëèííå íàâàíòà-
æåííÿ òà âîäíî÷àñ çáåðiãà¹ íîðìàëüíi òà iìóííi êëiòèíè íà ïðèéíÿòíîìó ðiâíi.
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This paper considers a mathematical model of breast cancer tumor growth that ac-

counts for the in�uence of glucose and estrogen on the interaction between normal, tumor,

and immune cells. The model is formulated as an initial value problem for a system of

ordinary di�erential equations and describes the dynamics of estrogen concentration and

the processes of normal cell transformation into malignant ones under the in�uence of

metabolic factors.
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The non-negativity and boundedness of the solutions are proven, con�rming the bi-

ological consistency of the model. Analytical expressions for the equilibrium points are

obtained, and their stability is investigated through the linearization of the system around

each equilibrium point and the analysis of the eigenvalues of the Jacobian matrix. For given

parameter values, the types of equilibrium states and their properties are determined.

Numerical experiments demonstrated that elevated levels of glucose and estrogen stim-

ulate the growth of tumor cells and suppress the immune response. In this regard, an

optimal control problem is formulated, where control actions are aimed at regulating glu-

cose and estrogen levels through their inhibition and blockade, respectively, to minimize

the tumor burden while considering the cost of therapy. The optimization criterion takes

into account both tumor cell concentration and the cost of therapeutic interventions, al-

lowing for a trade-o� between treatment e�cacy and intervention intensity. Pontryagin's

Maximum Principle is applied to solve the problem. The results obtained demonstrate that

optimal control strategies, based on glucose inhibition and estrogen blockade, provide an

e�ective reduction in the tumor population while preserving normal and immune cells.

Key words: tumor growth model, breast cancer, glucose, estrogen, equilibrium points, sta-

bility, optimal control, Pontryagin maximum principle.


