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Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïîáóäîâè ãàðàíòîâàíèõ äâîñòîðîííiõ íàáëèæåíü ðîçâ'ÿçêó
iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ âèäó y(x) = f(x) + λ

∫ x
a K(x, s, y(s)) ds, x ∈ [a, b], äå f(x) �

âiäîìà äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, à ÿäðî K(x, s, y) � iíòåãðîâíå ó âiäïîâiäíié îáëàñòi.
Ðîçâ'ÿçîê áóäó¹òüñÿ ó ôîðìi ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó {[a, b], L(x), U(x)}, äå
îáìåæóâàëüíi ôóíêöi¨ L(x) òà U(x) çàäîâîëüíÿþòü L(x) ≤ y(x) ≤ U(x) äëÿ âñiõ
x ∈ [a, b], ùî çàáåçïå÷ó¹ ãàðàíòîâàíå äâîñòîðîíí¹ îöiíþâàííÿ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Êëàñè÷íi ìåòîäè ïîáóäîâè äâîñòîðîííiõ íàáëèæåíü � ìåòîä Ñ.À.×àïëèãiíà, iíòåð-
âàëüíi ìåòîäè Ìóðà, àëãîðèòì Ëîíåðà òà ïðîãðàìíèé êîìïëåêñ VNODE-LP � ìàþòü
ñóòò¹âi îáìåæåííÿ: íåîáõiäíiñòü àíàëiòè÷íîãî çíàõîäæåííÿ ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü,
îïóêëiñòü ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ, àâòîìàòè÷íå äèôåðåíöiþâàííÿ âèñîêèõ ïîðÿäêiâ,
êàòàñòðîôi÷íå íàêîïè÷åííÿ íàäîöiíêè íà âåëèêèõ ÷àñîâèõ ïðîìiæêàõ. Çàïðîïîíîâà-
íèé ïiäõiä íà îñíîâi ìàòåìàòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ íå ïîòðåáó¹ çàçíà÷åíèõ
óìîâ i ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ñôîðìóëüîâàíî òà äîâåäåíî òåîðåìó, ÿêà âñòàíîâëþ¹ åêâiâàëåíòíiñòü iíòåãðàëüíî-
ãî ðiâíÿííÿ íà êîæíîìó ïiäiíòåðâàëi [bi, bi+1] ïî÷àòêîâié çàäà÷i äëÿ ïîõiäíî¨ y′(x) =
f ′(x) + λK(x, x, y(x)). Ïîêàçàíî, ùî êâàäðàòè÷íi ïàðàáîëè óòâîðþþòü ïàðàáîëi÷íèé
ïàðàëåëîãðàì, ÿêèé îáìåæó¹ ðîçâ'ÿçîê çíèçó òà çâåðõó, à ìàêñèìàëüíà øèðèíà ωmax

äîñÿãà¹òüñÿ â ñåðåäíié òî÷öi ïiäiíòåðâàëó çi çáiæíiñòþ ωa ∼ O(h2). Ó òî÷êàõ, äå
âåðõíÿ òà íèæíÿ îáìåæóâàëüíi ôóíêöi¨ çáiãàþòüñÿ, îòðèìó¹ìî çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó iç
çàäàíîþ òî÷íiñòþ.

Íà öié îñíîâi ðîçðîáëåíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ïàðàáîëi÷íèõ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåð-
âàëiâ ç àäàïòèâíèì âèáîðîì êðîêó, ùî äà¹ çìîãó áóäóâàòè ãàðàíòîâàíi äâîñòîðîííi
íàáëèæåííÿ iç çàäàíîþ òî÷íiñòþ. Àëãîðèòì âêëþ÷à¹: ïîáóäîâó ïî÷àòêîâîãî ëiíiéíîãî
ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó, âèçíà÷åííÿ ïiäiíòåðâàëó âèêîíàííÿ îáìåæåíü íà ïåðøó
ïîõiäíó, ïîáóäîâó ïàðàáîëi÷íèõ îáìåæíèêiâ òà iòåðàöiéíå çâóæåííÿ iíòåðâàëó.

Ïðàöåçäàòíiñòü ìåòîäó ïiäòâåðäæåíî äâîìà ÷èñëîâèìè åêñïåðèìåíòàìè ç iíòåã-
ðàëüíèìè ðiâíÿííÿìè, àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè ÿêèõ âiäîìi. Óñi îá÷èñëåííÿ âèêîíàíî â
àðèôìåòèöi äîâiëüíî¨ òî÷íîñòi (16 çíà÷óùèõ öèôð). Ðåçóëüòàòè ïiäòâåðäèëè ãàðàíòî-
âàíå ïîêðèòòÿ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äâîñòîðîííiìè ïàðàáîëi÷íèìè îöiíêàìè iç òî÷íiñòþ
ε ≤ 10−8.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ôóíêöiîíàëüíi iíòåðâàëè, iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ, äâîñòîðîííi ìåòîäè,
ïàðàáîëi÷íèé ïàðàëåëîãðàì, àäàïòèâíèé êðîê.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé ïîòðiáíî íà îñíîâi ìàòåìàòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ íà ïðîìiæêó
[a, b] çíàéòè ãàðàíòîâàíi äâîñòîðîííi àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó y(x) iíòåãðàëüíèõ ðiâ-
íÿíü òàêîãî âèãëÿäó:

y(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, s, y(s))ds, x ∈ [a, b], (1)

äå f(x) � âiäîìà äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, ÿäðî K(x, s, y) � iíòåãðîâíå ó âiäïîâiäíié
îáëàñòi, i äëÿ ôóíêöi¨-ðîçâ'ÿçêó y(x) iñíó¹ éîãî ëiíiéíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåð-
âàë [1].
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Îòæå, íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) ó âèãëÿäi ôóíêöiîíàëüíîãî
iíòåðâàëó:

{[a, b], L(x), U(x)}, L(x) ≤ y(x) ≤ U(x), ∀x ∈ [a, b].

äå L(x) òà U(x) � íèæíÿ òà âåðõíÿ îáìåæóâàëüíi ôóíêöi¨ öüîãî ôóíêöiîíàëüíîãî
iíòåðâàëó.

2. Àêòóàëüíiñòü ïðîáëåìè

Çàäà÷à ïîáóäîâè ãàðàíòîâàíèõ äâîñòîðîííiõ àïðîêñèìàöié ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåí-
öiàëüíèõ òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ îäíîþ ç öåíòðàëüíèõ ó ÷èñåëüíîìó àíàëiçi.
Êëàñè÷íi ìåòîäè, ÿê ïðàâèëî, äàþòü ëèøå òî÷êîâi íàáëèæåííÿ áåç ñòðîãèõ îöiíîê
ïîõèáêè, òîäi ÿê äëÿ çàäà÷ iç íåâèçíà÷åíiñòþ ïàðàìåòðiâ àáî ïî÷àòêîâèõ óìîâ
ïðèíöèïîâî âàæëèâî îòðèìàòè âåðõíþ òà íèæíþ ìåæi, ìiæ ÿêèìè ãàðàíòîâàíî
ìiñòèòüñÿ øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê.

Îäíèì iç ïåðøèõ ñèñòåìàòè÷íèõ ïiäõîäiâ äî ïîáóäîâè òàêèõ äâîñòîðîííiõ íàáëè-
æåíü ¹ ìåòîä Ñ.À.×àïëèãiíà. Ìåòîä áàçó¹òüñÿ íà òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ íåðiâíîñ-
òåé. Äëÿ çàäà÷i Êîøi y′ = f(x, y), y(x0) = y0 áóäóþòüñÿ äâi ìîíîòîííi ïîñëiäîâíîñòi
ôóíêöié {un(x)} òà {vn(x)}, ùî îáìåæóþòü ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî çíèçó òà çâåðõó.
Çà óìîâè îïóêëîñòi (àáî óâiãíóòîñòi) ïðàâî¨ ÷àñòèíè f(x, y) âiäíîñíî y ìåòîä áóäó¹
ìîíîòîííî çáiæíi ïîñëiäîâíîñòi âåðõíiõ òà íèæíiõ íàáëèæåíü. Ïðîòå ïðàêòè÷íå
çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ×àïëèãiíà ïîâ'ÿçàíå çi çíà÷íèìè òðóäíîùàìè. Çîêðåìà, íåîá-
õiäíî àíàëiòè÷íî çíàéòè ïî÷àòêîâi âåðõí¹ òà íèæí¹ íàáëèæåííÿ u0(x) i v0(x),
ùî çàäîâîëüíÿþòü âiäïîâiäíi äèôåðåíöiàëüíi íåðiâíîñòi, à öå ¹ íåòðèâiàëüíîþ
çàäà÷åþ. Êîæíà iòåðàöiÿ ïîòðåáó¹ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíåàðèçîâàíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ, ùî óñêëàäíþ¹ ðåàëiçàöiþ.

Iíøèé íàïðÿì ðîçâèòêó äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ ïîâ'ÿçàíèé ç iíòåðâàëüíèì àíàëi-
çîì. Êëàñè÷íi iíòåðâàëüíi ìåòîäè äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, çîêðåìà
ìåòîä Ìóðà, àëãîðèòì Ëîíåðà òà ïðîãðàìíèé êîìïëåêñ VNODE-LP, âèêîðèñòîâó-
þòü iíòåðâàëüíi ðÿäè Òåéëîðà çà ÷àñîâîþ çìiííîþ äëÿ îòðèìàííÿ ãàðàíòîâàíèõ
âêëþ÷åíü ðîçâ'ÿçêó. Îäíàê öi ìåòîäè ïðàöþþòü ó äâà åòàïè: ñïî÷àòêó ïåðåâiðÿþòü
iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó íà ïðîìiæêó [a, b], à ïîòiì îá÷èñëþþòü ëèøå
òiñíiøi âêëþ÷åííÿ. Îñíîâíèì îáìåæåííÿì êëàñè÷íèõ iíòåðâàëüíèõ ïiäõîäiâ ¹
êàòàñòðîôi÷íå íàêîïè÷åííÿ íàäîöiíêè íà âåëèêèõ ÷àñîâèõ ïðîìiæêàõ, çîêðåìà
ñïðè÷èíåíå ïåðåìíîæåííÿì iíòåðâàëüíèõ ìàòðèöü. Êðiì òîãî, öi ìåòîäè ïîòðå-
áóþòü àâòîìàòè÷íîãî äèôåðåíöiþâàííÿ âèñîêèõ ïîðÿäêiâ, ùî ñóòò¹âî óñêëàäíþ¹ ¨õ
ðåàëiçàöiþ.

Öi ïðîáëåìè ÿñêðàâî ïiäêðåñëåíi, íàïðèêëàä, â ðîáîòàõ [6�8].

Çàïðîïîíîâàíèé ó öié ðîáîòi ìåòîä ïî¹äíó¹ iäåþ äâîñòîðîííiõ íàáëèæåíü iç
ìàòåìàòè÷íèì àïàðàòîì ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ [1, 3, 4]. Íà âiäìiíó âiä ìåòîäó
×àïëèãiíà, âií íå âèìàãà¹ àíi àíàëiòè÷íîãî çíàõîäæåííÿ ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü, àíi
îïóêëîñòi (óâiãíóòîñòi) ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ, òà áåçïîñåðåäíüî çàñòîñîâíèé äî
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Íà âiäìiíó âiä iíòåðâàëüíèõ ìåòîäiâ Òåéëîðà òà VSPODE [6],
ìåòîä íå ïîòðåáó¹ àâòîìàòè÷íîãî äèôåðåíöiþâàííÿ. Àäàïòèâíèé âèáið äîâæèíè
êðîêó àâòîìàòè÷íî ðåàãó¹ íà ñòóïiíü íåëiíiéíîñòi çàäà÷i, à êâàäðàòè÷íà çáiæíiñòü
øèðèíè ïàðàáîëi÷íîãî ïàðàëåëîãðàìà (ωa ∼ O(h2)) çàáåçïå÷ó¹ åôåêòèâíå çâóæåííÿ
íåâèçíà÷åíîñòi äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1) íà êîæíié iòåðàöi¨.
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3. Ñõåìà òà àëãîðèòì ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i

Íà îñíîâi îáìåæåíü íà ïåðøó ïîõiäíó áóäó¹ìî ïàðàáîëi÷íèé ïàðàëåëîãðàì [2].
Íà öié îñíîâi çàïðîïîíîâàíî ñõåìó ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ (1) ó [4], ùî ïîëÿãà¹ ó

ïîñëiäîâíîìó ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ òîãî ñàìîãî òèïó íà ïiäiíòåðâàëàõ [bi, bi+1], äå bi
(i = 0, 1, 2, . . . , n), ïðàâà ìåæà iíòåðâàëó âèêîíàííÿ âiäïîâiäíèõ îáìåæåíü íà ïåðøó
ïîõiäíó ðîçâ'ÿçêó, çîêðåìà, b0 = a, bn = b. Íà êîæíîìó ç íèõ áóäó¹òüñÿ iíòåãðàëüíå
ðiâíÿííÿ:

y(x) = f(x) + y(bi)− f(bi) + λ

∫ x

bi

K(x, s, y(s)) ds, x ∈ [bi, bi+1]. (2)

Òîäi ç òåîðåì 1,2 [4] òà âèñíîâêiâ ç íèõ ìà¹ìî íàñòóïíi òåîðåìè.
Òåîðåìà 1. Íåõàé
1) ôóíêöiÿ f(x) îäèí ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíà íà [a, b] i ÿäðî K(x, s, y)

iíòåãðîâíå ó âiäïîâiäíié îáëàñòi,
2) íåõàé íà êîæíîìó ïiäiíòåðâàëi [bi, bi+1] ⊂ [a, b] iñíóþòü ëiíiéíi ôóíêöi¨

g(x) = k x+m, ḡ(x) = k̄ x+ m̄,

òàêi, ùî
g(x) ≤ y′(x) ≤ ḡ(x). (3)

Òîäi:
1) Ðiâíÿííÿ (1) íà êîæíîìó ïiäiíòåðâàëi [bi, bi+1] äëÿ âñiõ x ∈ [bi, bi+1] åêâiâà-

ëåíòíà çàãàëüíié ïî÷àòêîâié çàäà÷i

y′(x) = f ′(x) + λK(x, x, y(x)), (4)

ïðè ïî÷àòêîâié óìîâi

y(bi) = f(bi) + y(bi−1)− f(bi−1), (i = 1, 2, . . . , n) (5)

äå y(b0) = f(a).
2) êâàäðàòíi ïàðàáîëè

p̄a(x) = y(bi) + (k̄/2)(x2 − b2i ) + m̄ (x− bi), (6)

p
a
(x) = y(bi) + (k/2)(x2 − b2i ) +m (x− bi), (7)

òàêi, ùî
p
a
(x) ≤ y(x) ≤ p̄a(x), ∀x ∈ [bi, bi+1].

3) ìàêñèìàëüíà øèðèíà ωmax [9] òàê ïîáóäîâàíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó
äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi si = (bi + bi+1)/2, ïðè÷îìó

ωmax = (k̄ − k)(bi+1 − bi)(3bi + bi+1)/8 + (m̄−m)(bi+1 − bi)/2. (8)

Äîâåäåííÿ. Ïóíêò 1). Ç iíòåãðîâíîñòi ÿäðà K(x, s, y(s)) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ
iíòåãðàëà

∫ x

a
K(x, s, y(s)) ds ÿê ôóíêöi¨ âåðõíüî¨ ìåæi. Îñêiëüêè çà óìîâîþ 1)

ôóíêöiÿ f(x) äèôåðåíöiéîâíà, à y(x) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1), òî (1) ¹ òîòîæíiñòþ, i
òîìó iñíó¹ ïîõiäíà ïðàâî¨ ÷àñòèíè (1). Îòæå, iñíó¹ i ïîõiäíà ëiâî¨ ÷àñòèíè (1), òîáòî
ôóíêöiÿ y(x) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) � äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ.
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Îòæå,
y′(x) = f ′(x) + λK(x, x, y(x)),

òîáòî âèêîíó¹òüñÿ (4).
Ç (1) ïðè x = a ìà¹ìî y(a) = f(a), òîáòî, ïðè i = 0, âèêîíó¹òüñÿ ïî÷àòêîâà

óìîâà (5).
Äëÿ i > 0 ç àäèòèâíîñòi iíòåãðàëà îòðèìó¹ìî:∫ bi

a

K(x, s, y(s)) ds =

i−1∑
j=0

∫ bj+1

bj

K(x, s, y(s)) ds.

Òîìó

y(x) = f(x) + λ

i−1∑
j=0

∫ bj+1

bj

K(x, s, y(s)) ds, x ∈ [bi, bi+1].

Îòæå, ïðè x = bi ìà¹ìî

λ

∫ bi

a

K(bi, s, y(s)) ds = y(bi)− f(bi). (9)

Òîáòî çàäà÷à (4)�(5) ¹ íîâîþ ïî÷àòêîâîþ çàäà÷åþ.
Ïóíêò 2). Öåé âèñíîâîê îòðèìó¹ìî öiëêîì àíàëîãi÷íî, ÿê â [4].
Ïóíêò 3). Âiäíiìàþ÷è (7) âiä (6):

ωa(x) = p̄a(x)− p
a
(x) = (k̄ − k)/2 · (x2 − b2i ) + (m̄−m)(x− bi) ≥ 0.

Ïiäñòàâëÿþ÷è x = (bi + bi+1)/2, ìà¹ìî x − bi = (bi+1 − bi)/2 òà x2 − b2i = (bi+1 −
bi)(3bi + bi+1)/4, çâiäêè:

ωmax = (k̄ − k)(bi+1 − bi)(3bi + bi+1)/8 + (m̄−m)(bi+1 − bi)/2.

Òåîðåìà äîâåäåíà. □
Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî k̄ = k = 0, òîáòî

C ≤ y′(x) ≤ C̄, (10)

äå C, C̄ � äåÿêi êîíñòàíòè, òî

C (x− a) + y(a) ≤ y(x) ≤ C̄ (x− a) + y(a). (11)

I íàâïàêè, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ïîäâiéíà íåðiâíiñòü (11), òî âèêîíó¹òüñÿ i (10).
Îòæå, íà îñíîâi îïèñàíî¨ âèùå ñõåìè ïðîïîíó¹ìî òàêèé àëãîðèòì ðîçâ'ÿçàííÿ

ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i.
Àëãîðèòì
1. Ðåàëiçóþ÷è âèñíîâîê ëåìè 1, âèáèðà¹ìî ïî÷àòêîâèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàëüíèé

iíòåðâàë ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1):

y(x) =
{
[a, b], k x+m, k̄ x+ m̄

}
, (12)

òàêèì, ùî ìiñòèòü äîòè÷íó y(x) = y′(a)(x − a) + y(a) äî øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ (1) ó òî÷öi x = a, òà ðåàëiçóþ÷è ïðèíöèï, çàïðîïîíîâàíèé â [4], äå

k̄ = y′(a) + δ, k = y′(a)− δ, m̄ = y(a)− k̄a, m = y(a)− ka, (13)

äå δ > 0.
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2. Âèçíà÷à¹ìî â iíòåðâàëi [a, b] òî÷êó bi, äî ÿêî¨, âêëþ÷íî ç íåþ, âèêîíó¹òüñÿ
ïîäâiéíà íåðiâíiñòü (3). Äëÿ öüîãî:

2.1. Ïiäñòàâëÿ¹ìî ËÔI (12) â ÿäðîK(·) ðiâíÿííÿ (1) i, âèêîíàâøè âñi íåîáõiäíi
îïåðàöi¨ âiäïîâiäíî äî àíàëiòè÷íîãî âèãëÿäó ÿäðà, îòðèìó¹ìî ëiíiéíèé ôóíê-
öiîíàëüíèé iíòåðâàë ïîõiäíî¨ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi òàêèõ ñïèñêiâ
çíà÷åíü:

• {xj} � ñïèñîê òî÷îê ðîçáèòòÿ iíòåðâàëó [a, b] õàðàêòåðíèìè òî÷êàìè [1]
ÿäðà ðiâíÿííÿ (1);

• {ȳj}, {y
j
} � ñïèñêè çíà÷åíü, âiäïîâiäíî, âåðõíiõ òà íèæíiõ êóñêîâî-

ëiíiéíèõ îáìåæóâàëüíèõ ôóíêöié öüîãî ËÔI â òî÷êàõ ðîçáèòòÿ iíòåðâàëó
[a, b];

• {k̄j}, {kj} � ñïèñêè êóòîâèõ êîåôiöi¹íòiâ, âiäïîâiäíî, âåðõíiõ òà íèæíiõ
êóñêîâî-ëiíiéíèõ îáìåæóâàëüíèõ ôóíêöié öüîãî ËÔI â òî÷êàõ ðîçáèòòÿ
iíòåðâàëó [a, b];

• {m̄j}, {mj} � ñïèñêè êîåôiöi¹íòiâ çìiùåííÿ âåðõíiõ òà íèæíiõ êóñêîâî-
ëiíiéíèõ îáìåæóâàëüíèõ ôóíêöié öüîãî ËÔI â òî÷êàõ ðîçáèòòÿ iíòåðâàëó
[a, b].

2.2. Ðåàëiçóþ÷è çàóâàæåííÿ 1 òà çàïðîïîíîâàíó âèùå ìåòîäèêó ïîáóäîâè ËÔI
ïîõiäíî¨ ðîçâ'ÿçêó, çi ñïèñêiâ {k̄j}, {kj}, {m̄j}, {mj} âèáèðà¹ìî, âiäïîâiäíî,

åëåìåíòè k̄1, k1, m̄1, m1 òà áóäó¹ìî ïðÿìi:

yw(x) = k̄1x+ m̄1, yn(x) = k1x+m1. (14)

Òîäi òî÷êà bi ¹ ìåíøîþ ç äâîõ òî÷îê ïåðåòèíó öèõ ïðÿìèõ ç ãîðèçîíòàëüíèìè
ïðÿìèìè k̄ òà k âiäïîâiäíî, çà óìîâè, ùî ïðÿìi ïîâíiñòþ îõîïëþþòü âñi
çíà÷åííÿ ñïèñêiâ åëåìåíòiâ {ȳj}, {yj} â iíòåðâàëi [a, b].

3. Íà îñíîâi òàê îòðèìàíèõ ïðÿìèõ (14) çà Òåîðåìîþ 1 áóäó¹ìî ïàðàáîëi÷íèé
ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë. Îòðèìó¹ìî ïàðàáîëè:

p̄a(x) = y(a) + (k̄1/2)(x
2 − a2) + m̄1 (x− a), (15)

p
a
(x) = y(a) + (k1/2)(x

2 − a2) +m1 (x− a), (16)

òàêi, ùî p
a
(x) ≤ y(x) ≤ p̄a(x) äëÿ âñiõ x ∈ [a, bi].

4. Çíàõîäèìî çíà÷åííÿ p̄a(bi) òà p
a
(bi) ïàðàáîë (15), (16) ó ñåðåäíié òî÷öi s =

(a+ bi)/2.

5. Áóäó¹ìî ïàðàáîëè p̄s(x) òà p
s
(x), ÿêi ïðîõîäÿòü, âiäïîâiäíî, ÷åðåç òî÷êè

(s, p̄a(s)) òà (s, p
a
(s)):

p̄s(x) = p̄a(s) + (k1/2)(x
2 − s2) +m1 (x− s), (17)

p
s
(x) = p

a
(s) + (k̄1/2)(x

2 − s2) + m̄1 (x− s). (18)

6. Îá÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ ïàðàáîë (17), (18) ó òî÷öi x = bi òà îòðèìó¹ìî iíòåðâàë
[p

s
(bi), p̄s(bi)].

7. ßêùî øèðèíà öüîãî iíòåðâàëó ω = p̄s(bi)−p
s
(bi) < ε, äå ε - áàæàíà ãàðàíòîâàíà,

çàäàíà íàìè, òî÷íiñòü, äâîñòîðîííüî¨ àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1), ó
òî÷öi bi, òîäi âæå ìà¹ìî òàêó íàñòóïíó ïî÷àòêîâó çàäà÷ó (4)�(5) äå, çãiäíî [5],

y(bi) = (p̄s(bi) + p
s
(bi))/2,
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ßêùî bi = b, òî êiíåöü àëãîðèòìó. Iíàêøå ïåðåõîäèìî äî Êðîêó 1 äëÿ íîâîãî
iíòåðâàëó [bi, b]. ßêùî æ ω ≥ ε, âèêîíó¹ìî òàêi íàñòóïíi êðîêè àëãîðèòìó.

8. Îá÷èñëþ¹ìî êóòîâi êîåôiöi¹íòè ïðÿìèõ, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êè (a, y(a)) òà
(s, p̄a(s)) òà (a, y(a)) òà (s, p

a
(s)) âiäïîâiäíî,

˜̄k = (p̄a(s)− y(a))/(s− a), (19)

k̃ = (p
a
(s)− y(a))/(s− a), (20)

òà îá÷èñëþ¹ìî âiäõèëåííÿ âiä äîòè÷íî¨:

δ̄ = ˜̄k − y′(a), (21)

δ = k̃ − y′(a). (22)

Ââîäèìî íîâå âiäõèëåííÿ:
δ̃ = max

(
|δ̄|, |δ|

)
. (23)

9. Îá÷èñëþ¹ìî íîâi çíà÷åííÿ îáìåæíèêiâ ËÔI ðîçâ'ÿçêó, çàìiíþþ÷è δ íà δ̃ (23):

k̄new = y′(a) + δ̃, m̄new = y(a)− k̄new a, (24)

knew = y′(a)− δ̃, mnew = y(a)− knew a. (25)

Ïåðåõîäèìî äî Êðîêó 2.

4. ×èñëîâi åêñïåðèìåíòè

Äëÿ ïåðåâiðêè çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ðîçãëÿíóòî äâi òåñòîâi çàäà÷i � iíòåã-
ðàëüíi ðiâíÿííÿ âèäó (1). Ðîçâ'ÿçêè êîæíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïîáóäîâàíî ó
âèãëÿäi ïàðàáîëi÷íèõ ïàðàëåëîãðàìiâ íà âñüîìó ïðîìiæêó iíòåãðóâàííÿ òà çäiéñíåíî
ïîðiâíÿííÿ òàê îòðèìàíèõ äâîñòîðîííiõ àïðîêñèìàöié ç òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì.

Óñi îá÷èñëåííÿ âèêîíàíî â àðèôìåòèöi äîâiëüíî¨ òî÷íîñòi (BigDecimal, 16 çíà÷ó-
ùèõ öèôð). Ïàðàìåòð ïî÷àòêîâîãî âiäõèëåííÿ â îáîõ ïðèêëàäàõ ∆ = 1,5.

Ïðèêëàä 1. Ïîáóäóâàòè ãàðàíòîâàíi äâîñòîðîííi àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó òàêîãî
iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ:

y(x) = 1 +

∫ x

1

2
√
y(s) ds, x ∈ [1, 2].

Øèðèíà ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ ðîçâ'ÿçêó ïîâèííà áóòè ε ≤ 10−8.
Ïîñëiäîâíî áóäó¹ìî âåðõíi òà íèæíi îáìåæóâàëüíi ïàðàáîëè (17), (18) ôóíê-

öiîíàëüíîãî iíòåðâàëó ðîçâ'ÿçêó. Òàáë. 1 äåìîíñòðó¹ ïðîöåñ çâóæåííÿ ïî÷àòêîâîãî
ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó íà ïåðøîìó ïiäiíòåðâàëi, Êðîêè 1�9 àëãîðèòìó. Òàáë. 2
ìiñòèòü çíà÷åííÿ ïàðàáîë äëÿ ïåðøèõ òà îñòàííiõ ïiäiíòåðâàëiâ.

Òàáëèöÿ 1

Äèíàìiêà çâóæåííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó ðîçâ'ÿçêó
íà ïåðøîìó ïiäiíòåðâàëi äàíîãî ðiâíÿííÿ

� bi k̄ m̄ k m p̄s(bi) p
s
(bi) ω y(bi)

1 1,371708 3,500001 −2,500001 0,500001 0,500001 1,933269 1,829389 1,04 · 10−1 1,881584

2 1,044784 2,325245 −1,325245 1,674755 −0,674755 1,091729 1,091388 3,41 · 10−4 1,091574

3 1,011196 2,026033 −1,026033 1,973966 −0,973966 1,022518 1,022516 1,80 · 10−6 1,022517

4 1,001398 2,005671 −1,005671 1,994329 −0,994329 1,002797 1,002797 6,22 · 10−9 1,002797
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òóò bi � ïðàâà ìåæà ïiäiíòåðâàëó, äî ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ îáìåæåííÿ (3) (Êðîê 2); y(bi)
� çíà÷åííÿ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó â òî÷öi bi; k̄, m̄ � êîåôiöi¹íòè âåðõíüî¨ îáìåæóâàëüíî¨
ïðÿìî¨ (13) ËÔI ïåðøî¨ ïîõiäíî¨; k, m � êîåôiöi¹íòè íèæíüî¨ îáìåæóâàëüíî¨
ïðÿìî¨ (13); p̄s(bi), ps(bi) � çíà÷åííÿ âåðõíüî¨ (17) òà íèæíüî¨ (18) îáìåæóâàëüíèõ
ïàðàáîë ó òî÷öi bi (Êðîê 6); ω = p̄s(bi)−p

s
(bi) � øèðèíà ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó

ðîçâ'ÿçêó â òî÷öi bi (Êðîê 7). Àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê: y(x) = x2.

Òàáëèöÿ 2

Äâîñòîðîííi ïàðàáîëi÷íi àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó íà ïiäiíòåðâàëàõ ðiâíÿííÿ

� a s bi p̄a(s) p
a
(s) p̄s(bi) p

s
(bi) ω N y(bi)

1 1,000000 1,000988 1,001398 1,001977 1,001977 1,002797 1,002797 6,22 · 10−9
4 1,002797

2 1,001398 1,001562 1,001630 1,003127 1,003127 1,003263 1,003263 2,85 · 10−11
4 1,003263

3 1,001630 1,002124 1,002329 1,004253 1,004253 1,004664 1,004664 3,84 · 10−10
5 1,004664

4 1,002329 1,003311 1,003718 1,006633 1,006633 1,007450 1,007450 3,04 · 10−9
4 1,007450

5 1,003718 1,003992 1,004106 1,008001 1,008001 1,008229 1,008229 1,32 · 10−10
4 1,008229

.

.

.

n−4 1,999804 1,999822 1,999829 3,999286 3,999286 3,999315 3,999315 2,24 · 10−10
1 3,999316

n−3 1,999829 1,999844 1,999850 3,999376 3,999376 3,999401 3,999401 1,72 · 10−10
1 3,999401

n−2 1,999850 1,999863 1,999869 3,999454 3,999454 3,999476 3,999476 1,31 · 10−10
1 3,999476

n−1 1,999869 1,999880 1,999885 3,999522 3,999522 3,999541 3,999541 1,01 · 10−10
1 3,999541

n 1,999885 1,999966 2,000000 3,999865 3,999865 4,000000 4,000000 4,93 · 10−9
1 4,000000

òóò a � ëiâà ìåæà ïiäiíòåðâàëó; s = (a+bi)/2 � ñåðåäíÿ òî÷êà ïiäiíòåðâàëó (Êðîê 4);
bi � ïðàâà ìåæà ïiäiíòåðâàëó; y(bi) � çíà÷åííÿ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó â òî÷öi bi; p̄a(s),
p
a
(s) � çíà÷åííÿ ïàðàáîë (15), (16) ó ñåðåäíié òî÷öi s (Êðîê 4); p̄s(bi), p

s
(bi) �

çíà÷åííÿ ïàðàáîë (17), (18) ó òî÷öi bi (Êðîê 6); ω = p̄s(bi) − p
s
(bi) � øèðèíà

ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó (Êðîê 7); N � êiëüêiñòü iòåðàöié äî äîñÿãíåííÿ øèðèíè
ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó; n � çàãàëüíà êiëüêiñòü ïiäiíòåðâàëiâ.

Ðèñ. 1. Ãðàôiêè âiäõèëåíü ∆y(x) = p(x)− y(x) ïàðàáîëi÷íèõ îáìåæíèêiâ
âiä òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ ïåðøèõ 5 ïiäiíòåðâàëiâ ðiâíÿííÿ

Ðèñ. 2. Ãðàôiêè âiäõèëåíü ∆y(x) = p(x)− y(x) ïàðàáîëi÷íèõ îáìåæíèêiâ
âiä òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ îñòàííiõ 5 ïiäiíòåðâàëiâ ðiâíÿííÿ

Íà ðèñóíêàõ çîáðàæåíî âiäõèëåííÿ ∆y(x) = p(x) − y(x), äå p(x) � âiäïîâiäíà
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îáìåæóâàëüíà ïàðàáîëà (p̄a (15), p
a
(16), p̄s (17), ps (18)), y(x) � òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê.

Ïðèêëàä 2. Ïîáóäóâàòè ãàðàíòîâàíi äâîñòîðîííi àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó òàêîãî
iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ:

y(x) = x · 2x −
∫ x

0

2x−s y(s) ds, x ∈ [0, 1].

Øèðèíà ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ ðîçâ'ÿçêó ïîâèííà áóòè ε ≤ 10−8.
Ïîñëiäîâíî áóäó¹ìî âåðõíi òà íèæíi îáìåæóâàëüíi ïàðàáîëè (17), (18) ôóíê-

öiîíàëüíîãî iíòåðâàëó ðîçâ'ÿçêó. Òàáë. 3 äåìîíñòðó¹ ïðîöåñ çâóæåííÿ ïî÷àòêîâîãî
ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó íà ïåðøîìó ïiäiíòåðâàëi. Òàáë. 4 ìiñòèòü çíà÷åííÿ
ïàðàáîë äëÿ ïåðøèõ òà îñòàííiõ ïiäiíòåðâàëiâ.

Òàáëèöÿ 3

Äèíàìiêà çâóæåííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó ðîçâ'ÿçêó
íà ïåðøîìó ïiäiíòåðâàëi äàíîãî ðiâíÿííÿ

� bi k̄ m̄ k m p̄s(bi) p
s
(bi) ω y(bi)

1 1,000000 2,500001 0,000000 −0,500001 0,000000 0,941201 1,455739 5,15 · 10−1 1,264241

2 0,500001 1,356504 0,000000 0,643496 0,000000 0,533891 0,564081 3,02 · 10−2 0,556450

3 0,123402 1,079175 0,000000 0,920825 0,000000 0,126167 0,126563 3,96 · 10−4 0,126459

4 0,030753 1,013610 0,000000 0,986390 0,000000 0,030934 0,030938 4,12 · 10−6 0,030938

5 0,007682 1,003042 0,000000 0,996958 0,000000 0,007694 0,007694 5,69 · 10−8 0,007694

6 0,001920 1,000746 0,000000 0,999254 0,000000 0,001921 0,001921 8,70 · 10−10 0,001921

òóò bi � ïðàâà ìåæà ïiäiíòåðâàëó, äî ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ îáìåæåííÿ (3) (Êðîê 2); y(bi)
� çíà÷åííÿ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó â òî÷öi bi; k̄, m̄ � êîåôiöi¹íòè âåðõíüî¨ îáìåæóâàëüíî¨
ïðÿìî¨ (13) ËÔI ïåðøî¨ ïîõiäíî¨; k, m � êîåôiöi¹íòè íèæíüî¨ îáìåæóâàëüíî¨
ïðÿìî¨ (13); p̄s(bi), ps(bi) � çíà÷åííÿ âåðõíüî¨ (17) òà íèæíüî¨ (18) îáìåæóâàëüíèõ
ïàðàáîë ó òî÷öi bi (Êðîê 6); ω = p̄s(bi)−p

s
(bi) � øèðèíà ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó

ðîçâ'ÿçêó â òî÷öi bi (Êðîê 7). Àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê: y(x) = 2x(1− e−x).

Òàáëèöÿ 4

Äâîñòîðîííi ïàðàáîëi÷íi àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó íà ïiäiíòåðâàëàõ ðiâíÿííÿ

� a s bi p̄a(s) p
a
(s) p̄s(bi) p

s
(bi) ω N y(bi)

1 0,000000 0,001358 0,001920 0,001358 0,001358 0,001921 0,001921 8,70 · 10−10
6 0,001921

2 0,001920 0,003207 0,003741 0,003209 0,003209 0,003743 0,003743 7,43 · 10−10
5 0,003743

3 0,003741 0,005093 0,005654 0,005098 0,005098 0,005660 0,005660 8,64 · 10−10
6 0,005660

4 0,005654 0,006937 0,007468 0,006946 0,006946 0,007479 0,007479 7,38 · 10−10
5 0,007479

5 0,007468 0,008749 0,009279 0,008763 0,008763 0,009296 0,009296 7,35 · 10−10
5 0,009296

.

.

.

n−4 0,999991 0,999994 0,999996 1,264231 1,264231 1,264234 1,264234 9,72 · 10−12
1 1,264234

n−3 0,999996 0,999997 0,999998 1,264236 1,264236 1,264237 1,264237 2,43 · 10−12
1 1,264238

n−2 0,999998 0,999999 0,999999 1,264238 1,264238 1,264239 1,264239 6,07 · 10−13
1 1,264239

n−1 0,999999 0,999999 0,999999 1,264239 1,264239 1,264240 1,264240 1,52 · 10−13
1 1,264240

n 1,000000 1,000000 1,000000 1,264240 1,264240 1,264240 1,264240 1,20 · 10−15
1 1,264240

òóò a � ëiâà ìåæà ïiäiíòåðâàëó; s = (a+bi)/2 � ñåðåäíÿ òî÷êà ïiäiíòåðâàëó (Êðîê 4);
bi � ïðàâà ìåæà ïiäiíòåðâàëó; y(bi) � çíà÷åííÿ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó â òî÷öi bi; p̄a(s),
p
a
(s) � çíà÷åííÿ ïàðàáîë (15), (16) ó ñåðåäíié òî÷öi s (Êðîê 4); p̄s(bi), p

s
(bi) �

çíà÷åííÿ ïàðàáîë (17), (18) ó òî÷öi bi (Êðîê 6); ω = p̄s(bi) − p
s
(bi) � øèðèíà
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ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó (Êðîê 7); N � êiëüêiñòü iòåðàöié äî äîñÿãíåííÿ øèðèíè
ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó; n � çàãàëüíà êiëüêiñòü ïiäiíòåðâàëiâ.

Ðèñ. 3. Ãðàôiêè âiäõèëåíü ∆y(x) = p(x)− y(x) ïàðàáîëi÷íèõ îáìåæíèêiâ
âiä òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ ïåðøèõ 5 ïiäiíòåðâàëiâ ðiâíÿííÿ

Ðèñ. 4. Ãðàôiêè âiäõèëåíü ∆y(x) = p(x)− y(x) ïàðàáîëi÷íèõ îáìåæíèêiâ
âiä òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ îñòàííiõ 5 ïiäiíòåðâàëiâ ðiâíÿííÿ

Íà ðèñóíêàõ çîáðàæåíî âiäõèëåííÿ ∆y(x) = p(x) − y(x), äå p(x) � âiäïîâiäíà
îáìåæóâàëüíà ïàðàáîëà (p̄a (15), p

a
(16), p̄s (17), ps (18)), y(x) � òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê.

Ó îáîõ ïðèêëàäàõ ìåòîä çàáåçïå÷èâ ãàðàíòîâàíå ïîêðèòòÿ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó
äâîñòîðîííiìè ïàðàáîëi÷íèìè îöiíêàìè iç çàäàíîþ òî÷íiñòþ. Êiëüêiñòü ïîáóäîâàíèõ
ïiäiíòåðâàëiâ çàëåæèòü âiä äîâæèíè ïðîìiæêó iíòåãðóâàííÿ, ñòóïåíÿ íåëiíiéíîñòi
ïðàâî¨ ÷àñòèíè òà çàäàíî¨ òî÷íîñòi.

5. Âèñíîâêè

Ó ðîáîòi ñôîðìóëüîâàíà i äîâåäåíà òåîðåìà, ÿêà îá ðóíòîâó¹ êîðåêòíiñòü çàïðî-
ïîíîâàíîãî àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçóâàííÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ âêàçàíîãî âèäó. Âêà-
çàíà ìîæëèâà ìàêñèìàëüíà øèðèíà ïîáóäîâàíîãî íà êîæíîìó êðîöi âiäïîâiäíî-
ãî ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó, ÿêèé ãàðàíòîâàíî ìiñòèòü øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê, à ó
âåðøèíàõ êîæíîãî òàêîãî iíòåðâàëó ìà¹ìî òî÷íå çíà÷åííÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó. Ðåçóëü-
òàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ ïiäòâåðäæóþòü îòðèìàíi òåîðåòè÷íi âèñíîâêè òà êî-
ðåêòíiñòü çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçóâàííÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü âêàçàíî-
ãî âèäó.
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The problem of constructing guaranteed two-sided approximations to the solution of the
integral equation y(x) = f(x)+λ

∫ x
a K(x, s, y(s)) ds, x ∈ [a, b], where f(x) is a known di�er-

entiable function and the kernelK(x, s, y) is integrable in the corresponding domain, is con-
sidered. The solution is constructed in the form of a functional interval {[a, b], L(x), U(x)},
where the bounding functions L(x) and U(x) satisfy L(x) ≤ y(x) ≤ U(x) for all x ∈ [a, b],
providing guaranteed two-sided bounds for the sought solution.

Classical methods for constructing two-sided approximations � the Chaplygin method,
Moore's interval methods, the Lohner algorithm, and the VNODE-LP software package �
have signi�cant limitations: the need for analytical determination of initial approximations,
convexity of the right-hand side of the equation, high-order automatic di�erentiation, and
catastrophic overestimation on large time intervals. The proposed approach based on
the mathematics of functional intervals does not require the above conditions and can be
applied to integral equations.
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A theorem is formulated and proved that establishes the equivalence of the integral
equation on each subinterval [bi, bi+1] to an initial value problem for the derivative y′(x) =
f ′(x)+λK(x, x, y(x)). It is shown that quadratic parabolas form a parabolic parallelogram
that bounds the solution from below and above, with the maximum width ωmax attained
at the midpoint of the subinterval and convergence ωa ∼ O(h2). At the points where
the upper and lower bounding functions coincide, the solution values are obtained with a
prescribed accuracy.

On this basis, an algorithm for constructing parabolic functional intervals with adaptive
step-size selection is developed, enabling the construction of guaranteed two-sided approx-
imations with a prescribed accuracy. The algorithm includes: construction of the initial
linear functional interval, determination of the subinterval satisfying derivative bounds,
construction of parabolic bounds, and iterative narrowing of the interval.

The performance of the method is con�rmed by two numerical experiments with in-
tegral equations whose analytical solutions are known. All computations are performed
in arbitrary-precision arithmetic (16 signi�cant digits). The results con�rmed guaranteed
coverage of the exact solution by two-sided parabolic bounds with accuracy ε ≤ 10−8.

Key words: functional intervals, integral equations, two-sided methods, parabolic parallel-
ogram, adaptive step size.


