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Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ äëÿ âèáîðó îïòèìàëüíîãî

ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ åëåìåíòiâ ìàòðèöi æîðñòêîñòi ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ äëÿ

çàäà÷i îñåñèìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ïðóæíîñòi ç âèêîðèñòàííÿì ÷îòèðèêóòíèõ ñèðåíäèïî-

âèõ åëåìåíòiâ. Ðîçãëÿíóòî äâà ïiäõîäè äî ïiäâèùåííÿ òî÷íîñòi iíòåãðóâàííÿ ëîêàëü-

íèõ ìàòðèöü æîðñòêîñòi: êëàñèôiêàòîð, ÿêèé ïðîãíîçó¹ ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü òî÷îê

Ãàóññà�Ëåæàíäðà, íåîáõiäíó äëÿ äîñÿãíåííÿ çàäàíî¨ òî÷íîñòi âiäíîñíî åòàëîííîãî

iíòåãðóâàííÿ, òà ðåãðåñîð, ÿêèé îöiíþ¹ âèáið îïòèìàëüíèõ âóçëiâ òà âàã êâàäðàòó-

ðè. Íàâ÷àëüíi âèáiðêè çãåíåðîâàíî ñèíòåòè÷íî ç íîðìàëiçàöi¹þ ãåîìåòði¨ åëåìåíòiâ

i îáìåæåííÿìè íà êóòè òà êîîðäèíàòè. Îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè ïîêàçàëè, ùî

íàáëèæåííÿ ëîêàëüíèõ ìàòðèöü æîðñòêîñòi äî åòàëîíà â ñåíñi ìàòðè÷íèõ íîðì íå

ãàðàíòó¹ ïîìiòíîãî çìåíøåííÿ ïîõèáêè ïåðåìiùåíü. Ó áiëüøîñòi ïðîâåäåíèõ åêñïåðè-

ìåíòiâ ïîêðàùåííÿ âiä ïiäáîðó âóçëiâ òà âàã íå ïåðåâèùóâàëè 10−3%. Ïiäáið êiëüêîñ-

òi òî÷îê iíòåãðóâàííÿ ïiäâèùó¹ òî÷íiñòü îá÷èñëåííÿ åëåìåíòiâ ìàòðèöi æîðñòêîñòi

çàâäÿêè çáiëüøåííþ ïîðÿäêó êâàäðàòóðè ó âèïàäêàõ, äå öüîãî âèìàãà¹ ãåîìåòðè÷íà

íåëiíiéíiñòü âiäîáðàæåííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, îñåñèìåòðè÷íà çàäà÷à òåîði¨ ïðóæíîñ-

òi, ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, êâàäðàòóðè Ãàóññà�Ëåæàíäðà, ñåðåíäèïîâi ÷îòèðèêóò-

íi åëåìåíòè, íåéðîííi ìåðåæi, îïòèìiçàöiÿ ðîþ ÷àñòèíîê.

1. Âñòóï

Ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (ÌÑÅ) ¹ îäíèì ç ïîòóæíèõ ìåòîäiâ ÷èñåëüíîãî
ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ÿê ëiíiéíèõ òàê i íåëiíiéíèõ.
Äëÿ îòðèìàííÿ òî÷íiøîãî ðîçâ'ÿçêó â ÌÑÅ çàçâè÷àé àáî ïiäâèùóþòü ïîðÿäîê
áàçèñíèõ àïðîêñèìàöié, àáî çáiëüøóþòü ãóñòèíó ñiòêè. Îáèäâà ïiäõîäè ïðèçâîäÿòü
äî çðîñòàííÿ ðîçìiðíîñòi ñèñòåìè, à îòæå çáiëüøåííÿ âèêîðèñòîâóâàíî¨ ïàì'ÿòi
òà ÷àñó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Îñêiëüêè ñiòêà â ÌÑÅ ñêëàäà¹òüñÿ íå ç êâàäðàòíèõ
ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (ÑÅ), à ç ÷îòèðèêóòíèõ ÑÅ, ìåæi ÿêèõ ìîæóòü ìàòè çíà÷íó
êðèâèíó, òî âèêîðèñòîâóþòü içîïàðàìåòðè÷íå ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå çâîäèòü îá÷èñëåííÿ
åëåìåíòiâ ëîêàëüíî¨ ìàòðèöi æîðñòêîñòi äî iíòåãðóâàííÿ íà êâàäðàòi [−1, 1]×[−1, 1],
äëÿ ÿêîãî, çàçâè÷àé, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êâàäðàòóðà Ãàóññà�Ëåæàíäðà.

Ó ðîáîòàõ [1] i [2] ïiäáèðàþòüñÿ òiëüêè âàãè êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè, à â [3]
ïîðiâíþþòüñÿ âàðiàíòè ç ïiäáîðîì òiëüêè âàã êâàäðàòóðè òà òiëüêè âóçëiâ iíòåã-
ðóâàííÿ àáî îäíå i äðóãå îäíî÷àñíî. Îïòèìiçàöiÿ âàã i âóçëiâ îäíî÷àñíî äà¹ êðàùèé
ðåçóëüòàò. Â [1] âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñiòêà äëÿ ãåíåðóâàííÿ ìîæëèâèõ çíà÷åíü âàã i
âèêîíó¹òüñÿ ¨õ ïåðåáið äëÿ âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Â [4, 5] âèêîðèñòîâó-
þòü íåéðîííó ìåðåæó ç ïåâíèìè äîäàíêàìè ó ôóíêöi¨ âòðàò äëÿ çíàõîäæåííÿ
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îïòèìàëüíèõ òî÷îê i âàã áåç íàáîðó äàíèõ ç ïîïåðåäíüî îá÷èñëåíèìè îïòèìàëüíè-
ìè òî÷êàìè i âàãàìè. Â [2] êâàäðàòóðó ïðåäñòàâëÿþòü ÿê ëiíiéíèé øàð íåéðîí-
íî¨ ìåðåæi, äå íà âõiä ¹ çíà÷åííÿ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ó âóçëàõ êâàäðàòóðè,
a ìàòðèöÿ âàã ¹ äiàãîíàëüíîþ i ¨¨ åëåìåíòè ¹ òðåíóâàëüíèìè ïàðàìåòðàìè. Íà
âèõîäi îòðèìóþòü çíà÷åííÿ åëåìåíòà ëîêàëüíî¨ ìàòðèöi æîðñòêîñòi. Ó ôóíêöi¨
âòðàò ìiíiìiçó¹òüñÿ ðiçíèöÿ ìiæ ëîêàëüíîþ ìàòðèöåþ æîðñòêîñòi, îòðèìàíîþ ïðè
30 âóçëàõ êâàäðàòóðè i ïðè ñòàëié ìàëié êiëüêîñòi âóçëiâ, àëå ç ïiäiáðàíèìè âàãàìè.
Ïiñëÿ îïòèìiçàöi¨, çíà÷åííÿ âàã äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ÿêðàç i áóäóòü îïòèìàëüíèìè
âàãàìè êâàäðàòóðè. Òàêîæ â [1], [3], [6] i [7] ðîçãëÿäàþòü îïòèìiçàöiþ êiëüêîñòi
âóçëiâ êâàäðàòóðè. Â [8] âèêîðèñòîâóþòü ðiçíi ãðàôîâi íåéðîííi ìåðåæi äëÿ êëà-
ñèôiêàöi¨ NURBS-åëåìåíòiâ (Non-Uniform Rational B-Splines � íåðiâíîìiðíi ðàöiî-
íàëüíi B-ñïëàéíè) âiäïîâiäíî äî îïòèìàëüíî¨ êiëüêîñòi òî÷îê iíòåãðóâàííÿ. Â [9]
îïòèìiçóþòü i êiëüêiñòü i òî÷êè ç âàãàìè: ó 1D � àíàëiòè÷íî (ïðàâèëî ¾ïiâòî÷îê¿),
à ó 2D/3D � ÷èñåëüíî íà ìàêðîåëåìåíòàõ äëÿ òî÷íîãî iíòåãðóâàííÿ.

Â íàâåäåíèõ ðîáîòàõ àêöåíòóþòü óâàãó íà òî÷íîñòi îá÷èñëåííÿ ëîêàëüíèõ ìàò-
ðèöü æîðñòêîñòi, àëå áiëüøiñòü íå ïîêàçó¹ ðåàëüíèé ïðèðiñò òî÷íîñòi îá÷èñëåííÿ
øóêàíèõ íåâiäîìèõ ôóíêöié (ïåðåìiùåíü) äëÿ êîíêðåòíèõ çàäà÷ ç ïåâíèìè îáëàñòÿ-
ìè i ïàðàìåòðàìè. Ó íàâåäåíèõ ðîáîòàõ ðîçãëÿäàþòü ïåðåâàæíî åëåìåíòè ç ëiíié-
íîþ àïðîêñèìàöi¹þ òà ìåæàìè ç íåâåëèêîþ êðèâèíîþ.

Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ ïîêðàùåííÿ òî÷íîñòi îá÷èñëåíü ïåðåìiùåíü â îñåñèìå-
òðè÷íié çàäà÷i, ÿê íàñëiäîê ïiäâèùåííÿ òî÷íîñòi iíòåãðóâàííÿ ó ìàòðèöi æîðñòêîñ-
òi äëÿ áiëiíiéíèõ i áiêâàäðàòè÷íèõ ÑÅ. Öå äîñÿãà¹òüñÿ íà îñíîâi äâîõ ïiäõîäiâ:
(i) ïðîãíîçóâàííÿ ìiíiìàëüíî¨ êiëüêîñòi òî÷îê êâàäðàòóðè äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà
ç çàäàíîþ òî÷íiñòþ ç âðàõóâàííÿì ôîðìè ñêií÷åííîãî åëåìåíòà; (ii) ïðîãíîçóâà-
ííÿ îïòèìàëüíèõ çíà÷åíü äëÿ òî÷îê i âàã êâàäðàòóðè áåç çáiëüøåííÿ ïîðÿäêó
êâàäðàòóðè ç âðàõóâàííÿì ôîðìè ñêií÷åííîãî åëåìåíòà. Ó ðîáîòi íàâåäåíi ðåçóëüòà-
òè ùîäî ïiäâèùåííÿ òî÷íîñòi iíòåãðóâàííÿ äëÿ îñåñèìèòðè÷íî¨ çàäà÷i òåîði¨ ïðóæ-
íîñòi ó ðiçíèõ îáëàñòÿõ.

2. Ìåòîäîëîãiÿ

Ó ÌÑÅ äëÿ ïîøóêó íåâiäîìèõ ïåðåìiùåíü çàäà÷à òåîði¨ ïðóæíîñòi çâîäèòüñÿ
äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (ÑËÀÐ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ
ç ãëîáàëüíî¨ ìàòðèöi æîðñòêîñòi òà âåêòîðà ñèë. Ãëîáàëüíà ìàòðèöÿ æîðñòêîñòi
óòâîðþ¹òüñÿ ç ëîêàëüíèõ ìàòðèöü ÑÅ, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ ó âèïàäêó îñåñèìåòðè÷íî¨
çàäà÷i òåîði¨ ïðóæíîñòi çà ôîðìóëîþ [10]:

[ke] =

∫
Ωe

BT DB r dr dz, (1)

äå B � ìàòðèöÿ ïîõiäíèõ ôóíêöié ôîðìè ñêií÷åííîãî åëåìåíòà çà êîîðäèíàòàìè,
D � ìàòðèöÿ ïðóæíèõ êîåôiöi¹íòiâ, Ωe � ñêií÷åííèé åëåìåíò.

Ïiñëÿ âèêîðèñòàííÿ içîïàðàìåòðè÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ [10] ôîðìóëà íàáóäå âèãëÿ-
äó:

[ke] =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

[
B(ξ, η)

]T
D

[
B(ξ, η)

]
re(ξ, η)

∣∣J(ξ, η)∣∣ dξ dη, (2)
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re =

s∑
i=1

Ri N
e
i (ξ, η), (3)

äå Ri � ðàäiàëüíà êîîðäèíàòà i-ãî âóçëà åëåìåíòà, Ne
i � ôóíêöiÿ ôîðìè, àñîöiéîâàíà

ç i-òèì âóçëîì, s � êiëüêiñòü âóçëiâ ó ñêií÷åííîìó åëåìåíòi. Òóò J(ξ, η) � ìàòðèöÿ
ßêîái içîïàðàìåòðè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ (ξ, η) 7→ (r, z) äëÿ åëåìåíòà Ωe. Êîîðäèíàòíå
ïåðåòâîðåííÿ çàäà¹ìî ÿê

x(ξ, η) =

(
r(ξ, η)
z(ξ, η)

)
=

s∑
i=1

Xi N
e
i (ξ, η), Xi =

(
Ri

Zi

)
,

äåNe
i �ôóíêöi¨ ôîðìè, Ri, Zi � êîîðäèíàòè âóçëiâ. Òîäi ìàòðèöÿ ßêîái âèçíà÷à¹òü-

ñÿ ÿê:

J(ξ, η) =


∂r

∂ξ

∂r

∂η
∂z

∂ξ

∂z

∂η

 =

s∑
i=1

(
Ri Ni,ξ Ri Ni,η

Zi Ni,ξ Zi Ni,η

)
, |J| = detJ.

Òóò Ni,ξ = ∂Ne
i /∂ξ, Ni,η = ∂Ne

i /∂η. Äëÿ ïåðåõîäó äî ïîõiäíèõ çà ôiçè÷íèìè
êîîðäèíàòàìè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ(

Ni,r

Ni,z

)
= J−1(ξ, η)

(
Ni,ξ

Ni,η

)
,

à ìàòðèöÿB(ξ, η) ôîðìó¹òüñÿ çNi,r, Ni,z. Äîäàòêîâèé ìíîæíèê re(ξ, η) ó ïiäiíòåãðà-
ëüíîìó âèðàçi âiäïîâiäà¹ îñåñèìåòðè÷íié ïîñòàíîâöi.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà â (2) âèêîðèñòà¹ìî äâîâèìiðíó êâàäðàòóðó Ãàóññà�Ëå-
æàíäðà [11]: ∫ 1

−1

∫ 1

−1

f(r, z) dr dz ≈
k∑

i=1

k∑
j=1

f(li, lj)wi wj , (4)

äå li òà lj � êîðåíi ïîëiíîìà Ëåæàíäðà ñòåïåíÿ k, wi òà wj � âiäïîâiäíi ¨ì âàãè.
Êîëè ðîçãëÿäà¹òüñÿ êâàäðàòíèé ÑÅ, òî iíòåãðóâàòè (2) çà äîïîìîãîþ (4) ìîæíà ç

âèñîêîþ òî÷íiñòþ äëÿ ìàëî¨ êiëüêîñòi âóçëiâ. Êîëè ìåæi ÑÅ ìàþòü çíà÷íó êðèâèíó,
òî içîïàðàìåòðè÷íå ïåðåòâîðåííÿ ¹ íåëiíiéíèì i ïîòðåáó¹ áiëüøî¨ êiëüêîñòi òî÷îê
iíòåãðóâàííÿ.

Ìîæëèâi äâà âàðiàíòè ïîêðàùåííÿ òî÷íîñòi iíòåãðóâàííÿ, à ñàìå � çáiëüøåííÿ
êiëüêîñòi âóçëiâ iíòåãðóâàííÿ àáî ïiäáið âàã i âóçëiâ iíòåãðóâàííÿ.

3. Ãåíåðàöiÿ íàáîðó äàíèõ

3.1. Ãåíåðóâàííÿ ÷îòèðèêóòíèõ åëåìåíòiâ

Çàìiñòü òîãî, ùîá ïîäàâàòè íåéðîííié ìåðåæi íà âõiä íåîáðîáëåíi äàíi, òîáòî
êîîðäèíàòè âåðøèí ÷îòèðèêóòíèêà, ìè çàñòîñîâó¹ìî ïîïåðåäí¹ îïðàöþâàííÿ îçíàê:
íîðìàëiçó¹ìî åëåìåíò (ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ, ïîâîðîò i ìàñøòàáóâàííÿ), ôiêñó¹-
ìî áàçîâi âóçëè. Íåõàé çàäàíî ÷îòèðèêóòíèõ â ñèñòåìi êîîðäèíàò (r, z) ç âóçëàìè
(r1, z1), (r2, z2), (r3, z3), (r4, z4). Äâà íèæíi âóçëè ÷îòèðèêóòíèêà ôiêñó¹ìî â òî÷êàõ
(r1, z1) = (4, 0) òà (r4, z4) = (6, 0). Ñàìå òàêi êîîðäèíàòè áóëè âèáðàíi, ùîá ìàòè
äîñòàòíüî ìiñöÿ äëÿ ðîçìiùåííÿ åëåìåíòiâ ç ðiçíî¨ ôîðìè (ç ðiçíîþ êðèâèíîþ ìåæ)
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òàê, ùîá êîîðäèíàòè ïî îñi r íå áóëè áëèçüêi äî 0 i ùîá äîâæèíà íèæíüîãî ðåáðà áóëà
ðiâíà 2. Äëÿ ÷îòèðèêóòíèêiâ òî÷êè (r2, z2) i (r3, z3) ãåíåðó¹ìî â îáëàñòi [0.5, 10] ×
[0.5, 12]ì. Ó âèïàäêó áiêâàäðàòè÷íî¨ àïðîêñèìàöi¨ ãåíåðóþòüñÿ äâà ÷îòèðèêóòíè-
êè: îäèí iç ïðÿìèì ðåáðîì, iíøèé � çi çìiùåííÿì ñåðåäíüî¨ òî÷êè ðåáðà. Çìiùåííÿ
çàäà¹ìî ãåíåðàòîðîì ïñåâäîâèïàäêîâèõ ÷èñåë ó äiàïàçîíi [−0.15, 0.15]ì ïî îáîõ îñÿõ
âiäíîñíî ñåðåäèíè ïðÿìîãî ðåáðà. Çìiùåííÿ òî÷êè â öåíòði çàñòîñîâó¹ìî ëèøå äëÿ
ëiâîãî òà ïðàâîãî ðåáåð, îñêiëüêè ïîðiâíÿííÿ âèêîíóâàòèìåòüñÿ ñàìå â îáëàñòÿõ iç
òàêîþ êðèâèíîþ ìåæ. Çìiùåííÿ äëÿ òî÷êè ïî öåíòðó ðîáèìî òiëüêè äëÿ ëiâîãî òà
ïðàâîãî ðåáðà, îñêiëüêè ñàìå íà îáëàñòÿõ iç òàêîþ êðèâèíîþ ìåæ âèêîíóâàòèìåòüñÿ
ïîðiâíÿííÿ.

Ãåíåðóâàííÿ íîðìàëiçîâàíèõ ÷îòèðèêóòíèêiâ, ÿê íàâåäåíî â [1�3], ïî êîîðäèíàòi
r íå ¹ ìîæëèâèì, áî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ó âèïàäêó îñåñèìåòðè÷íî¨ çàäà÷i
ìiñòèòü ìíîæíèê 1/r. Çàäàìî òàêi ÿêiñíi îáìåæåííÿ íà ÷îòèðèêóòíèêè ïðè ãåíåðà-
öi¨: ìiíiìàëüíèé êóò � 5◦, ìàêñèìàëüíèé � 175◦, ÷îòèðèêóòíèê ìà¹ áóòè îïóêëèì.

Äî çãåíåðîâàíèõ ÷îòèðèêóòíèêiâ òàêîæ äîäà¹ìî âèäîâæåíi ïî îñi r i ïî îñi z
ïðÿìîêóòíèêè.

Ïåðåä òèì ÿê ïåðåäàòè íà âõiä íåéðîííié ìåðåæi êîîðäèíàòè òî÷îê, ïîòðiáíî
âèêîíàòè àëãîðèòì íîðìàëiçàöi¨ ÷îòèðèêóòíîãî åëåìåíòà, ÿêèé ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi:

v = (vr, vz) = p1 − p0,

L = ‖v‖ =
√

v2r + v2z ,

θ = − atan2(vz, vr),

R =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
,

qi =
R (pi − p0)

L
, i = 0, 1, 2, 3

T = 2,

p̃i = qi T + (4, 0),

äå p0 � âåêòîð êîîðäèíàò ïåðøî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè; p1 � âåêòîð êîîðäèíàò äðóãî¨
ôiêñîâàíî¨ òî÷êè; T � ìàñøòàáíèé êîåôiöi¹íò öiëüîâî¨ äîâæèíè áàçîâîãî âiäðiçêà
ïiñëÿ íîðìàëiçàöi¨; (4, 0) � âåêòîð êîîðäèíàò p0 ïiñëÿ íîðìàëiçàöi¨; atan2(z, r) �
äâîàðãóìåíòíà ôóíêöiÿ àðêòàíãåíñó, ùî ïîâåðòà¹ êóò φ ∈ (−π, π] âiä äîäàòíîãî
íàïðÿìó îñi r äî âåêòîðà (r, z). Ó íàøîìó âèïàäêó φ = atan2(vz, vr), à êóò
îáåðòàííÿ, ÿêèé çàñòîñîâó¹ìî äî òî÷îê, θ = −φ = − atan2(vz, vr). Ôóíêöiÿ
atan2(z, r) îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

atan2(y, x) =



arctan
(y
x

)
, x > 0,

arctan
(y
x

)
+ π, x < 0 òà y ≥ 0,

arctan
(y
x

)
− π, x < 0 òà y < 0,

π

2
, x = 0 òà y > 0,

−π

2
, x = 0 òà y < 0,

íå âèçíà÷åíà, x = 0 òà y = 0.
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Òàêîæ çà ïîòðåáè çäiéñíþ¹ìî îñüîâå ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ åëåìåíòà âiäíî-

ñíî îñi r. Íåõàé z̄ =
1

s

∑s−1
i=0 (p̃i)z òà ε = 10−7, (p̃i)z � êîîðäèíàòà z òî÷êè p̃i. ßêùî

z̄ < −ε, òî âiääçåðêàëþ¹ìî òî÷êè âiäíîñíî îñi r:

S =

(
1 0

0 −1

)
, p̃i ← S p̃i, i = 0, . . . ,M − 1,

äå M � êiëüêiñòü òî÷îê ó ÷îòèðèêóòíèêó.

Òàêèì ÷èíîì âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìàòðèöÿ ïîâîðîòó äëÿ âèðiâíþâàííÿ åëåìåíòà,
ïîòiì âèêîíó¹òüñÿ éîãî ìàñøòàáóâàííÿ, ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ òà çà ïîòðåáè
çäiéñíþ¹ìî îñüîâå ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ åëåìåíòà âiäíîñíî îñi r.

Äëÿ ïðèøâèäøåííÿ ãåíåðàöi¨ çíàõîäæåííÿ îòðèìàëüíèõ çíà÷åííÿ êiëüêîñòi âó-
çëiâ ÷è çíà÷åíü âóçëiâ òà âàã äëÿ êîæíîãî ÷îòèðèêóòíèêà áóëî âèêîðèñòàíî áàãàòî-
ïîòîêîâiñòü (20 ïîòîêiâ).

Ïåðåãåíåðîâóâàòè íàáið äàíèõ äëÿ òðåíóâàííÿ ïîòðiáíî ó âèïàäêó êîëè çìiíèëè-
ñÿ íàñòóïíi ïàðàìåòðè: ìàòðèöÿ B àáîD (ÿêùî êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi ïåðåñòàëè áóòè
ñòàëèìè), ðîçìiðíiñü çàäà÷i çðîñëà, ìåæi êðèâèíè ÑÅ â ÌÑÅ âèõîäÿòü çà äîïóñòèìi
â çãåíåðîâàíîìó íàáîðiâ äàíèõ àáî êîëè çìiíèâñÿ ïîðÿäîê àïðîêñèìàöi¨.

3.2. Çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíî¨ êiëüêîñòi òî÷îê

êâàäðàòóðè

Äëÿ çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíî¨ êiëüêîñòi âóçëiâ iíòåãðóâàííÿ, áóäåìî ïî÷åðãîâî
ïîðiâíþâàòè íîðìó ìîäóëÿ ðiçíèöi ìàòðèöü æîðñòêîñòi åëåìåíòà, îòðèìàíî¨ ïðè 30
âóçëàõ i íà ïîòî÷íié êiëüêîñòi âóçëiâ iíòåãðóâàííÿ � âiä 2 (ó âèïàäêó áiêâàäðàòè÷íèõ
àïðîêñèìàöié âiä 3) äî 30. Êðèòåði¹ì çóïèíêè ïåðåáîðó êiëüêîñòi òî÷îê iíòåãðóâàí-
íÿ ¹ äîñÿãíåííÿ ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ íîðìè (ìàêñèìàëüíà ðiçíèöÿ ìàòðèöü æîðñò-
êîñòi åëåìåíòà ïðè ðiçíié êiëüêîñòi òî÷îê êâàäðàòóðè) 10−7. Ãåíåðó¹ìî 200 òèñÿ÷
âõiäíèõ ÷îòèðèêóòíèêiâ (ç ÿêèõ 10 òèñÿ÷ ïðÿìîêóòíèêiâ) i âèõiäíèõ îïòèìàëüíèõ
çíà÷åíü êiëüêîñòi òî÷îê iíòåãðóâàííÿ.

Íà ðèñ. 1 áà÷èìî, ùî ïðè çáiëüøåííi òî÷íîñòi, ðîçïîäië çñóâà¹òüñÿ âïðàâî äî
áiëüøî¨ êiëüêîñòi òî÷îê.

3.3. Çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ òî÷îê i âàã êâàäðàòóð-

íî¨ ôîðìóëè

Äëÿ çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ çíà÷åíü òî÷îê i âàã êâàäðàòóðè çàñòîñó¹ìî åâî-
ëþöiéíèé àëãîðèòì PSO (particle swarm optimization, îïòèìiçàöiÿ ðîþ ÷àñòèíîê)
[12, 13]. Íåõàé ïîòðiáíî îïòèìiçóâàòè Np ïàðàìåòðiâ. Òîäi i-òèé iíäèâiä òà éîãî
øâèäêiñòü íà n-òié ãåíåðàöi¨ ïîäà¹ìî ó âèãëÿäi îäíîâèìiðíèõ âåêòîðiâ

xn
i =

(
xn
i,1, x

n
i,2, x

n
i,3, . . . , x

n
i,Np−2, x

n
i,Np−1, x

n
i,Np

)
, (5)

v n
i =

(
v n
i,1, v

n
i,2, v

n
i,3, . . . , v

n
i,Np−2, v

n
i,Np−1, v

n
i,Np

)
, (6)

äå xn
i,j � j-òà êîîðäèíàòà â ïðîñòîði RNp äëÿ i-îãî iíäèâiäà, v n

i,j � âiäïîâiäíà
êîìïîíåíòà øâèäêîñòi. Êîîðäèíàòè âiäïîâiäàþòü ïàðàìåòðàì êâàäðàòóðè (òî÷êè
i âàãè), òîáòî ôîðìàò çàïèñó iíäèâiäà òàêèé (pr1, p

z
1, w1, p

r
2, p

z
2, w2, ...), äå pi � íîìåð

ïàðè òî÷êà-âàãà â êâàäðàòóði.
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Ðèñ. 1. Ðîçïîäië îïòèìàëüíî¨ êiëüêîñòi òî÷îê iíòåãðóâàííÿ: áiëiíiéíèé åëåìåíò
äëÿ 200 000 çãåíåðîâàíèõ ÷îòèðèêóòíèêiâ: ïîðîãîâi çíà÷åííÿ à) 10−3 òà á) 10−7;

áiêâàäðàòè÷íèé åëåìåíò äëÿ 100 000 çãåíåðîâàíèõ ÷îòèðèêóòíèêiâ:
ïîðîãîâi çíà÷åííÿ â) 10−3 òà ã) 10−7

Îíîâëåííÿ ïîëîæåííÿ òà øâèäêîñòi:

v n
i = αv n−1

i + β
(
g n − xn

i

)
U1 + γ

(
pn
i − xn

i

)
U2, (7)

xn+1
i = xn

i + v n
i , (8)

äå g n � íàéêðàùèé iíäèâiä ïîïóëÿöi¨, pn
i � íàéêðàùå ïîëîæåííÿ i-ãî iíäèâiäà

äî ãåíåðàöi¨ n âêëþ÷íî, α, β, γ � ñòàëi, U1, U2 � âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ðiâíîìiðíî
ðîçïîäiëåíi íà [0, 1]. Çàìiñòü îäíîãî ç iíäèâiäiâ âêëþ÷à¹ìî íàéêðàùèé iíäèâiä çà âñi
ãåíåðàöi¨.

Îïòèìàëüíi çíà÷åííÿ α = 0.729 òà β = γ = 1.49445 îáðàíî çãiäíî ç [14, 15].
Ðîçìið ïîïóëÿöi¨ â àëãîðèòìi áóëî âèáðàíî 250.

Îäíîãî ïî÷àòêîâîãî iíäèâiäà x0
i áåðåìî ç êâàäðàòóðè Ãàóññà�Ëåæàíäðà; iíøi

ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ îòðèìó¹ìî äîäàâàííÿì äî êâàäðàòóðíèõ âóçëiâ âèïàäêîâîãî
çáóðåííÿ, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíîãî íà âiäðiçêó [−0.1, 0.1]. Ïî÷àòêîâi øâèäêîñòi v0

i

çàäà¹ìî ÿê íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåêòîðè, êîìïîíåíòè ÿêèõ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi
íà [−0.001, 0.001].

Ôóíêöiÿ ïðèäàòíîñòi:

Fitness(ξ,η,w) =
L(ξ0,η0,w0)

L(ξ,η,w)
, L(ξ,η,w) =

∥∥ke(ξ,η,w)− ke,exact
∥∥, (9)

äå ke,exact � ¾òî÷íà¿ ìàòðèöÿ æîðñòêîñòi, îá÷èñëåíà çà äîïîìîãîþ 30 âóçëiâ ó
êîæíîìó íàïðÿìêó (900 òî÷îê íà åëåìåíò); ξ0,η0 � âóçëè òà w0 � âàãè Ãàóññà�
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Ëåæàíäðà; ξ,η � âóçëè òà w � âàãè, äëÿ ÿêèõ îá÷èñëþ¹ìî âiäïîâiäíi ôóíêöi¨; ‖·‖
� ñóìà êâàäðàòiâ åëåìåíòiâ (íîðìà Ôðîáåíióñà).

ßêùî Fitness > 1, òî çíàéäåíi òî÷êè é âàãè äàþòü òî÷íiøå çíà÷åííÿ iíòåãðàëà,
íiæ çâè÷àéíi òî÷êè i âàãè êâàäðàòóðè Ãàócñà�Ëåæàíäðà.

Êðèòåði¨ çóïèíêè: 500 iòåðàöié àáî âiäñóòíiñòü ïîêðàùåííÿ ïðîòÿãîì îñòàííiõ
100. Îñêiëüêè îïòèìiçàöiÿ êîæíîãî åëåìåíòà íåçàëåæíà, îá÷èñëåííÿ ëåãêî ðîçïàðà-
ëåëèòè; åôåêòèâíå âèêîðèñòàííÿ ìàñèâiâ ç áiáëiîòåêè NumPy ñóòò¹âî ïðèñêîðþ¹
îá÷èñëåííÿ ìàòðèöi æîðñòêîñòi. Åêñïåðèìåíòè âèêîíàíî íà 20-ïîòîêîâîìó ïðîöå-
ñîði Intel® Core� i9-12900H. Ãåíåðàöiÿ 1.2×104 (åêñïîíåíöiéíà ôîðìà çàïèñó ÷èñëà,
äå ¾×¿ ïîçíà÷à¹ ìíîæåííÿ) çðàçêiâ (iç íèõ 2000 äëÿ ïðÿìîêóòíèêiâ) äëÿ áiëiíiéíî¨
àïðîêñèìàöi¨ òðèâàëà ≈ 7 ãîä, äëÿ áiêâàäðàòè÷íî¨ ≈ 17 ãîä.

4. Òðåíóâàííÿ íåéðîííèõ ìåðåæ

Äëÿ íàâ÷àííÿ íåéðîííî¨ ìåðåæi áóëà âèêîðèñòàíà áiáëiîòåêà PyTorch íà Python.

4.1. Îïòèìàëüíà êiëüêiñòü òî÷îê êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè

Âõiäíèìè îçíàêàìè íåéðîííî¨ ìåðåæi áóäóòü êîîðäèíàòè âiëüíèõ âóçëiâ çãåíåðî-
âàíèõ åëåìåíòiâ. Äëÿ çàäàííÿ êiëüêîñòi âèõiäíèõ âóçëiâ âèêîðèñòà¹ìî iíäèêàòîðíå
êîäóâàííÿ îçíàê (one-hot encoding) [16]. Öå ñïîñiá ïðåäñòàâëåííÿ êàòåãîðiàëüíèõ
çìiííèõ ó âèãëÿäi áiíàðíèõ âåêòîðiâ. Äëÿ çìiííî¨, ùî ìà¹ C ðiçíèõ êàòåãîðié, êîæíié
êàòåãîði¨ âiäïîâiäà¹ óíiêàëüíèé âåêòîð çàâäîâæêè C, ó ÿêîìó ñàìå îäèí åëåìåíò
íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 1, à âñi iíøi 0. Ôóíêöiÿ âòðàò ÿâëÿ¹ ñîáîþ ïåðåõðåñíó åíòðîïiþ,
ÿêà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ℓ(y,p) = − 1

N

N∑
j=1

C∑
i=1

yi,j ln
(
pi,j

)
,

ÿêà âèìiðþ¹ ðiçíèöþ ìiæ iñòèííèì âèðîäæåíèì ðîçïîäiëîì (iç ìàñîþ 1 ó ïðàâèëüíî-
ìó êëàñi) yj òà ïåðåäáà÷åíèì ìîäåëëþ ðîçïîäiëîì éìîâiðíîñòåé pj. Òóò N �
êiëüêiñòü ïðèêëàäiâ ó âèáiðöi, C � êiëüêiñòü êëàñiâ, y = (yi,j) ∈ {0, 1}C×N �
iíäèêàòîðíà ìàòðèöÿ (äëÿ êîæíîãî j âåêòîð yj = (y1,j , . . . , yC,j)

⊤ ìà¹ ðiâíî îäíó
¾1¿), p = (pi,j) ∈ [0, 1]C×N � ìàòðèöÿ ïåðåäáà÷åíèõ éìîâiðíîñòåé (äëÿ êîæíîãî j

âåêòîð pj = (p1,j , . . . , pC,j)
⊤ çàäîâîëüíÿ¹

∑C
i=1 pi,j = 1), i � iíäåêñ êëàñó, j � iíäåêñ

ïðèêëàäó, ℓ(y,p) � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïåðåõðåñíî¨ åíòðîïi¨ ïî âèáiðöi.

ßê ôóíêöiþ àêòèâàöi¨ áóëî âçÿòî tanh, íåéðîííà ìåðåæà ìà¹ 3 ïðèõîâàíi øàðè ïî
80 íåéðîíiâ êîæåí, øâèäêiñòü íàâ÷àííÿ 10−3, ïàðàìåòð çìåíøåííÿ âàã 10−4, ¨õ áóëî
âèçíà÷åíî åìïiðè÷íî. Â ÿêîñòi àëãîðèòìó îïòèìiçàöi¨ áóâ âèáðàíèé AdamW [17].
Íàáið äàíèõ áóâ ðîçäiëåíèé íà òðåíóâàëüíèé 80%, âàëiäàöiéíèé 10% òà òåñòîâèé
10%.

Äëÿ âèïàäêó áiêâàäðàòè÷íèõ àïðîêñèìàöié áóëî ïðîâåäåíî 10000 åïîõ òðåíóâàí-
íÿ, äëÿ áiëiíiéíîãî 5000. Âòðàòè ïiñëÿ òðåíóâàííÿ äëÿ áiëiíiéíîãî âèïàäêó íà
òðåíóâàëüíié âèáiðöi: 2.1243, âàëiäàöiéíié: 2.1418, òåñòîâié: 2.1355. Äëÿ áiêâàäðà-
òè÷íîãî âèïàäêó íà òðåíóâàëüíié âèáiðöi: 1.1109, âàëiäàöiéíié: 1.2939, òåñòîâié:
1.2856.
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4.2. Îïòèìàëüíi òî÷êè i âàãè êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè

Íà âõiä íåéðîííî¨ ìåðåæi ïîäà¹ìî âåêòîð êîîðäèíàò âiëüíèõ âóçëiâ åëåìåíòà. Íà
âèõiä î÷iêó¹ìî âåêòîð ç îïòèìàëüíèõ òî÷îê i âàã êâàäðàòóðè. ßê ôóíêöiþ àêòèâàöi¨
áóëî âçÿòî tanh, íåéðîííà ìåðåæà ìà¹ 3 ïðèõîâàíi øàðè ïî 80 íåéðîíiâ êîæåí,
øâèäêiñòü íàâ÷àííÿ 10−3, ïàðàìåòð çìåíøåííÿ âàã 10−4, âèçíà÷åíi åìïiðè÷íî. Â
ÿêîñòi àëãîðèòìó îïòèìiçàöi¨ áóâ âèáðàíèé AdamW [17]. Íàáið äàíèõ áóâ ðîçäiëåíèé
íà òðåíóâàëüíèé 80%, âàëiäàöiéíèé 10% òà òåñòîâèé 10%. Ôóíêöiÿ âòðàò öå
ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ïîõèáêà ìiæ î÷iêóâàíèì âåêòîðîì òî÷îê i âàã òà ïåðåäáà÷åíèì
íåéðîííîþ ìåðåæåþ:

MSE
(
yexp, ypred

)
=

1

m

m∑
i=1

(
yexpi − ypredi

)2
,

äå yexp � âåêòîð äîâæèíè m î÷iêóâàíèõ çíà÷åíü öiëüîâî¨ çìiííî¨, ypred � âåêòîð
äîâæèíè m âiäïîâiäíèõ ïðîãíîçiâ íåéðîìåðåæi äëÿ òîãî ñàìîãî ïðèêëàäó.

Áóëî ïðîâåäåíî 7570 åïîõ òðåíóâàííÿ äëÿ áiëiíiéíîãî âèïàäêó (0.35 õâ) i 4595
åïîõ äëÿ áiêâàäðàòè÷íîãî âèïàäêó (0.25 õâ) i äîñÿãíóòî ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨
âòðàò íà òðåíóâàëüíié âèáiðöi 7.5 × 10−3. Âòðàòè äëÿ áiëiíiéíîãî âèïàäêó íà
òðåíóâàëüíié âèáiðöi 7.5× 10−3, íà âàëiäàöiéíié 7.6× 10−3 i íà òåñòîâié 7.6× 10−3.
Äëÿ áiêâàäðàòè÷íîãî âèïàäêó íà òðåíóâàëüíié âèáiðöi 6.9 × 10−3, íà âàëiäàöiéíié
6.4× 10−3 i íà òåñòîâié 6.5× 10−3.

Äëÿ áiëiíiéíîãî âèïàäêó íåéðîííà ìåðåæà áóäå ìàòè 3 ïðèõîâàíèõ øàðè ïî 80
íåéðîíiâ, 4 ÷èñëà íà âõiä òà 12 ÷èñåë íà âèõiä. Äëÿ áiêâàäðàòè÷íîãî âèïàäêó
íåéðîííà ìåðåæà áóäå ìàòè 3 ïðèõîâàíèõ øàðè ïî 80 íåéðîíiâ, 8 ÷èñåë íà âõiä
òà 27 ÷èñåë íà âèõiä.

Äëÿ âèïàäêó, êîëè àïðîêñèìóþòüñÿ òî÷êè i âàãè êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè íåéðîí-
íîþ ìåðåæåþ, êiëüêiñòü âèõîäiâ íåéðîííî¨ ìåðåæi ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ
bd(d+1), äå b � êiëüêiñòü òî÷îê êâàäðàòóðè ïî îäíié îñi, d � âèìiðíiñòü ñêií÷åííîãî
åëåìåíòà.

Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî ðîçïîäië çíà÷åíü ôóíêöi¨ ïðèäàòíîñòi äëÿ çãåíåðîâàíèõ
12000 áiëiíiéíèõ òà 12000 áiêâàäðàòè÷íèõ ÷îòèðèêóòíèêiâ.

Ðèñ. 2. Äiàïàçîíè çíà÷åíü ôóíêöi¨ ïðèäàòíîñòi äëÿ âèïàäêó
a) áiëiíiéíî¨ òà á) áiêâàäðàòèíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ç âiäïîâiäíîþ

êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ, äëÿ ÿêî¨ çìîãëè äîñÿãíóòè òàêèõ çíà÷åíü
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5. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ

Íàäàëi âñi âåëè÷èíè ïîäàþòüñÿ â áåçðîçìiðíié ôîðìi. Íåõàé L∗ � õàðàêòåðíà
äîâæèíà (íàïðèêëàä, äëÿ ïðÿìîêóòíèêà � éîãî øèðèíà; äëÿ êiëüöÿ � âíóòðiøíié
ðàäióñ), à σ∗ = µ � õàðàêòåðíà ïðóæíà ñòàëà ç ðîçìiðíiñòþ íàïðóæåíü (ìîäóëü
çñóâó).

Ââîäèìî áåçðîçìiðíi çìiííi

r̂ =
r

L∗
, ẑ =

z

L∗
, û =

u

L∗
, σ̂ =

σ

σ∗
, P̂ =

P

σ∗
.

Òóò r̂, ẑ � áåçðîçìiðíi ðàäiàëüíà i îñüîâà êîîðäèíàòè âiäïîâiäíî; r, z � ðàäiàëüíà
i îñüîâà êîîðäèíàòè; û � áåçðîçìiðíèé âåêòîð ïåðåìiùåíü, u � âåêòîð ïåðåìiùåíü;
σ̂ � áåçðîçìiðíèé òåíçîð íàïðóæåíü, σ � òåíçîð íàïðóæåíü; P̂ � áåçðîçìiðíèé òèñê
(íàâàíòàæåííÿ), P � òèñê.

Òîäi îòðèìàíi ïåðåìiùåííÿ íàâîäèìî ó ÷àñòêàõ L∗, à íàïðóæåííÿ � ó ÷àñòêàõ
σ∗.

Ðîçãëÿíåìî îñåñèìåòðè÷íó çàäà÷ó ç òàêèìè áåçðîçìiðíèìè ïàðàìåòðàìè:

µ̂ = 1, ν = 0.3, P̂ =
1

0.7
× 10−5.

Òóò µ̂ = 1 âèïëèâà¹ ç âèáîðó σ∗ = µ. Îáåðåìî L∗ = 1 ì. Êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi D
ñòàëi â áåçðîçìiðíié ïîñòàíîâöi òà çàëåæàòü ëèøå âiä ν. Çàâäÿêè ëiíiéíîñòi òåîði¨
ïðóæíîñòi ðîçâ'ÿçîê ìàñøòàáó¹òüñÿ ëiíiéíî çà íàâàíòàæåííÿì:

û(P̂ ) = P̂ û(1), σ̂(P̂ ) = P̂ σ̂(1).

äå û(P̂ ) òà σ̂(P̂ ) � âiäïîâiäíî ïîëÿ ïåðåìiùåíü i íàïðóæåíü ïðè çíà÷åííi ïàðàìåòðà
íàâàíòàæåííÿ P̂ . Ðåçóëüòàòè äëÿ iíøèõ çíà÷åíü òèñêó îòðèìóþòüñÿ ìàñøòàáóâàí-
íÿì.

Ðèñ. 3. Ãåîìåòði¨ îáëàñòåé ó ôiçè÷íèõ êîîðäèíàòàõ (r, z): a) ÷âåðòü êiëüöÿ
ç öåíòðîì (2, 4); âíóòðiøíié ðàäióñ 1ì, çîâíiøíié 1.5ì; á) îáëàñòü

iç çèãçàãîïîäiáíèìè ëiâîþ òà ïðàâîþ ãðàíèöÿìè

Äëÿ îöiíêè ïîêðàùåííÿ òî÷íîñòi iíòåãðóâàííÿ ðîçãëÿäà¹ìî òàêi îáëàñòi: ïðÿìî-
êóòíà r̂ ∈ [1, 2], ẑ ∈ [0, 1]; ÷âåðòü êiëüöÿ ç öåíòðîì (2, 4) (Ðèñ. 3a): âíóòðiøíié ðàäióñ
1, çîâíiøíié 1.5; òà îáëàñòü iç çèãçàãîïîäiáíèìè ëiâîþ i ïðàâîþ ãðàíèöåþ (Ðèñ. 3á).
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Äëÿ âñiõ îáëàñòåé âèêîðèñòàíî îäíàêîâi áåçðîçìiðíi êðàéîâi óìîâè: íà ëiâié
ãðàíèöi ïðèêëàäåíî òèñê P̂ = 1

0.7 × 10−5 ó ðàäiàëüíîìó íàïðÿìêó (óìîâà Íåéìàíà);

íà ïðàâié ãðàíèöi � íóëüîâèé òèñê (P̂ = 0); íà íèæíié òà âåðõíié ãðàíèöÿõ çàäàíî
íóëüîâå îñüîâå ïåðåìiùåííÿ ûz = 0 (óìîâà Äiðiõëå). Äëÿ ÷âåðòi êiëüöÿ ¾ëiâà¿ òà
¾ïðàâà¿ ìåæi âiäïîâiäàþòü âíóòðiøíié òà çîâíiøíié äóçi.

5.1. Çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíî¨ êiëüêîñòi òî÷îê

êâàäðàòóðè

Ïåðøà îáëàñòü öå ÷âåðòü êiëüöÿ ç ñiòêîþ 1x2 åëåìåíòè ç âíóòðiøíiì ðàäióñîì 1,
çîâíiøíiì 1.5 i öåíòðîì â (2, 4). Íà öié îáëàñòi ç âèêîðèñòàííÿì áiêâàäðàòè÷íèõ
åëåìåíòiâ âäàëîñÿ çìåíøèòè ïîõèáêó îá÷èñëåíèõ ïåðåìiùåííü ûr íà 0.5% ïðè
ïîðiâíÿííi çíà÷åíü ïåðåìiùåíü ç âèêîðèñòàííÿì 3 òî÷îê iíòåãðóâàííÿ äëÿ êîæíî¨
îñi òà êiëüêîñòi òî÷îê, îá÷èñëåíî¨ íåéðîííîþ ìåðåæåþ. Äëÿ ïðÿìîêóòíèõ ñiòîê 1x2,
8x1 òà 20x1 ç áiêâàäðàòè÷íîþ àïðîêñèìàöi¹þ, âäàëîñÿ çìåíøèòè âiäíîñíó ïîõèáêó
íà 2.5 × 10−2% äî 1.0 × 10−3%, íà 3.0 × 10−7% òà íà 1.3 × 10−9% äî 1.0 × 10−10%
âiäïîâiäíî. Äëÿ áiëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨ íà ïðÿìîêóòíié ñiòöi 1x2 i íà "çèãçàã" ñiòöi
1õ2 âäàëîñÿ çìåíøèòè âiäíîñíó ïîõèáêó íà 3.5× 10−1% i íà 2.5× 10−1% âiäïîâiäíî.
Íàéáiëüøå ïîêðàùåííÿ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ äëÿ áiêâàäðàòè÷íî¨ àïðîêñèìàöi¨ íà ÷âåðòi
êiëüöÿ, îñêiëüêè ìåæi ¨¨ åëåìåíòiâ ìàþòü çíà÷íó êðèâèíó.

5.2. Çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ òî÷îê i âàã êâàäðàòóð-

íî¨ ôîðìóëè

Äëÿ ïiäáîðó îïòèìàëüíèõ òî÷îê i âàã êâàäðàòóðè íàâ÷àëàñÿ íåéðîííà ìåðåæà,
ÿêà òî÷íiøå îá÷èñëþ¹ iíòåãðàëè äëÿ ëîêàëüíî¨ ìàòðèöi æîðñòêîñòi, à âiäïîâiäíî ¨¨
ñàìó.

Òàáëèöÿ 1

Ïîðiâíÿííÿ çíà÷åíü ûr (íåâiäîìèõ ðàäiàëüíèõ ïåðåìiùåíü) ïðè âèêîðèñòàííi
2 òà 30 òî÷îê i âàã Ãàócñà�Ëåæàíäðà òà ïiäiáðàíèõ 2 òî÷îê i âàã äëÿ îäíîãî
áiëiíiéíîãî åëåìåíòà. Ïåðøà êîëîíêà âêàçó¹ íà ïîðÿäêîâèé iíäåêñ òî÷êè

â ñiòöi. NN òî÷êè � òî÷êè i âàãè, îá÷èñëåíi íåéðîííîþ ìåðåæåþ

Iíäåêñ ûr (2 òî÷êè) ûr (30 òî÷îê) ûr (NN òî÷êè)
0 2.2322× 10−4 2.2317× 10−4 2.2290× 10−4

1 1.9244× 10−4 1.9255× 10−4 1.9231× 10−4

2 1.7980× 10−4 1.7988× 10−4 1.7963× 10−4

3 1.5424× 10−4 1.5419× 10−4 1.5398× 10−4

Ìàòðèöÿ æîðñòêîñòi áóëà îá÷èñëåíà òî÷íiøå â ñåíñi íîðìè, àëå çíà÷åííÿ ïåðåìi-
ùåíü íå çíà÷íî ïîêðàùèëèñÿ. Íàéáiëüøå ïîêðàùåííÿ íà 1.1 × 10−3% áóëî íà
ïðÿìîêóòíié ñiòöi 1x2. Íà iíøèõ ðîçãëÿíóòèõ îáëàñòÿõ çíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü çàëè-
øèëîñÿ ïðèáëèçíî òàêèìè ñàìèìè.

Òàêîæ áóâ îá÷èñëåíèé ïðèðiñò òî÷íiñòi îá÷èñëåííÿ ïåðåìiùåíü äëÿ áiëiíiéíîãî
åëåìåíòà ç ìåæàìè çi çíà÷íîþ êðèâèíîþ, â ÿêîãî áóëî íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨
ïðèäàòíîñòi, à ñàìå 12681. Áóëî ðîçãëÿíóòî ñiòêó 1x1 åëåìåíò. Ìàêñèìàëüíèé
ìîäóëü ðiçíèöi åëåìåíòiâ äëÿ ke,exact i ke,2 ñòàíîâèòü ≈ 0.97, â òîé ÷àñ ÿê äëÿ
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ke,exact i ke,NN ìàêñèìàëüíèé ìîäóëü ðiçíèöi åëåìåíòiâ ñòàíîâèòü 3.9×10−3, äå ke,2 i
ke,NN � ìàòðèöi æîðñòêîñòi åëåìåíòà, îá÷èñëåíi ç âèêîðèñòàííÿì 2 òî÷îê êâàäðàòóðè
Ãàóññà�Ëåæàíäà äëÿ iíòåãðóâàííÿ òà ç âèêîðèñòàííÿì êiëüêîñòi òî÷îê iíòåãðóâàííÿ,
îá÷èñëåíî¨ íåéðîííîþ ìåðåæåþ. Àëå ç Òàáëèöi 1 áà÷èìî, ùî âèêîðèñòîâóþ÷è
ïiäiáðàíi òî÷êè i âàãè òî÷íiñòü ïåðåìiùåíü ïîãiðøèëàñÿ íà 0.1% âiä çíà÷åíü ïðè
äâîõ òî÷êàõ Ãàócñà�Ëåæàíäðà â ïîðiâíÿííi ç 30. Äëÿ áiêâàäðàòè÷íîãî åëåìåíòà ç
íàéêðàùèì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ ïðèäàòíîñòi (â öüîãî åëåìåíòà ñåðåäíi òî÷êè ðåáåð
çíàõîäÿòüñÿ áëèçüêî îäíà äî îäíî¨) çíà÷åííÿ ïåðåìiùåíü â äåÿêèõ òî÷êàõ ¹ áiëüø
òî÷íèìè, à â äåÿêèõ ìåíø òî÷íèìè (êîëèâàííÿ âiä −1.3 × 10−5 äî 3.6 × 10−5, ó
âiäíîñíèõ çíà÷åííÿõ ïîõèáêà äîñÿãàëà 137%). Òîáòî îá÷èñëåííÿ ìàòðèöi æîðñòêîñòi
áiëüø òî÷íî ç ïiäiáðàíèìè òî÷êàìè i âàãàìè êâàäðàòóðè íå ãàðàíòó¹ áiëüø òî÷íîãî
îá÷èñëåííÿ ïåðåìiùåííÿ. Íåîáõiäíî îði¹íòóâàòèñÿ íà ïîõèáêó ðîçâ'ÿçêó (çîêðåìà
â åíåðãåòè÷íié íîðìi).

Îñêiëüêè ïîêðàùåííÿ òî÷íîñòi iíòåãðóâàííÿ ÷åðåç ïiäáið âàã i òî÷îê ¹ ðåñóðñî-
çàòðàòíèì íà ñòàäi¨ ãåíåðóâàííÿ íàáîðó äàíèõ äëÿ òðåíóâàííÿ i ïðèðiñò òî÷íîñòi
íå ¹ çíà÷íèì, à ìîæå i ïîãiðøèòèñÿ, òî êðàùå âèêîðèñòîâóâàòè ïiäáið êiëüêîñòi
òî÷îê iíòåãðóâàííÿ, ùî ¹ øâèäêèì íà åòàïi ãåíåðóâàííÿ íàáîðó äàíèõ, íàäiéíiøèì,
ùîäî î÷iêóâàíîãî ïðèðîñòó òî÷íîñòi îá÷èñëåííÿ ïåðåìiùåíü, àëå ìåíø øâèäêèì íà
åòàïi ÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ, îñêiëüêè áóäå áðàòèñÿ áiëüøà êiëüêiñòü òî÷îê äëÿ
îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó.

6. Âèñíîâêè

Ó ðîáîòi äîñëiäæåíî âïëèâ òî÷íîñòi iíòåãðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ êâàäðàòóðíî¨
ôîðìóëè íà êiíöåâèé ðåçóëüòàò ÌÑÅ äëÿ îñåñèìåòðè÷íèõ çàäà÷ iç ìåæàìè içîïàðà-
ìåòðè÷íèõ ÷îòèðèêóòíèêiâ çi çíà÷íîþ êðèâèíîþ òà áiëiíiéíîþ/áiêâàäðàòè÷íîþ
àïðîêñèìàöiÿìè. Ïîðiâíÿíî äâà ïiäõîäè: ïðîãíîç ìiíiìàëüíî íåîáõiäíî¨ êiëüêîñòi
òî÷îê Ãàóññà�Ëåæàíäðà òà ïiäáið ñàìèõ âóçëiâ i âàã êâàäðàòóðè. Îá÷èñëþâàëüíi
åêñïåðèìåíòè íà ÷âåðòi êiëüöÿ òà ðiçíèõ ïðÿìîêóòíèõ ñiòêàõ ïîêàçàëè, ùî íàâiòü
êîëè ëîêàëüíi ìàòðèöi æîðñòêîñòi íàáëèæàþòüñÿ äî åòàëîíó â ñåíñi ìàòðè÷íèõ
íîðì, öå íå çàâæäè ïðèâîäèòü äî ïîìiòíî òî÷íiøèõ ïåðåìiùåíü. Íàéáiëüøi ïîêðà-
ùåííÿ âiä ïiäáîðó âóçëiâ/âàã âèÿâèëèñü ìàëèìè àáî êîëèâàëèñÿ âiä ïîêðàùåííÿ
äî ïîãiðøåííÿ âiä òî÷êè äî òî÷êè â åëåìåíòi òà â áàãàòüîõ âèïàäêàõ çíà÷åííÿ
ïåðåìiùåíü íàâiòü ïîãiðøèëèñÿ âiäíîñíî ñòàíäàðòíî¨ 2× 2 êâàäðàòóðè.

Íàòîìiñòü êëàñèôiêàöiÿ ïîòðiáíî¨ êiëüêîñòi òî÷îê (áåç çìiíè ñàìèõ âóçëiâ i
âàã) äàëà ñòàáiëüíèé i ïåðåäáà÷óâàíiøèé åôåêò: çà ðàõóíîê çáiëüøåííÿ ïîðÿäêó
êâàäðàòóðè òàì, äå öå ñïðàâäi ïîòðiáíî ãåîìåòði¨, âäàâàëîñü ñèñòåìàòè÷íî çìåíøó-
âàòè ïîõèáêó ïåðåìiùåíü. Äëÿ ðîçâ'ÿçàíèõ çàäà÷ íà 0.5% çìåíøèëàñÿ ïîõèáêà
îá÷èñëåííÿ ïåðåìiùåíü. Òàêèé ïiäõiä ¹ ìåíø ðåñóðñîçàòðàòíèì íà åòàïi ïîáóäî-
âè íàáîðó äàíèõ, íàäiéíiøèé ç ïîãëÿäó çáiæíîñòi, õî÷à é ïîòåíöiéíî ïîâiëüíiøèé
ïiä ÷àñ ÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ.

Ïiäáið âóçëiâ i âàã ïiäâèùó¹ òî÷íiñòü iíòåãðóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìàòðèöü, àëå íå
çàâæäè ïðèâîäèòü äî ñòàáiëüíîãî ïîêðàùåííÿ òî÷íîñòi ïåðåìiùåíü, ùî ïiäêðåñëþ¹
ðiçíèöþ ìiæ òî÷íiñòþ iíòåãðàëà òà òî÷íiñòþ êiíöåâîãî ðîçâ'ÿçêó. Äëÿ ïîêðàùåííÿ
òî÷íîñòi ðîçâ'ÿçêiâ, âàðòî ïåðøî÷åðãîâî çàñòîñîâóâàòè ìîäåëü, ùî ïiäáèðà¹ êiëü-
êiñòü òî÷îê.

Iíòåãðàöiÿ ðîçðîáëåíîãî ïiäõîäó ç àäàïòèâíèì çãóùåííÿì ñiòêè íà îñíîâi âèêîðè-
ñòàííÿ îöiíþâà÷iâ ïîõèáêè [18] çðîáèòü ìåòîäèêó ïðèäàòíîþ äëÿ âåëèêèõ iíæåíå-



ÀëüÿíàõÄ., Äèÿê I.

16 ISSN 2078�5097. Âiñí. Ëüâiâ. óí-òó. Ñåð. ïðèêë. ìàòåì. òà iíô. 2025. Âèï. 35

ðíèõ ìîäåëåé.
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This work employs machine learning methods to select the optimal order of integrating

the entries of the �nite element method sti�ness matrix for axisymmetric elasticity prob-

lems using quadrilateral serendipity elements. We consider two approaches to improving

the accuracy of integration of local sti�ness matrices: a classi�er that predicts the minimum

number of Gauss�Legendre points required to achieve a prescribed accuracy relative to ref-

erence integration, and a regressor that estimates optimal quadrature nodes and weights.

The training datasets were generated synthetically, with normalization of element geom-

etry and constraints on angles and coordinates. Computational experiments showed that

bringing local sti�ness matrices closer to the reference in matrix norms does not guaran-

tee a noticeable reduction in displacement error. In most experiments, the improvements

from tuning quadrature nodes and weights did not exceed 10−3%. Selecting the number

of points yields bene�ts by increasing the quadrature order in cases where the geometric

nonlinearity of the mapping requires it.

Key words: partial di�erential equations, axisymmetric problem of elasticity, �nite element

method, Gauss�Legendre quadrature, quadrilateral serendipity elements, neural networks,

particle swarm optimization.


