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Ñó÷àñíi âèêëèêè, ïîâ'ÿçàíi ç ãëîáàëiçàöi¹þ, âèñîêîþ ìîáiëüíiñòþ íàñåëåííÿ òà

ïîñòiéíîþ çàãðîçîþ âèíèêíåííÿ íîâèõ ïàòîãåíiâ, âèìàãàþòü âèêîðèñòàííÿ ïåðåäîâèõ

iíñòðóìåíòiâ äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ é óïðàâëiííÿ ïîøèðåííÿì iíôåêöiéíèõ çàõâîðþâàíü.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ âèÿâèëîñÿ îäíèì iç íàéåôåêòèâíiøèõ ïiäõîäiâ, îñêiëüêè

äîçâîëÿ¹ îïèñóâàòè åïiäåìiîëîãi÷íi ïðîöåñè, îöiíþâàòè ïîòåíöiéíèé âïëèâ ïðîôiëàê-

òè÷íèõ òà iíòåðâåíöiéíèõ ñòðàòåãié, à òàêîæ ïiäòðèìóâàòè óõâàëåííÿ îá ðóíòîâàíèõ

ðiøåíü ó ñôåði ãðîìàäñüêîãî çäîðîâ'ÿ. Öÿ ðîáîòà çîñåðåäæåíà íà êëàñè÷íié SIR-

ìîäåëi ÿê áàçîâié ñòðóêòóði òà äîñëiäæó¹ êiëüêà ¨¨ ïîøèðåíèõ ìîäèôiêàöié, ÿêi

âðàõîâóþòü âàæëèâi ðåàëüíi ôàêòîðè, òàêi ÿê âàêöèíàöiÿ, êàðàíòèí, ãîñïiòàëiçàöiÿ

òà ïåðiîäè ëàòåíòíîñòi. Îêðiì ìàòåìàòè÷íîãî ôîðìóëþâàííÿ ìîäåëi, ðåàëiçîâàíî

îá÷èñëþâàëüíå ñèìóëÿöiéíå ðiøåííÿ. Ñèìóëÿöiÿ äîçâîëÿ¹ çäiéñíþâàòè äåòàëüíèé

ïîêðîêîâèé àíàëiç äèíàìiêè åïiäåìi¨ çà ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ i ñòðàòåãié âòðó÷àí-

íÿ. ×èñëîâi åêñïåðèìåíòè äåìîíñòðóþòü, ÿê ðiçíi çàõîäè ñóòò¹âî çìiíþþòü åïiäåìi÷íó

êðèâó, çìåíøóþ÷è ïiê çàõâîðþâàíîñòi òà âiäòåðìiíîâóþ÷è éîãî íàñòàííÿ, òèì ñàìèì

çíèæóþ÷è íàâàíòàæåííÿ íà ñèñòåìó îõîðîíè çäîðîâ'ÿ. Äîñëiäæåííÿ ïiäêðåñëþ¹

ãíó÷êiñòü i çàñòîñîâíiñòü êîìïàðòìåíòíèõ ìîäåëåé äëÿ àíàëiçó äèíàìiêè çàõâîðþâàíü

òà íàãîëîøó¹ íà ¨õíié ðîëi â åôåêòèâíîìó ðåàãóâàííi íà åïiäåìi¨, ïðîãíîçóâàííi

ñöåíàði¨â ñïàëàõiâ i ôîðìóâàííi ïîëiòèê âàêöèíàöi¨ ÷è êàðàíòèíó. Îòðèìàíi ðåçóëüòà-

òè ïiäòâåðäæóþòü, ùî ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ¹ öiííèì iíñòðóìåíòîì ÿê äëÿ òåîðåòè÷íîãî

ðîçóìiííÿ, òàê i äëÿ ïðàêòè÷íîãî ïëàíóâàííÿ â åïiäåìiîëîãi¨.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ, åïiäåìiîëîãi÷íi ïðîöåñè, SIR-ìîäåëü.

1. Âñòóï

Ïðîáëåìà ïîøèðåííÿ iíôåêöiéíèõ çàõâîðþâàíü ïîñòiéíî ïåðåáóâà¹ ïiä ñïîñòå-
ðåæåííÿì íàóêîâöiâ òà ôàõiâöiâ ó ñôåði îõîðîíè çäîðîâ'ÿ. Îñîáëèâî¨ àêòóàëüíîñòi
âîíà íàáóëà â îñòàíí¹ äåñÿòèëiòòÿ, êîëè ñâiò çiøòîâõíóâñÿ ç íîâèìè ìàñøòàáíèìè
ïàíäåìiÿìè. Äëÿ ðîçóìiííÿ ìåõàíiçìiâ ïîøèðåííÿ çàõâîðþâàíü òà âèáîðó åôåêòèâ-
íèõ çàõîäiâ áîðîòüáè äåäàëi ÷àñòiøå çàñòîñîâóþòü ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi.

SIR-ìîäåëü, îäíà ç íàéâiäîìiøèõ â åïiäåìiîëîãi¨, äîçâîëÿ¹ îïèñóâàòè îñíîâíi
çàêîíîìiðíîñòi ïåðåäà÷i õâîðîáè â ïîïóëÿöi¨. Ïðîòå, áàçîâà ñòðóêòóðà ìîäåëi
íå çàâæäè âçìîçi âiäîáðàçèòè ðåàëüíi ñöåíàði¨, òîìó âîíà ÷àñòî ìîäèôiêó¹òüñÿ ç
óðàõóâàííÿì âòðó÷àíü ÷è ïîâåäiíêîâèõ çìií.

2. Âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â åïiäå-

ìiîëîãi¨

Ó ïåâíîìó ñåíñi âñÿ ìàòåìàòèêà ¹ ôîðìîþ ìîäåëþâàííÿ. Àäæå óñå, ùî áóëî
ñòâîðåíî çà iñòîðiþ ðîçâèòêó öi¹¨ íàóêè, áåðå ñâié ïî÷àòîê iç ïðàãíåííÿ ëþäèíè
çðîçóìiòè òi ÷è iíøi ôiçè÷íi ïðîöåñè àáî ÿâèùà. Íàâiòü ñüîãîäíi, êîëè â ìàòåìàòèöi
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iñíó¹ íàäçâè÷àéíî áàãàòî àáñòðàêòíèõ íàïðÿìêiâ, âîíè âñå ùå ïîõîäÿòü âiä ðåàëüíèõ
ÿâèù i ïðîöåñiâ. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ � öå ïîòóæíèé iíñòðóìåíò äëÿ âèâ÷åííÿ
ñêëàäíèõ ñèñòåì i ÿâèù, ÿêi âàæêî àáî íåìîæëèâî äîñëiäèòè åêñïåðèìåíòàëüíèì
øëÿõîì.

2.1. Ðîëü ïðèïóùåíü â ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi åïi-

äåìiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ

Îñíîâó ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ñêëàäà¹ íàáið ïðèïóùåíü � óìîâ, ÿêi ââà-
æàþòüñÿ iñòèííèìè, âêëþ÷àþ÷è ñïðîùåííÿ, ÿêi çàñòîñîâóþòüñÿ ùîäî ñåðåäîâèùà
÷è ñèñòåìè, ÿêà âèâ÷à¹òüñÿ.

Ó ñâiòi iñíó¹ áåçëi÷ ôàêòîðiâ, ÿêi ìîæóòü âïëèíóòè íà ðîçâèòîê ïåâíîãî ïðîöåñó,
i, î÷åâèäíî, äàëåêî íå âñi ç íèõ ìîæíà îäíî÷àñíî âðàõóâàòè ïðè ìîäåëþâàííi, àäæå
iñíóþòü ðiçíîìàíiòíi îáìåæåííÿ: îá÷èñëþâàëüíi ðåñóðñè, ñêëàäíiñòü, êiëüêiñòü
äàíèõ. Âiäïîâiäíî, ôàêò, ùî íå âñi ïðèïóùåííÿ ñïðàâåäëèâi äëÿ ðåàëüíîãî ñâiòó,
ââàæà¹òüñÿ ïðèéíÿòíèì, àäæå öå ïîëåãøó¹ ïîáóäîâó ìîäåëi, ñïðîùó¹ ðîçóìiííÿ
òà àíàëiç [4]. Íàïðèêëàä, äëÿ äåÿêî¨ åïiäåìiîëîãi÷íî¨ áàçîâî¨ ìîäåëi ìîæå áóòè
çàçíà÷åíî, ùî iíäèâiäè íå ìîæóòü ïîâòîðíî iíôiêóâàòèñü, õî÷à ïîâòîðíi iíôiêóâàí-
íÿ ìîæóòü âèíèêíóòè äëÿ áàãàòüîõ ñïðàâæíiõ çàõâîðþâàíü, òàêèõ ÿê ãðèï. Áiëüø
òîãî, çàëåæíî âiä ìåòè äîñëiäæåííÿ ìîæíà ñïðîñòèòè ïîâåäiíêó âñi¹¨ ïîïóëÿöi¨,
ïðèïóñêàþ÷è, ùî âñi iíäèâiäè îäíàêîâi, òîáòî õâîðîáà äëÿ âñiõ ïðîòiêà¹ áåç óíiêàëü-
íèõ âèïàäêiâ, àáî ïåðåäà÷à iíôåêöi¨ ¹ ëiíiéíèì òà äåòåðìiíîâàíèì ïðîöåñîì. À öå
îçíà÷à¹, ùî òàêà ìîäåëü iãíîðó¹ òàêi âàæëèâi ÷èííèêè, ÿê çìiíè â õàðàêòåðèñòè-
êàõ ïàòîãåíiâ, ðiçíîìàíiòíó ñîöiàëüíó âçà¹ìîäiþ òîùî. Î÷åâèäíî, ùî ñïðîùåííÿ òà
ðåàëiñòè÷íiñòü âàðòî áàëàíñóâàòè, àäæå íàäìiðíèé ðiâåíü àáñòðàêöi¨ ìîæå âïëèíóòè
íà òî÷íiñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Îòæå, ïðèïóùåííÿ ðîáëÿòü ìîäåëi áiëüø êåðîâàíèìè, àëå âàæëèâî ðîçóìiòè, ùî
æîäíà ìîäåëü íå ìîæå ïîâíiñòþ âiäîáðàçèòè ðåàëüíèé ñâiò ó âñiõ éîãî ðiçíîìàíiòíèõ
àñïåêòàõ. Îäíàê, öå äîïîìàãà¹ çîñåðåäèòèñü íà îñíîâíèõ çàêîíîìiðíîñòÿõ òà
ïðîöåñàõ, à òàêîæ íà ìåòi äîñëiäæåííÿ.

2.2. Âèçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ �åïiäåìiîëîãiÿ�. Îñíîâè óòâî-

ðåííÿ òà ïîøèðåííÿ åïiäåìié

Ïîíÿòòÿ �åïiäåìiÿ� âèçíà÷à¹ çàõâîðþâàííÿ, ÿêå îäíî÷àñíî âðàæà¹ áàãàòüîõ ëþ-
äåé òà ïîøèðþ¹òüñÿ âiä ëþäèíè äî ëþäèíè â ìiñöåâîñòi, äå âîíî íå ¹ ïîñòiéíî
ïîøèðåíèì. Iíøèìè ñëîâàìè, çàõâîðþâàííÿ òèì÷àñîâî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ, òðèâà¹ ïåâíèé
÷àñ i ïîòiì çíèêà¹ çà ÿêèõîñü óìîâ, íàïðèêëàä, ÷åðåç íàáóòòÿ íàñåëåííÿì iìóíiòåòó.
Çðîçóìiëî, ùî åïiäåìiÿ ìîæå áóòè ëîêàëiçîâàíà â ìåæàõ îäíîãî ìiñòà àáî íàâiòü
êðà¨íè. ßêùî ìàñøòàáè çíà÷íî áiëüøi, íàïðèêëàä, âåñü êîíòèíåíò, òîäi öå ââàæà-
¹òüñÿ ïàíäåìi¹þ. Îòæå, ïàíäåìiÿ � öå ñâî¹ðiäíèé âèä åïiäåìi¨, ÿêà âèõîäèòü çà
ìåæà îêðåìèõ ðåãiîíiâ òà îõîïëþ¹ âåëèêó òåðèòîðiþ. Ùîá çðîçóìiòè, ÿê áîðîòèñü
ç öèìè ÿâèùàìè, íàóêîâöi çâåðòàþòüñÿ äî åïiäåìiîëîãi¨ � íàóêè, ÿêà âèâ÷à¹ åïiäåìi¨
òà ôàêòîðè, ÿêi âïëèâàþòü íà ¨õ ðîçïîâñþäæåííÿ, ðîçïîäië i êîíòðîëü iíôåêöiéíèõ
çàõâîðþâàíü.

Åïiäåìi¨ âèíèêàþòü â ðåçóëüòàòi âçà¹ìîäi¨ òðüîõ êëþ÷îâèõ êîìïîíåíòiâ: çáóäíè-
êà (ïàòîãåíà), ñïðèéíÿòëèâî¨ îñîáèíè òà íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà [3]. Äëÿ òîãî,
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ùîá çáóäíèê ïîøèðþâàâñÿ, âií ìà¹ ïåðåäàâàòèñü ñåðåä ïîïóëÿöi¨ ñïðèéíÿòëèâèõ
îñiá. Òàêîæ íåîáõiäíå i ñåðåäîâèùå, ÿêå ñïðèÿ¹ ïåðåäà÷i çáóäíèêà âiä îäíi¹¨ îñîáè
äî iíøî¨.

Âåëèêà êiëüêiñòü ïàòîãåíiâ ïîñòiéíî ïðèñóòíÿ â ïîïóëÿöiÿõ íà ïåðåâàæíî ñòà-
áiëüíîìó êîíòðîëüîâàíîìó ðiâíi. Âiäïîâiäíî, êîæåí òàêèé ïîñòiéíèé çáóäíèê ìà¹
î÷iêóâàíó êiëüêiñòü âèïàäêiâ çàõâîðþâàííÿ, ÿêó âií ñïðè÷èíÿ¹ â ïåâíié ïîïóëÿöi¨ çà
âèçíà÷åíèé ïåðiîä ÷àñó. Iíîäi öÿ êiëüêiñòü ïåðåâèùó¹ äîïóñòèìèé ðiâåíü, ùî ìîæå
ñèãíàëiçóâàòè ïðî ðàïòîâå çðîñòàííÿ çàõâîðþâàíîñòi àáî åïiäåìi¨.

Óñi öi ïðîöåñè � âiä iíôiêóâàííÿ äî ïîøèðåííÿ òà íàâiòü îäóæàííÿ � ìîæóòü
áóòè çìîäåëüîâàíi ç âèêîðèñòàííÿì ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, iìîâiðíiñòíèõ
ïiäõîäiâ, àãåíòíîãî ìîäåëþâàííÿ òîùî.

2.3. Êëàñèôiêàöiÿ åïiäåìiîëîãi÷íèõ ìîäåëåé

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ìîæíà ïîäiëèòè â êîðåíi íà äâà êëàñè: äåòåðìiíîâàíi òà
ñòîõàñòè÷íi. Äåòåðìiíîâàíi ìîäåëi õàðàêòåðèçóþòüñÿ âiäñóòíiñòþ âèïàäêîâîñòi, äå
ðåçóëüòàò îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè òà ïàðàìåòðàìè. Íàòî-
ìiñòü ñòîõàñòè÷íi ìîäåëi âðàõîâóþòü âàðiàòèâíiñòü òà âèïàäêîâiñòü ó ïðîöåñàõ [4].

Äåòåðìiíîâàíi ìîäåëi êëàñèôiêóþòüñÿ çà ÷àñîâîþ äèñêðåòèçàöi¹þ. Ìîäåëi ç
äèñêðåòíèì ÷àñîì îïèñóþòü åïiäåìiîëîãi÷íi ïðîöåñè ÿê ïîñëiäîâíiñòü êðîêiâ, äå
ñòàíè ñèñòåìè îíîâëþþòüñÿ ÷åðåç ïåâíi ÷àñîâi iíòåðâàëè. Âîíè ìîæóòü áóòè
äâîâèìiðíèìè àáî áàãàòîâèìiðíèìè. Ìîäåëi, ùî îïèñóþòü åïiäåìi÷íèé ïðîöåñ ÿê
íåïåðåðâíó çìiíó ñòàíó ñèñòåìè, ¹ ìîäåëÿìè ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì, ÿêi íàé÷àñòiøå
ïðåäñòàâëåíi äâîâèìiðíèìè ìîäåëÿìè [4].

Îñíîâîþ öi¹¨ ðîáîòè áóëî îáðàíî áàãàòîêîìïîíåíòíi äåòåðìiíîâàíi ìîäåëi. SIR-
ìîäåëü ¹ êëàñè÷íîþ äåòåðìiíîâàíîþ ìîäåëëþ åïiäåìi÷íèõ ïðîöåñiâ. Iñíó¹ áàãàòî
ðiçíèõ ðîçãàëóæåíü òàêèõ ìîäåëåé, ÿê-îò ìîäåëü SEIR òà iíøi ¨¨ ìîäèôiêàöi¨.
SIR-ìîäåëi ïðåäñòàâëÿþòü ïðîçîðó ìàòåìàòè÷íó ñòðóêòóðó, ùî çàáåçïå÷ó¹ ÷iòêó
iíòåðïðåòàöiþ ðåçóëüòàòiâ òà åôåêòèâíå âèçíà÷åííÿ êëþ÷îâèõ åïiäåìiîëîãi÷íèõ
ïàðàìåòðiâ. Áiëüø òîãî, ìîäåëü äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿíóòè äåÿêó áiîëîãi÷íó ïðèðîäó
äîñëiäæóâàíèõ çàõâîðþâàíü. Íàïðèêëàä, ¹ ìîæëèâiñòü âðàõóâàòè ïîñòiéíèé iìó-
íiòåò ïiñëÿ îäóæàííÿ, iíêóáàöiéíèé ïåðiîä òîùî. Ùî ñòîñó¹òüñÿ îáìåæåíü, ÿêi
ìiñòèòü öåé âèä ìîäåëåé, òî íà ïåðøèé ïîãëÿä ¨õ íàÿâíiñòü çäà¹òüñÿ íåäîëiêîì,
îäíàê âîíè äîçâîëÿþòü êðàùå çðîçóìiòè ïðèíöèïè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â
åïiäåìiîëîãi¨, çîêðåìà âïëèâ îáìåæåíü, ðîëü ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ñòðóêòóðè ñèñòåìè
òà ïàðàìåòðiâ ó ôîðìóâàííi äèíàìiêè.

2.4. Êîìïàðòìåíòíi ìîäåëi â åïiäåìiîëîãi¨. Çàêîí ìàñî-

âî¨ äi¨

Êëàñ äåòåðìiíîâàíèõ ìîäåëåé, ÿêi äîçâîëÿþòü îïèñóâàòè äèíàìiêó çàõâîðþâàíü
÷åðåç ïåâíi ìàòåìàòè÷íi çàêîíîìiðíîñòi, íàçèâà¹òüñÿ ïîëiãàìíèìè (âiäñiêîâèìè)
ìîäåëÿìè. Â ¨õ îñíîâi ëåæèòü ðîçïîäië âñüîãî íàñåëåííÿ íà îêðåìi ãðóïè (âiäñi-
êè), êîæåí ç ÿêèõ ïðåäñòàâëÿ¹ ïåâíèé åòàï ïåðåáiãó åïiäåìié.

Êîìïàðòìåíòíi ìîäåëi áàçóþòüñÿ íà ïðèïóùåííi, ùî äëÿ äèíàìiêè åïiäåìi¨ âè-
êîíó¹òüñÿ çàêîí ìàñîâî¨ äi¨. Éîãî ñóòü ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ó âèïàäêó ðiâíîìiðíîãî
çìiøóâàííÿ íàñåëåííÿ, øâèäêiñòü ïîøèðåííÿ iíôåêöi¨ C â ïîïóëÿöi¨ ïðÿìîïðîïîð-
öiéíà äîáóòêó êiëüêîñòi îñiá I, ÿêi ¹ çàðàçíèìè, i êiëüêîñòi îñiá S, ÿêi ñïðèéíÿòëèâi
äî iíôåêöi¨ [8]. Öå îçíà÷à¹, ùî ÷èì áiëüøå iíôiêîâàíèõ ó ïîïóëÿöi¨, òèì âèùèé
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ðèçèê çàðàæåííÿ äëÿ ñïðèéíÿòëèâèõ îñiá. Âiäïîâiäíî, ÷èì áiëüøå ñïðèéíÿòëèâèõ
îñiá, òèì øâèäøå âiðóñ ïîøèðþ¹òüñÿ.

C = βIS, (1)

äå β ¹ êîíñòàíòîþ.
Îäíàê íà ïðàêòèöi ðiâíîìiðíå çìiøóâàííÿ íå çàâæäè âiäïîâiäà¹ ðåàëüíîñòi.

Íàïðèêëàä, ïðè òàêèõ äèòÿ÷èõ iíôåêöiéíèõ çàõâîðþâàííÿõ, ÿê êið, ðèçèê çàðà-
æåííÿ â ñiì'¨ âèùèé, íiæ ó øêiëüíîìó êëàñi, à ó øêîëi âií, ñâî¹þ ÷åðãîþ, âèùèé,
íiæ ó ìåæàõ âñi¹¨ ãðîìàäè. Îòæå, ñïðèéíÿòëèâi òà iíôiêîâàíi îñîáè âçà¹ìîäiþòü
íåîäíîðiäíî. Ïîïðè öå, ïðàêòè÷íà êîðèñòü ïðèïóùåííÿ ïðî ðiâíîìiðíå çìiøóâàííÿ
ïiäòâåðäæó¹òüñÿ àïîñòåðiîðíèì ñïîñòåðåæåííÿì: ÿêùî ïðàâèëüíî âèáðàòè çíà÷åí-
íÿ êîåôiöi¹íòà β, òî îòðèìàíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äà¹ òåîðåòè÷íó êðèâó íîâèõ
âèïàäêiâ, ÿêà äîáðå óçãîäæó¹òüñÿ çi ñïîñòåðåæóâàíèìè äàíèìè. Òàêå çíà÷åííÿ β,
éìîâiðíî, ¹ ïåâíèì óñåðåäíåíèì çíà÷åííÿì, ÿêå âiäîáðàæà¹ ðiçíi ðiâíi êîíòàêòó ìiæ
iíôiêîâàíèìè òà ñïðèéíÿòëèâèìè ãðóïàìè â ïîïóëÿöi¨ [8].

Ïðè çàñòîñóâàííi ðiâíÿííÿ (1) àíàëiòè÷íi ðîçðàõóíêè çìiíþþòüñÿ çàëåæíî âiä
ñïåöiàëüíèõ ïðèïóùåíü, çðîáëåíèõ ùîäî êîíêðåòíîãî çàõâîðþâàííÿ. Íàïðèêëàä,
ÿêùî ðîçãëÿäàòè ìàëÿðiþ (õàðàêòåðèçó¹òüñÿ õðîíi÷íèì ïåðåáiãîì, ¹ iìîâiðíiñòü
ðåöèäèâiâ) òà ïðèïóñòèòè, ùî iíôiêîâàíi îñîáè çàëèøàþòüñÿ òàêèìè íåîáìåæåíî
äîâãî, à òàêîæ íåõòóâàòè ïðèïëèâîì i âiäòîêîì íàñåëåííÿ òà iíêóáàöiéíèì ïåðiîäîì
ÿê ó ëþäèíè, òàê i â êîìàðà, òî ðiâíÿííÿ çàïèñó¹òüñÿ ÿê:

C =
dI

dt
= βIS,

S = Sb − I,
(2)

äå Sb � êiëüêiñòü ñïðèéíÿòëèâèõ íà ïî÷àòêó. Îòæå, îòðèìàíî:

C =
dI

dt
= βI(Sb − I). (3)

Çàêîí ìàñîâî¨ äi¨ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ïðîãíîçóâàííi ïîøèðåííÿ õâîðîá i âèç-
íà÷åííi åôåêòèâíèõ çàõîäiâ êîíòðîëþ, à ñàìå âèçíà÷åííÿ ïîðîãó êîëåêòèâíîãî
iìóíiòåòó � ñêiëüêè ëþäåé ïåðåõâîðiëè àáî âàêöèíóâàëèñÿ, ùîá iíôåêöiÿ áiëüøå íå
ïîøèðþâàëàñÿ; îöiíêà åôåêòèâíîñòi êàðàíòèííèõ çàõîäiâ � çìåíøåííÿ êîíòàêòiâ
ìiæ ëþäüìè çíèæó¹ åôåêòèâíèé êîåôiöi¹íò ïåðåäà÷i, ùî óïîâiëüíþ¹ åïiäåìiþ;
ìîäåëþâàííÿ åôåêòó âàêöèíàöi¨ � ÿêùî ÷àñòêà ñïðèéíÿòëèâèõ ðiçêî çìåíøó¹òüñÿ
çà ðàõóíîê âàêöèíàöi¨, òî ðèçèê çàðàæåííÿ âñüîãî ñóñïiëüñòâà òåæ çíà÷íî ïàäà¹.

3. SIR-ìîäåëü òà ¨¨ ìîäèôiêàöi¨

Äëÿ áiëüø òî÷íîãî ìîäåëþâàííÿ åïiäåìi÷íèõ ïðîöåñiâ iñíóþòü âàðiàöi¨ êëàñè÷íî¨
SIR-ìîäåëi, ÿêi âðàõîâóþòü äîäàòêîâi àñïåêòè, òàêi ÿê íîâi êàòåãîði¨ ïîïóëÿöi¨
àáî çìiíè â ïàðàìåòðàõ ïåðåäà÷i iíôåêöi¨. Öi ìîäèôiêàöi¨ äîçâîëÿþòü äåòàëüíiøå
àíàëiçóâàòè ñïåöèôi÷íi õàðàêòåðèñòèêè ïîøèðåííÿ iíôåêöié, âðàõîâóþ÷è ðiçíi óìî-
âè åïiäåìié, ùî ìîæóòü çìiíþâàòèñÿ â ÷àñi àáî çàëåæàòè âiä iíøèõ ôàêòîðiâ.

3.1. SIR-ìîäåëü

SIR ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ, ÿêà îïèñó¹ ïîøèðåííÿ iíôåê-
öiéíèõ çàõâîðþâàíü ó çàêðèòié ïîïóëÿöi¨, âèêîðèñòîâóþ÷è ñèñòåìó äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü. Ïîïðè ñâîþ ñòðóêòóðíó ïðîñòîòó, ìîäåëü çäàòíà âiäòâîðèòè âàæëèâi
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õàðàêòåðèñòèêè ïåðåáiãó çàõâîðþâàííÿ òà ¹ îñíîâîþ äëÿ ñêëàäíiøèõ åïiäåìiîëîãi÷-
íèõ ìîäåëåé.

Ó êëàñè÷íî¨ SIR-ìîäåëi âèäiëÿþòü êiëüêà ãðóï ó ïîïóëÿöi¨, ÿêi ïîçíà÷àþòüñÿ
òàêèì ÷èíîì:

� Ñïðèéíÿòëèâi (àíãë. Susceptible, S) � ëþäè, ÿêi ùå íå êîíòàêòóâàëè ç âiðóñîì
i ìîæóòü çàðàçèòèñÿ.

� Iíôiêîâàíi (àíãë. Infected, I) � îñîáè, ÿêi âæå çàðàçèëèñÿ âiðóñîì i ïåðåäáóâà-
þòü ó ñòàíi õâîðîáè íà äàíèé ìîìåíò.

� Îäóæàëi àáî âèëó÷åíi (àíãë. Recovered àáî Removed, R) � òi, õòî âæå ïîäîëàâ
õâîðîáó i ñôîðìóâàâ iìóíiòåò.

Ñàìå öi òðè êàòåãîði¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñó SIR-ìîäåëåé. Ïåðåõiä ìiæ
öèìè ãðóïàìè âiäáóâà¹òüñÿ ïîñòóïîâî: ñïî÷àòêó ëþäèíà ¹ ñïðèéíÿòëèâîþ äî âiðóñó
(S), ïiñëÿ êîíòàêòó iç âiðóñîì âîíà ïåðåõîäèòü ó êàòåãîðiþ iíôiêîâàíèõ (I), à ïiñëÿ
îäóæàííÿ � ó êàòåãîðiþ òèõ, õòî âèëiêóâàâñÿ (R) [2]. Ó êëàñè÷íié SIR-ìîäåëi
çâîðîòíèé ïåðåõiä iç ãðóïè R äî S íå ïåðåäáà÷åíèé, õî÷à â ðîçøèðåíèõ âàðiàíòàõ
ìîäåëi ìîæëèâî âðàõóâàòè ïîñòóïîâó âòðàòó iìóíiòåòó [1].

Ðèñ. 1. Äiàãðàìà SIR-ìîäåëi

Äëÿ îïèñó äèíàìiêè ïîøèðåííÿ õâîðîáè, ââîäÿòüñÿ ïàðàìåòðè:

� β � êîåôiöi¹íò ïåðåäà÷i iíôåêöi¨, ïåðåõiä ñïðèéíÿòëèâîãî iíäèâiäà äî iíôiêî-
âàíèõ ïiñëÿ êîíòàêòó ç õâîðèì.

� γ � êîåôiöi¹íò îäóæàííÿ, ùî õàðàêòåðèçó¹ ïåðåõiä ç ãðóïè iíôiêîâàíèõ äî
îäóæàëèõ.

� N � çàãàëüíà ÷èñåëüíiñòü íàñåëåííÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñóìà âñiõ ãðóïîâíèõ
iíäèâiäiâ:

N = S + I +R.

Âåëè÷èíà N ¹ ñòàëîþ, îñêiëüêè ó öüîìó êëàñè÷íîìó âàðiàíòi íå âðàõîâó¹òüñÿ
íàðîäæóâàíiñòü ÷è ïðèðîäíà ñìåðòíiñòü, àäæå ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü áåç æèòò¹âî¨
äèíàìiêè. Ó õîäi ðîçâèòêó åïiäåìi¨ iíäèâiäè ïåðåõîäÿòü ìiæ ãðóïàìè.

Îïèøåìî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ÿêi ñêëàäàþòü ñèñòåìó SIR-ìîäåëi:

dS

dt
= −β

SI

N
,

ÿêå âiäîáðàæà¹, ÿê çìåíøó¹òüñÿ êiëüêiñòü ñïðèéíÿòëèâèõ iíäèâiäiâ ÷åðåç çàðàæåííÿ
iíôåêöi¹þ;

dI

dt
= β

SI

N
− γI,
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ùî ïðåäñòàâëÿ¹ çìiíó êiëüêîñòi iíôiêîâàíèõ, òîáòî ïåâíà ÷àñòèíà çàðàæà¹òüñÿ (β S
N ),

à iíøà îäóæó¹ (γI);
dR

dt
= γI,

ÿêå îïèñó¹ çðîñòàííÿ êiëüêîñòi îäóæàëèõ âíàñëiäîê ëiêóâàííÿ, ïðèðîäíîãî ïåðåáiãó
õâîðîáè ÷è iíøèõ ôàêòîðiâ.

Ñóìà âñiõ òðüîõ ðiâíÿíü ðiâíà íóëþ, ùî äåìîíñòðó¹ çáåðåæåííÿ çàãàëüíî¨ ÷èñå-
ëüíîñòi íàñåëåííÿ. ßêùî îá'¹äíàòè öi ðiâíÿííÿ ó ñèñòåìó, òî çðîçóìiëî, ùî âîíà ¹
íåëiíiéíîþ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìàþòü çâ'ÿçîê ìiæ ñîáîþ, i äëÿ
ñèñòåìè íå iñíó¹ àíàëiòè÷íîãî (çàìêíåíîãî) ðîçâ'ÿçêó. Íåëiíiéíiñòü ïðîÿâëÿ¹òüñÿ
÷åðåç äîáóòîê S òà I, àäæå öå çàëåæíi íåâiäîìi çìiííi. Ñèñòåìà ¹ âçà¹ìîïîâ'ÿçíîþ,
îñêiëüêè êîæíå ðiâíÿííÿ ìiñòèòü çìiííi ç iíøèõ ðiâíÿíü. Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ
íåìîæëèâî ðîçâ'ÿçàòè îêðåìî � ùîá çíàòè S ïîòðiáíî çíàòè I.

3.2. SEIR-ìîäåëü

SEIR-ìîäåëü áàçó¹òüñÿ íà ïî÷àòêîâié ñõåìi SIR, àëå ùå äîäà¹òüñÿ íîâà êàòåãîðiÿ
E (àíãë. Exposed, òîáòî �ïiääàíi âïëèâó�). Iíäèâiä ââàæà¹òüñÿ ïiääàíèì âïëèâó,
ÿêùî âiäáóâñÿ êîíòàêò iç çàðàæåíèì, àëå ñèìïòîìè ùå íå ç'ÿâèëèñü. Iíäèâiä
ïåðåõîäèòü ó êàòåãîðiþ iíôiêîâàíèõ ïiñëÿ iíêóáàöiéíîãî ïåðiîäó.

Öþ ìîäåëü ðîçãëÿäàëè ç ìåòîþ íàáëèæåííÿ äî ðåàëüíèõ óìîâ ïåðåáiãó õâîðîáè:
äëÿ áiëüøîñòi iíôåêöiéíèõ çàõâîðþâàíü iñíó¹ ëàòåíòíèé ïåðiîä ìiæ çàðàæåííÿì
i ôàêòè÷íèì ïåðåáóâàííÿì ó ñòàíi õâîðîáè: ãðóïà, ùî ïiääà¹òüñÿ âïëèâó (E).
Ñèñòåìà ðiâíÿíü ìîäåëi SEIR âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì [2]:

dS

dt
= −β

SI

N
,

dE

dt
= β

SI

N
− σE,

dI

dt
= σE − γI,

dR

dt
= γI,

äå σ � êîåôiöi¹íò ïåðåõîäó âiä E äî I, ùî çàëåæèòü âiä ñåðåäíüîãî iíêóáàöiéíîãî
ïåðiîäó.

3.3. Ìîäåëi SEIQR, SEIHR, SEIRV

Ó ìîäèôiêàöiÿõ SIR îêðiì òàêèõ ôàêòîðiâ, ÿê ëàòåíòíèé ïåðiîä, ïîâòîðíå
çàðàæåííÿ, ùå òàêîæ ðîçãëÿäàþòü iíøi, ÿê îò êàðàíòèí, âiêîâi ãðóïè, ïðîñòîðîâèé
ðîçïîäië, âàêöèíàöiÿ, ãîñïiòàëiçàöiÿ òîùî. Ðîçãëÿíåìî ùå äåÿêi ìîäåëi:

� SEIQR � ìîäåëü, ÿêà âðàõîâó¹ êàðàíòèí. Òóò äîäàíî êëàñ Q (àíãë. Quaran-
tined, òîáòî �içîëüîâàíi�), ùî äîçâîëÿ¹ îïèñàòè ñèòóàöiþ, êîëè iíôiêîâàíi îñîáè
øâèäêî âèÿâëÿþòüñÿ òà içîëþþòüñÿ, ùî çìåíøó¹ ïîøèðåííÿ çàõâîðþâàííÿ.
Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, äå δ � êîåôiöi¹íò ïåðåõîäó â içîëÿöiþ, à µq

� êîåôiöi¹íò âèõîäó ç êàðàíòèíó, âèãëÿäà¹ òàê [9]:
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

dS

dt
= −β

SI

N
,

dE

dt
= β

SI

N
− σE,

dI

dt
= σE − (γ + δ)I,

dH

dt
= δI − µqQ,

dR

dt
= γI + µqQ;

� SEIRV � ìîäåëü äëÿ âðàõóâàííÿ âàêöèíàöi¨. Òóò V âiä àíãë. Vaccinated,
òîáòî �âàêöèíîâàíi�. Ëþäè ç öi¹¨ ãðóïè ìàþòü àáî ïîâíèé iìóíiòåò, àáî
çíà÷íî íèæ÷èé ðèçèê çàðàæåííÿ. Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, äå v
� êîåôiöi¹íò âàêöèíàöi¨, âèãëÿäà¹ òàê [5]:

dS

dt
= −β

SI

N
− vS,

dE

dt
= β

SI

N
− σE,

dI

dt
= σE − γI,

dR

dt
= γI,

dV

dt
= vS,

� SEIHR � ìîäåëü, ó ÿêié ââîäèòüñÿ êëàñ H (àíãë. Hospitalized, òîáòî �ãîñ-
ïiòàëiçîâàíi�). Öå äîçâîëÿ¹ îöiíèòè íàâàíòàæåííÿ íà ìåäè÷íó ñèñòåìó òà
ïåðåäáà÷àòè, êîëè ëiêàðíi ìîæóòü áóòè ïåðåïîâíåíi. Ñèñòåìà ðiâíÿíü, äå h
� êîåôiöi¹íò ãîñïiòàëiçàöi¨, µh � êîåôiöi¹íò îäóæàííÿ ç ëiêàðíi [6]:

dS

dt
= −β

SI

N
,

dE

dt
= β

SI

N
− σE,

dI

dt
= σE − (γ + h)I,

dH

dt
= hI − µhH,

dR

dt
= γI + µhH;

Óçàãàëüíþþ÷è âàðiàöi¨ ïåðåðàõîâàíèõ âèùå ìîäåëåé, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî
ìîäèôiêàöi¨ SIR ¹ ãíó÷êèìè òà ìîæóòü àäàïòóâàòèñü äî ðåàëüíèõ óìîâ ïîøèðåííÿ
iíôåêöi¨. Âàæëèâî ðîçóìiòè, ùî ðiçíi ôàêòîðè ìîæóòü áóòè ïî¹äíàíi â îäíié ìîäåëi
äëÿ áiëüø òî÷íîãî îïèñó åïiäåìiîëîãi÷íîãî ïðîöåñó. Íàïðèêëàä, ìîæíà âðàõóâàòè
îäíî÷àñíî i êàðàíòèííi çàõîäè, i âàêöèíàöiþ, i âòðàòó iìóíiòåòó, ñòâîðèâøè ìîäåëü,
ÿêà áiëüø ðåàëiñòè÷íî âiäîáðàæàòèìå ïîøèðåííÿ iíôåêöi¨ â ñóñïiëüñòâi, àëå âîäíî-
÷àñ óñêëàäíèòü ìàòåìàòè÷íi ìàíiïóëÿöi¨. Î÷åâèäíî, ùî ñàìå êîìáiíóâàííÿ òà
óñêëàäíåííÿ ìîäåëåé íàáëèæà¹ íàóêîâöiâ äî êðàùèõ ïðîãíîçiâ.
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3.4. Åïiäåìiîëîãi÷íi ïîêàçíèêè

Ó êîíòåêñòi åïiäåìiîëîãi÷íèõ ìîäåëåé, çîêðåìà i SIR, îäíi¹þ ç âàæëèâèõ õàðàê-
òåðèñòèê åïiäåìi¨ ¹ áàçîâå ðåïðîäóêòèâíå ÷èñëî R0, ùî âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü îñiá, ÿêó â
ñåðåäíüîìó çàðàæà¹ îäèí õâîðèé iíäèâiä [7]. ×èñëî ïðåäñòàâëÿ¹ ïî÷àòêîâó çäàòíiñòü
âiðóñó ïîøèðþâàòèñÿ ó ïîâíiñòþ ñïðèéíÿòëèâié ïîïóëÿöi¨. Ïîêàçíèê îá÷èñëþ¹òüñÿ
ÿê âiäíîøåííÿ êîåôiöi¹íòà ïåðåäà÷i iíôåêöi¨ äî êîåôiöi¹íòó îäóæàííÿ:

R0 =
β

γ
.

Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî R0 > 1, òî êiëüêiñòü iíôiêîâàíèõ çðîñòà¹, îòæå åïiäåìiÿ
ðîçâèâà¹òüñÿ, ÿêùî R0 < 1 � çàõâîðþâàííÿ ïîñòóïîâî çãàñà¹ [7].

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî äëÿ êîæíî¨ ìîäåëi ôîðìóëà áàçîâîãî ðåïðîäóêòèâíîãî
÷èñëà ìîæå ìàòè ðiçíèé âèãëÿä, çàëåæíî âiä ñòðóêòóðè ìîäåëi � çîêðåìà, ÿêi êëàñè
âêëþ÷åíi, ÿêi ïåðåõîäè ìiæ íèìè ìîæëèâi, ÿêi ïàðàìåòðè öi ïåðåõîäè âèçíà÷àþòü.
Íàâåäåìî îíîâëåíi ôîðìóëè R0 äëÿ SEIQR, SEIHR:

R0 =
β

γ + δ
, R0 =

β

γ + h
,

äå β � êîåôiöi¹íò ïåðåäà÷i iíôåêöi¨, γ � êîåôiöi¹íò îäóæàííÿ, δ � êîåôiöi¹íò
içîëÿöi¨ iíôiêîâàíèõ (ïåðåõiä âiä ãðóïè iíôiêîâàíèõ I äî ãðóïè içîëüîâàíèõ Q),
h � êîåôiöi¹íò ãîñïiòàëiçàöi¨ (ïåðåõiä âiä I äî H). Ùîäî SEIRV, òî âàêöèíàöiÿ
çìåíøó¹ êiëüêiñòü ñïðèéíÿòëèâèõ îñiá, à áàçîâå ðåïðîäóêòèâíå ÷èñëî íå çìiíþ¹òüñÿ,
àäæå âîíî îïèñó¹ ñèòóàöiþ íà ïî÷àòêó, êîëè âñi ùå ñïðèéíÿòëèâi, iíøèìè ñëîâàìè,
òåîðåòè÷íó çàðàçíiñòü iíôåêöi¨ áåç âòðó÷àíü íà ñïðèéíÿòëèâèõ.

Êîëåêòèâíèé iìóíiòåò � ùå îäèí êëþ÷îâèé ïîêàçíèê. Âií âèíèêà¹, êîëè çíà÷íà
÷àñòèíà ïîïóëÿöi¨ âàêöèíîâàíà àáî ìà¹ iìóíiòåò çàâäÿêè ÿêiéñü iíøié ïðè÷èíi, ùî
ïðèçâîäèòü äî çàõèñòó ñïðèéíÿòëèâèõ îñiá. ×èì áiëüøå ëþäåé ó ïîïóëÿöi¨ ìàþòü
iìóíiòåò, òèì ìåíøà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñïðèéíÿòëèâà îñîáà êîíòàêòóâàòèìå ç
iíôåêöi¹þ. Õâîðîáè âàæ÷å ïîøèðþþòüñÿ ìiæ îñîáàìè, ÿêùî âåëèêà êiëüêiñòü îñiá
âæå ìà¹ iìóíiòåò, îñêiëüêè ëàíöþã iíôåêöi¨ ðîçðèâà¹òüñÿ.

Ïîðiã êîëåêòèâíîãî iìóíiòåòó (àíãë. Herd immunity threshold) � öå ÷àñòêà
ïîïóëÿöi¨, ÿêà ïîâèííà ìàòè iìóíiòåò, ùîá iíôåêöiéíå çàõâîðþâàííÿ ñòàáiëiçóâàëîñü
ó ïîïóëÿöi¨.

HIT =
R0 − 1

R0
.

ßêùî ïîðiã êîëåêòèâíîãî iìóíiòåòó äîñÿãíóòî øëÿõîì iìóíiçàöi¨, òî êîæåí âèïàäîê
ïðèçâîäèòü äî îäíîãî íîâîãî âèïàäêó, i iíôåêöiÿ ç ÷àñîì ñòàíå ñòàáiëüíîþ. ßêùî
ïîðiã ïåðåâèùåíî, òî êiëüêiñòü âèïàäêiâ iíôåêöi¨ çìåíøó¹òüñÿ. Çi çáiëüøåííÿì
áàçîâîãî ðåïðîäóêòèâíîãî ÷èñëà çáiëüøó¹òüñÿ ïîðiã. Öå âàæëèâèé ïîêàçíèê, ÿêèé
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ðàìêàõ êîíòðîëþ iíôåêöiéíèõ çàõâîðþâàíü òà iìóíiçàöi¨.

4. Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ äîñëiäæåíü òà ¨õ àíàëiç

×èñëîâi äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé ïîøèðåííÿ iíôåêöiéíèõ çàõâîðþâàíü áàçóþòüñÿ
íà ñèñòåìàõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi îïèñóþòü äèíàìiêó çìií
ó ïîïóëÿöi¨, çîêðåìà ïåðåõiä îñiá ìiæ ðiçíèìè åïiäåìiîëîãi÷íèìè ñòàíàìè. Öå
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äîçâîëÿ¹ âiäòâîðèòè ïðîöåñ ïîøèðåííÿ iíôåêöi¨ òà îòðèìàòè ïðîãíîçè ùîäî îñíîâ-
íèõ åïiäåìiîëîãi÷íèõ ïîêàçíèêiâ, òàêèõ ÿê ÷àñ äîñÿãíåííÿ ïiêó çàõâîðþâàíîñòi, ìàê-
ñèìàëüíå íàâàíòàæåííÿ íà ñèñòåìó îõîðîíè çäîðîâ'ÿ òà âïëèâ ðiçíèõ ôàêòîðiâ íà
äèíàìiêó åïiäåìi¨.

Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåì âèêîðèñòàíî ôóíêöiþ odeint Python-áiáëiî-
òåêè SciPy, ÿêà çàñòîñîâó¹ àäàïòèâíi ìåòîäè iíòåãðóâàííÿ, çîêðåìà ìåòîä LSODA.
Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåì çäiéñíþ¹òüñÿ íà äèñêðåòíié ñiòöi ÷àñó {t0, t1, . . . , tn}, à ðåçóëüòàòîì
¹ ìàñèâ âåêòîðiâ ñòàíó ñèñòåì ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó (áàçîâà îäèíèöÿ âèìiðó ÷àñó
� äåíü).

Êîæíà ç ìîäèôiêàöié ìîäåëåé ïàðàìåòðèçó¹òüñÿ íà îñíîâi âõiäíèõ çíà÷åíü,
ÿêi âèçíà÷àþòü ïî÷àòêîâi óìîâè, êîåôiöi¹íòè ïåðåäà÷i, òðèâàëîñòi iíêóáàöiéíèõ òà
iíôåêöiéíèõ ïåðiîäiâ, ðiâåíü îõîïëåííÿ âàêöèíàöi¹þ òîùî. Âiäïîâiäíî, ó êîæíié
ç ìîäåëåé çìiíþ¹òüñÿ ñòðóêòóðà ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíÿíü, íàáið çìiííèõ ñòàíó òà
ïàðàìåòðiâ. Ïðè öüîìó îá÷èñëþâàëüíà ïðîöåäóðà çàëèøà¹òüñÿ óíiôiêîâàíîþ: ôîð-
ìó¹òüñÿ âåêòîð ïî÷àòêîâèõ óìîâ, âèçíà÷à¹òüñÿ âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ ìîäåëi òà ¨¨
ïàðàìåòðè, i çäiéñíþ¹òüñÿ iíòåãðóâàííÿ íà çàäàíîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó.

Ïðîãðàìíà ðåàëiçàöiÿ äîçâîëÿ¹ íå ëèøå ÷èñåëüíî ðîçâ'ÿçóâàòè ìîäåëi, à é
ïðîâîäèòè ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç çà ñòàòèñòè÷íèìè ìåòðèêàìè, çîêðåìà: âèçíà÷åííÿ
ïiêîâîãî íàâàíòàæåííÿ (ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ I(t)), âèçíà÷åííÿ äíÿ äîñÿãíåííÿ
ïiêîâîãî íàâàíòàæåííÿ, êiíöåâà êiëüêiñòü îäóæàëèõ òà ñïðèéíÿòëèâèõ îñiá, áàçîâå
ðåïðîäóêòèâíå ÷èñëî R0, ïîðiã êîëåêòèâíîãî iìóíiòåòó.

Òàáëèöÿ 1

Âõiäíi ïàðàìåòðè ñèìóëÿöié

Ìîäåëü SEIR SEIQR SEIHR
Êiëüêiñòü äíiâ 100 100 100
Êîåôiöi¹íò çàðàæåííÿ (β) 0.5 0.5 0.5
Êîåôiöi¹íò îäóæàííÿ (γ) 0.1 0.1 0.1
Êiëüêiñòü ïî÷àòêîâî ñïðèéíÿòëèâèõ (S) 995 995 995
Êiëüêiñòü ïî÷àòêîâî iíôiêîâàíèõ (E/I) 5 5 5
Êîåôiöi¹íò iíêóáàöi¨ (σ) 0.2 0.2 0.2
Êîåôiöi¹íò êàðàíòèíó (q) � 0.1 �
Êîåôiöi¹íò ãîñïiòàëiçàöi¨ (h) � � 0.15
Êîåôiöi¹íò îäóæàííÿ ç êàðàíòèíó/ëiêàðíi (µ) � 0.15 0.07

Äëÿ îöiíêè ïîâåäiíêè ðiçíèõ åïiäåìiîëîãi÷íèõ ìîäåëåé ïðîâåäåíî ÷èñåëüíi ñèìó-
ëÿöi¨ íà îñíîâi âàðiàíòiâ SEIR, SEIQR, SEIHR. Ìåòîþ àíàëiçó áóëî ïîðiâíÿííÿ
äèíàìiêè ïîøèðåííÿ çàõâîðþâàííÿ ïðè ðiçíèõ óìîâàõ, à òàêîæ âèçíà÷åííÿ âïëèâó
iíòåðâåíöiéíèõ çàõîäiâ íà îñíîâi õàðàêòåðèñòèêè åïiäåìi÷íîãî ïðîöåñó.

Âõiäíi äàíi, âèêîðèñòàíi ó ñèìóëÿöiÿõ íàâåäåíî ó òàáë. 1. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü
ïðåäñòàâëåíi ó òàáë. 2 òà íà ðèñ. 2�4.

ßê âèäíî ç òàáë. 1, âêëþ÷åííÿ iíòåðâåíöiéíèõ ìåõàíiçìiâ äî ìîäåëi ìà¹ ñóòò¹âèé
âïëèâ íà çìåíøåííÿ ïiêîâî¨ êiëüêîñòi iíôiêîâàíèõ iíäèâiäiâ, à òàêîæ çñóâ ïiêó â
÷àñi. Ìîäåëü SEIHR ç çàäàíèìè ïàðàìåòðàìè äåìîíñòðó¹ çãëàäæåíó äèíàìiêó:
âîíà çàáåçïå÷ó¹ çìåíøåííÿ àìïëiòóäè ïiêó iíôiêîâàíèõ íà ïîíàä 75% ïîðiâíÿíî ç
áàçîâîþ SEIR-ìîäåëëþ, à òàêîæ çàòðèìêó ìîìåíòó äîñÿãàííÿ ïiêó íà 15 äíiâ. Òàêi
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Òàáëèöÿ 2

Ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ äèíàìiêè åïiäåìi¨ äëÿ ìîäåëåé SEIR, SEIQR òà SEIHR

Ìîäåëü SEIR SEIQR SEIHR
Ïiê iíôiêîâàíèõ 305 116 69
Äåíü ïiêó iíôiêîâàíèõ 41 50 56
Êiíöåâà êiëüêiñòü ñïðèéíÿòëèâèõ (S) 7 109 211
Êiíöåâà êiëüêiñòü îäóæàëèõ (R) 989 880 726
Áàçîâå ðåïðîäóêòèâíå ÷èñëî (R0) 5 2.5 2
Ïîðiã êîëåêòèâíîãî iìóíiòåòó (HIT) 0.8 0.6 0.5

Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòè ñèìóëÿöi¨ SEIR-ìîäåëi

Ðèñ. 3. Ðåçóëüòàòè ñèìóëÿöi¨ SEIQR-ìîäåëi

ðåçóëüòàòè ïiäòâåðäæóþòü åôåêòèâíiñòü ãîñïiòàëiçàöi¨ çàçíà÷åíîãî ðiâíÿ ÿê ñïîñîáó
çìåíøåííÿ íàâàíòàæåííÿ íà ñèñòåìó îõîðîíè çäîðîâ'ÿ ÷åðåç ïðèíöèï ðîçòÿãóâàííÿ
õâèëi åïiäåìi¨ â ÷àñi, óíèêàþ÷è çíà÷íèõ ñïàëàõiâ çàõâîðþâàíü.

Âåëè÷èíè áàçîâîãî ðåïðîäóêòèâíîãî ÷èñëà R0 âêàçóþòü íà ïîçèòèâíó äèíàìiêó
ââåäåííÿ âòðó÷àíü. Ïðè äîäàâàííi êàðàíòèíó çíà÷åííÿ R0 çíèæó¹òüñÿ âäâi÷i,
ùî âiäïîâiäíî çíèæó¹ çíà÷åííÿ ïîðîãó êîëåêòèâíîãî iìóíiòåòó, íåîáõiäíîãî äëÿ
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Ðèñ. 4. Ðåçóëüòàòè ñèìóëÿöi¨ SEIHR-ìîäåëi

ïðèïèíåííÿ åïiäåìi¨.

5. Âèñíîâêè

Ó õîäi äîñëiäæåííÿ ðîçðîáëåíî ïðîãðàìíó ñèñòåìó ñèìóëÿöi¨ íà îñíîâi ìîäèôi-
êàöié SIR-ìîäåëåé, ÿêà äîçâîëèëà êiëüêiñíî îöiíèòè åôåêò ðiçíèõ çàõîäiâ êîíòðîëþ
íà äèíàìiêó åïiäåìiîëîãi÷íîãî ïðîöåñó ó ïîïóëÿöi¨. Ïðîâåäåíi ÷èñëîâi åêñïåðèìåíòè
ïðîäåìîíñòðóâàëè âïëèâ ââåäåííÿ êàðàíòèííèõ óìîâ òà ãîñïiòàëiçàöi¨ çàäàíî¨ iíòåí-
ñèâíîñòi íà çìåíøåííÿ çàãàëüíîãî ÷èñëà iíôiêîâàíèõ, çíèæåííÿ ïiêó íàâàíòàæåííÿ
íà ñèñòåìó îõîðîíè çäîðîâ'ÿ òà ïîêðàùåííÿ êëþ÷îâèõ åïiäåìiîëîãi÷íèõ ïîêàçíèêiâ.
Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïiäòâåðäæóþòü, ùî SIR-ìîäåëi ¹ åôåêòèâíèì iíñòðóìåíòîì
äëÿ ïëàíóâàííÿ îïòèìiçàöi¨ çàõîäiâ ïðîòèäi¨ iíôåêöiíèì çàõâîðþâàííÿì.
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Modern challenges associated with globalization, high population mobility, and the

constant threat of emerging pathogens require advanced tools for predicting and managing

the spread of infectious diseases. Mathematical modeling has proven to be one of the most

e�ective approaches, as it allows researchers to describe epidemiological processes, evaluate

the potential impact of preventive and intervention strategies, and support evidence-based

decision-making in public health. This paper focuses on the classical SIR model as a funda-

mental framework and explores several of its widely used modi�cations, which incorporate

important real-world factors such as vaccination, quarantine, hospitalization, and latency

periods. In addition to the mathematical formulation of the model, a computation sim-

ulation solution has been implemented. The simulation enables a detailed point-by-point

analysis of epidemic dynamics under varying parameter values and intervention strate-

gies. Numerical experiments demonstrate how di�erent measures signi�cantly alter the

epidemic curve, reducing the infection peak and delaying its occurrence, thereby decreas-

ing the burden on healthcare systems. The study highlights the �exibility and applicability

of compartmental models for analyzing disease dynamics and emphasizes their role in guid-

ing e�ective epidemic response, forecasting outbreak scenarios, and informing vaccination

or quarantine policies. The results con�rm that mathematical models are a valuable tool

for both theoretical understanding and practical planning in epidemiology.
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