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Ïðîâåäåíî àíàëiç åôåêòèâíîñòi ìåòîäiâ òðåòüîãî òà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêiâ çáiæíîñòi

äëÿ ïîøóêó êðàòíèõ êîðåíiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Ïîäàíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ

åêñïåðèìåíòiâ, ÿêi îõîïëþþòü ïîðiâíÿííÿ êiëüêîñòi iòåðàöié, ÷àñó âèêîíàííÿ òà âè-

êîðèñòàííÿ ïàì'ÿòi. Íà ïiäñòàâi îòðèìàíèõ äàíèõ âèçíà÷åíî ïåðåâàãè òà íåäîëiêè

êîæíîãî ìåòîäó, à òàêîæ íàäàíî ïðàêòè÷íi ðåêîìåíäàöi¨ ùîäî ¨õ âèêîðèñòàííÿ.

Ïiäòâåðäæåíî, ùî ìåòîäè òðåòüîãî ïîðÿäêó ¹ åôåêòèâíèìè äëÿ çàäà÷ iç îáìåæåíèìè

îá÷èñëþâàëüíèìè ðåñóðñàìè, òîäi ÿê ìåòîäè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó çàáåçïå÷óþòü âèñîêó

òî÷íiñòü i øâèäêiñòü çáiæíîñòi, ùî ðîáèòü ¨õ ïðèäàòíèìè äëÿ çàäà÷ iç ïiäâèùåíèìè

âèìîãàìè äî òî÷íîñòi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: êðàòíi êîðåíi, íåëiíiéíi ôóíêöi¨, ÷èñåëüíi ìåòîäè, ìåòîäè âèñîêîãî

ïîðÿäêó çáiæíîñòi.

1. Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü çàäà÷i ïîøóêó êðàòíèõ êîðåíiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü çóìîâëåíà ¨õíiì
øèðîêèì çàñòîñóâàííÿì ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ íàóêè òà òåõíiêè. Òàêi ðiâíÿííÿ âèíèêà-
þòü, çîêðåìà, ó çàäà÷àõ ìîäåëþâàííÿ ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ, iíæåíåðíèõ ðîçðàõóíêàõ,
îáðîáöi ñèãíàëiâ, îïòèìiçàöi¨, à òàêîæ ó ÷èñëåííèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ ç âèñîêîþ
îá÷èñëþâàëüíîþ ñêëàäíiñòþ.

Ïåðøi ÷èñåëüíi ìåòîäè äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü, òàêi ÿê ìåòîä Íüþ-
òîíà (ìåòîä äðóãîãî ïîðÿäêó), çàêëàëè îñíîâó äëÿ ñó÷àñíèõ äîñëiäæåíü. Ìåòîä
Íüþòîíà äåìîíñòðó¹ êâàäðàòè÷íó çáiæíiñòü, îäíàê éîãî åôåêòèâíiñòü çíà÷íî çíè-
æó¹òüñÿ ó âèïàäêó êðàòíèõ êîðåíiâ, îñêiëüêè øâèäêiñòü çáiæíîñòi ïàäà¹ äî ëiíiéíî¨.
Öþ ïðîáëåìó áóëî ÷àñòêîâî âèðiøåíî â ïðàöÿõ, çîêðåìà øëÿõîì ìîäèôiêàöi¨ ìåòîäó
Íüþòîíà äëÿ âðàõóâàííÿ êðàòíîñòi êîðåíiâ. Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ìåòîäiâ ïðèâiâ
äî ïîÿâè àëãîðèòìiâ âèñîêîãî ïîðÿäêó çáiæíîñòi, ÿêi  ðóíòóþòüñÿ íà ðîçøèðåííi
áàçîâî¨ ñõåìè çà äîïîìîãîþ ïîõiäíèõ âèùèõ ïîðÿäêiâ àáî êîðåêöiéíèõ ñõåì.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàííÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

f(x) = 0, f : R → R, (1)

äå f(x) � íåëiíiéíà ôóíêöiÿ, íåïåðåðâíà òà äèôåðåíöiéîâàíà äîñòàòíþ êiëüêiñòü
ðàçiâ. Îñîáëèâèé iíòåðåñ ñòàíîâëÿòü âèïàäêè, êîëè ðiâíÿííÿ ìà¹ êðàòíèé êîðiíü
x∗, òîáòî êîðiíü iç êðàòíiñòþ m > 1, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ

f(x∗) = 0, f ′(x∗) = 0, . . . , f (m−1)(x∗) = 0, f (m)(x∗) ̸= 0.
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Ìåòîäè âèñîêîãî ïîðÿäêó çáiæíîñòi, çîêðåìà ìåòîäè òðåòüîãî òà ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêiâ, ñòàíîâëÿòü ïåðñïåêòèâíèé íàïðÿì äëÿ øâèäøîãî òà òî÷íiøîãî ðîçâ'ÿ-
çàííÿ ðiâíÿíü iç êðàòíèìè êîðåíÿìè. Òàêi ìåòîäè áàçóþòüñÿ íà âèêîðèñòàííi
äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ïîõiäíi ôóíêöi¨ i ñïåöiàëüíèõ êîðåêöiéíèõ ñõåì, ùî
äà¹ çìîãó äîñÿãòè âèùî¨ òî÷íîñòi çà ìåíøî¨ êiëüêîñòi iòåðàöié. Öå îñîáëèâî
âàæëèâî ó çàäà÷àõ, äå åôåêòèâíiñòü i ñòiéêiñòü àëãîðèòìó ìàþòü êðèòè÷íå çíà÷åííÿ,
íàïðèêëàä, ó çàäà÷àõ îïòèìiçàöi¨ àáî ÷èñåëüíîãî àíàëiçó äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � äåòàëüíèé àíàëiç åôåêòèâíîñòi ìåòîäiâ òðåòüîãî òà ÷åòâåðòî-
ãî ïîðÿäêiâ çáiæíîñòi äëÿ ïîøóêó êðàòíèõ êîðåíiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Ó ìåæàõ
äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíî ïîðiâíÿííÿ ðiçíèõ ïiäõîäiâ çà êëþ÷îâèìè êðèòåðiÿìè, òà-
êèìè ÿê êiëüêiñòü iòåðàöié, îá÷èñëþâàëüíà ñêëàäíiñòü i òî÷íiñòü îòðèìàíèõ ðåçó-
ëüòàòiâ. Öå äîïîìàãà¹ îöiíèòè ïåðåâàãè òà íåäîëiêè ìåòîäiâ i íàäàòè ïðàêòè÷íi
ðåêîìåíäàöi¨ ùîäî âèáîðó îïòèìàëüíîãî ïiäõîäó çàëåæíî âiä õàðàêòåðó çàäà÷i òà
íàÿâíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ.

2. Ìåòîäè 3-ãî ïîðÿäêó

Ìåòîäè 3-ãî ïîðÿäêó çáiæíîñòi ¹ ÷èñåëüíèìè iòåðàöiéíèìè àëãîðèòìàìè, ùî
çàáåçïå÷óþòü êóái÷íó çàëåæíiñòü òî÷íîñòi âiä êiëüêîñòi iòåðàöié. Âîíè áàçóþòüñÿ íà
òðèêðîêîâié ñõåìi êîðåêöié, ÿêà çíà÷íî ïðèñêîðþ¹ çáiæíiñòü ïîðiâíÿíî ç ìåòîäàìè
2-ãî ïîðÿäêó. Îñíîâíîþ ïåðåâàãîþ òàêèõ ìåòîäiâ ¹ ¨õíÿ çäàòíiñòü åôåêòèâíî
çíàõîäèòè êîðåíi íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàâiòü ó âèïàäêàõ, êîëè êëàñè÷íi ìåòîäè
äåìîíñòðóþòü íåñòàáiëüíiñòü àáî ïîâiëüíó çáiæíiñòü.

Çàãàëüíà ñòðóêòóðà ìåòîäiâ 3-ãî ïîðÿäêó ïåðåäáà÷à¹ ïîñëiäîâíå îá÷èñëåííÿ
ïðîìiæíèõ íàáëèæåíü iç âèêîðèñòàííÿì çíà÷åíü ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîõiäíèõ ó ðiçíèõ
òî÷êàõ. Öå äà¹ çìîãó çìåíøèòè êiëüêiñòü iòåðàöié äëÿ äîñÿãíåííÿ çàäàíî¨ òî÷íîñòi
òà ïiäâèùèòè ñòàáiëüíiñòü ðîçâ'ÿçàííÿ.

Äàëi áóäóòü ðîçãëÿíóòi îñíîâíi ìåòîäè 3-ãî ïîðÿäêó, âêëþ÷íî ç ¨õ ôîðìóëàìè òà
îñîáëèâîñòÿìè ðåàëiçàöi¨.

Íåõàé f(x) � öå íåëiíiéíà ôóíêöiÿ, f ′(x) � ¨¨ ïåðøà ïîõiäíà, à f ′′(x) � äðóãà
ïîõiäíà, m � êðàòíiñòü êîðåíÿ, xn � ïîòî÷íå íàáëèæåííÿ êîðåíÿ.

� Ìåòîä Äîíãà (a) (1982) [1]:yk = xk −
√
m f(xk)

f ′(xk)
,

xk+1 = yk −m
(
1− 1√

m

)1−m
f(yk)
f ′(xk)

.
(2)

� Ìåòîä Äîíãà (á) (1982) [1]:
yk = xk − f(xk)

f ′(xk)
,

xk+1 = yk +

f(xk)
f′(xk)

f(yx)

f(yk)−(1− 1
m )

m−1
f(xk)

.
(3)

� Ìåòîä Âiêòîði¨ òà Íåòà [2]:yk = xk − f(xk)
f ′(xk)

,

xk+1 = yk − f(yk)
f ′(xk)

· f(xk)+Af(yk)
f(xk)+Bf(yk)

,
(4)

äå A = µ2m − µm+1 i B = −µm(m−2)(m−1)+1
(m−1)2 , µ = m

m−1 .
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� Ìåòîä Äîíãà (1987) [3]:yk = xk − f(xk)
f ′(xk)

,

xk+1 = yk − f(xk)

( m
m−1 )

m+1
f ′(yk)+

m−m2−1

(m−1)2
f ′(xk)

.
(5)

� Ìåòîä Îñàäà [4]:

xk+1 = xk − 1

2
m(m+ 1)

f (xk)

f ′ (xk)
+

1

2
(m− 1)2

f ′ (xk)

f ′′ (xk)
. (6)

� Ìåòîä ×óíà òà iíøèõ [5]:

xn+1 =xn − m[(2θ − 1)m+ 3− 2θ]

2

f (xn)

f ′ (xn)

+
θ(m− 1)2

2

f ′ (xn)

f ′′ (xn)
− (1− θ)m2

2

f (xn)
2
f ′′ (xn)

f ′ (xn)
3 ,

(7)

äå θ = 1
2 ,−1, ó ðîçðàõóíêàõ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî çíà÷åííÿ θ = −1.

� Ìåòîä Õîìåé¹ðà [6]:yk = xk − m
m+1

f(xk)
f ′(xk)

,

xk+1 = xk −m2
(

m
m+1

)m−1
f(xk)
f ′(yk)

+m(m− 1) f(xk)
f ′(xk)

.
(8)

� Ìåòîä Õåéäàði òà iíøèõ [7]:yk = xk − θ f(xk)
f ′(xk)

,

xk+1 = xk −
m(µθ−θ+µ)

θ(µ−1)
f(xk)−mµ1−m

θ(µ−1)
f(yk)

f ′(xk)
,

(9)

äå µ = m−θ
m i θ = 2m

m+2 .
� Ìåòîä ×æîó òà iíøèõ [8]:yk = xk − f(xk)

f ′(xk)
,

xk+1 = xk +m(m− 2) f(xk)
f ′(xk)

−m(m− 1)
(

m
m−1

)m
f(yk)
f ′(xk)

.
(10)

� Ìåòîä Ôåððàðè [9]: yk = xk − f(xk)
f ′(xk)

,

xk+1 = xk − θf(xk)
θf(xk)−f(yk)

f(xk)
f ′(xk)

,
(11)

äå θ =
(−1+m

m

)−1+m
.
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3. Ìåòîäè 4-ãî ïîðÿäêó

Ìåòîäè 4-ãî ïîðÿäêó çáiæíîñòi ïðåäñòàâëÿþòü ïîäàëüøèé ðîçâèòîê iòåðàöiéíèõ
÷èñåëüíèõ àëãîðèòìiâ, ùî çàáåçïå÷óþòü âèùó òî÷íiñòü i øâèäêiñòü çáiæíîñòi ïî-
ðiâíÿíî ç ìåòîäàìè 3-ãî ïîðÿäêó. Âîíè áàçóþòüñÿ íà áàãàòîòî÷êîâèõ ñõåìàõ, ÿêi
çàëó÷àþòü iíôîðìàöiþ ïðî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîõiäíèõ ó êiëüêîõ òî÷êàõ. Öå äà¹
çìîãó åôåêòèâíî çìåíøèòè êiëüêiñòü iòåðàöié, íåîáõiäíèõ äëÿ äîñÿãíåííÿ çàäàíîãî
ðiâíÿ òî÷íîñòi, à òàêîæ çàáåçïå÷èòè ñòàáiëüíiñòü íàâiòü äëÿ çàäà÷ iç ïiäâèùåíîþ
ñêëàäíiñòþ.

Ãîëîâíîþ îñîáëèâiñòþ ìåòîäiâ 4-ãî ïîðÿäêó ¹ âèêîðèñòàííÿ äîäàòêîâèõ êîðåê-
öiéíèõ ÷ëåíiâ, ÿêi âðàõîâóþòü âïëèâ ïîõiäíèõ âèùèõ ïîðÿäêiâ. Öå äà¹ çìîãó íå
ëèøå äîñÿãòè âèñîêî¨ òî÷íîñòi ðîçâ'ÿçàííÿ, à é ïiäâèùèòè ñòiéêiñòü àëãîðèòìiâ
äî íåâåëèêèõ çìií ó ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ àáî âëàñòèâîñòÿõ ôóíêöi¨. Çàâäÿêè öèì
ïåðåâàãàì ìåòîäè 4-ãî ïîðÿäêó ¹ óíiâåðñàëüíèìè é àäàïòèâíèìè, ùî ðîáèòü ¨õ
ïðèäàòíèìè äëÿ øèðîêîãî ñïåêòðà çàäà÷ ó ÷èñåëüíîìó ìîäåëþâàííi, îïòèìiçàöi¨
òà ïðèêëàäíié ìàòåìàòèöi.

Äàëi ó öüîìó ðîçäiëi äåòàëüíî ðîçãëÿíåìî îñíîâíi ìåòîäè 4-ãî ïîðÿäêó, ¨õíi
ôîðìóëè òà êëþ÷îâi àñïåêòè ðåàëiçàöi¨, ùî äîïîìàãàþòü çðîçóìiòè ¨õíþ åôåêòèâ-
íiñòü ó ðiçíèõ óìîâàõ.

Íåõàé f(x) � íåëiíiéíà ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ øóêà¹òüñÿ êîðiíü, f ′(x) � ¨¨ ïåðøà
ïîõiäíà, m � êðàòíiñòü êîðåíÿ, xn � ïîòî÷íå íàáëèæåííÿ êîðåíÿ.

� Ìåòîä çà Êóíãîì-Òðàóáîì [10]:


yn = xn − 2m

m+2
f(xn)
f ′(xn)

,

xn+1 = xn − f(xn)
2f ′(xn)

[
m(m−2)( m

m+2 )
−m

f ′(yn)−m2f ′(xn)

f ′(xn)−( m
m+2 )

−m
f ′(yn)

]
.

(12)

� Ìåòîä Äæàððàòòà çà Øàðìîþ [11]:


yn = xn − 2m

m+2
f(xn)
f ′(xn)

,

xn+1 = xn − m
8

{(
m3 − 4m+ 8

)
− (m+ 2)2

(
m

m+2

)m
f ′(xn)
f ′(yn)

·
(
2(m− 1)− (m+ 2)

(
m

m+2

)m
f ′(xn)
f ′(yn)

)}
f(xn)
f ′(xn)

.

(13)

� Áàãàòîòî÷êîâi ìåòîäè, çàïðîïîíîâàíi Ëi ó 2010 ðîöi.
Ïåðøèé ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé Ëi, âèãëÿäà¹ òàê:

yn = xn − 2m
m+2

f(xn)
f ′(xn)

,

xn+1 = xn − α1
f(xn)
f ′(yn)

− f(xn)
α2f ′(xn)+α3f ′(yn)

,
(14)
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äå ïàðàìåòðè α1, α2 i α3 îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëàìè:

α1 = −1

2

(
m

m+2

)m

m
(
m4 + 4m3 − 16m− 16

)
m3 − 4m+ 8

,

α2 = −
(
m3 − 4m+ 8

)2
m (m4 + 4m3 − 4m2 − 16m+ 16) (m2 + 2m− 4)

,

α3 =
m2

(
m3 − 4m+ 8

)(
m

m+2

)m

(m4 + 4m3 − 4m2 − 16m+ 16) (m2 + 2m− 4)
.

Äðóãèé ìåòîä Ëi âèãëÿäà¹ òàê:
yn = xn − 2m

m+ 2

f (xn)

f ′ (xn)
,

xn+1 = xn − α4
f (xn)

f ′ (xn)
− f (xn)

α5f ′ (xn) + α6f ′ (yn)
,

(15)

äå ïàðàìåòðè α4, α5 i α6 âèçíà÷àþòü òàê:

α4 = −1

2
m2 +m, α5 = − 1

m
, α6 =

1

m
(

m
m+2

)m .

Måòîäè Ëi ¹ âäîñêîíàëåííÿì êëàñè÷íèõ ìåòîäiâ äðóãîãî i òðåòüîãî ïîðÿäêiâ
òà äàþòü ïiäñòàâè çìåíøèòè êiëüêiñòü iòåðàöié, íåîáõiäíèõ äëÿ äîñÿãíåííÿ
íåîáõiäíî¨ òî÷íîñòi, çáåðiãàþ÷è âèñîêó åôåêòèâíiñòü [12].

� Ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé ×æîóyn = xn − 2m
m+2

f(xn)
f ′(xn)

,

xn+1 = xn −Q
(

f ′(yn)
f ′(xn)

)
f(xn)
f ′(xn)

,
(16)

äå Q (·) ∈ C2(R) � âàãîâà ôóíêöiÿ, ÿêà çàëåæèòü âiä ñïiââiäíîøåííÿ ïîõiäíèõ
ó òî÷êàõ yn i xn [13].
Iñíó¹ êiëüêà ìîæëèâèõ ðåàëiçàöié âàãîâèõ êîåôiöi¹íòiâ Q (·), ùî ìîæóòü áóòè
âèêîðèñòàíi äëÿ ïîëiïøåííÿ çáiæíîñòi ìåòîäó ×æîó.
1. Ëiíiéíà âàãîâà ôóíêöiÿ: Q (z) = 1 + z.
2. Êâàäðàòè÷íà âàãîâà ôóíêöiÿ: Q (z) = 1 + z + z2.
3. Åêñïîíåíöiàëüíà âàãîâà ôóíêöiÿ: Q (z) = ez.

� Ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé Øàðiôîì:
yn = xn − 2m

m+2
f(xn)
f ′(xn)

,

xn+1 = xn +
(

m(m2+2m−4)
4

f(xn)
f ′(xn)

− m(m+2)2

4

(
m

m+2

)m
f(xn)
f ′(yn)

)
·
[
G
(

f ′(yn)
f ′(xn)

)
+H

(
f(xn)
f ′(yn)

)]
,

(17)

äå G i H � äîïîìiæíi ôóíêöi¨ [14].
Âàðiàíòè ôóíêöi¨ G:
1. Ëiíiéíà: G(z) = 1 + z.
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2. Åêñïîíåíöiàëüíà: G(z) = ez.
Âàðiàíòè ôóíêöi¨ H:

1. Îáåðíåíà: H(w) = 1
1+w .

2. Ãiïåðáîëi÷íà: H(w) = tanh(w).
� Îá'¹äíàííÿ ìåòîäiâ ×åáèøåâà òà Øðåäåðà:

yn = xn − 2m
m+2

f(xn)
f ′(xn)

,

xn+1 = xn − 1
2

[
f(xn)((5m+2)b1f

′(xn)−(m+2)b2f
′(yn))

4m{f ′(xn)}2 +

+ 2mb3f(xn)
(m−2)f ′(xn)b4+(m+2)f ′(yn)

]
,

(18)

äå b1 , b2 , b3 i b4 � âiëüíi ïàðàìåòðè [15].
Òåîðåìà 1 [15]. Íåõàé x = rm � íóëü êðàòíîñòi m äîñòàòíüî ãëàäêî¨ ôóíêöi¨

f : D ⊆ R → R, âèçíà÷åíî¨ íà âiäêðèòîìó iíòåðâàëi D, ùî îõîïëþ¹ rm. Òîäi

ñiì'ÿ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ, âèçíà÷åíà (18), ìà¹ çáiæíiñòü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó,

ÿêùî
b1 = −m2((m−2)2m3b24+3µ(m−2)m2(m+2)2b4+2µ2(m+2)2(m3+3m2+2m−4))

µ2(m+2)2(5m+2) ,

b2 = −m5((m−2)b4+µ(m+2))
µ2(m+2)2 ,

b3 =
((m2−2m)b4+µ(m+2)2)

3

8(µ(m+2))2 ,

(19)

äå b4 ¹ âiëüíèì ïàðàìåòðîì, âiäìiííèì âiä µ(m+2)2

m(2−m) .

4. ×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè

Äëÿ îöiíêè åôåêòèâíîñòi ìåòîäiâ 3-ãî òà 4-ãî ïîðÿäêiâ çáiæíîñòi áóëî ïðîâåäåíî
ñåðiþ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ. Ïðîãðàìó äëÿ âèêîíàííÿ åêñïåðèìåíòiâ ðåàëi-
çóâàëè ìîâîþ Python, ùî çàáåçïå÷èëî çðó÷íiñòü ðîáîòè ç ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè
òà ìîæëèâiñòü àâòîìàòèçàöi¨ îá÷èñëåíü. Óñi ðîçðàõóíêè âèêîíóâàëè ç âåëèêîþ
òî÷íiñòþ, ùî äîïîìîãëî óíèêíóòè ïîìèëîê îêðóãëåííÿ ó êðèòè÷íèõ îá÷èñëåííÿõ.

Äëÿ îòðèìàííÿ íàäiéíèõ ðåçóëüòàòiâ êîæåí åêñïåðèìåíò âèêîíóâàëè òðè÷i, à
÷àñ âèêîíàííÿ òà âèêîðèñòàííÿ ïàì'ÿòi îá÷èñëþâàëè ÿê ñåðåäíi çíà÷åííÿ ç òðüîõ
çàïóñêiâ. Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ïîðiâíÿíîñòi ðåçóëüòàòiâ âñòàíîâèëè îäíàêîâi ïàðàìåò-
ðè òî÷íîñòi (ε = 10−12) òà ìàêñèìàëüíî¨ êiëüêîñòi iòåðàöié (max_iter = 300). Âèêî-
ðèñòîâóâàíi ôóíêöi¨, êðàòíiñòü êîðåíiâ m i ïî÷àòêîâi íàáëèæåííÿ x0 íàâåäåíi ó
òàáë. 1. Ãðàôi÷íà iíòåðïðåòàöiÿ ôóíêöié çîáðàæåíà íà ðèñ. 1. Öå äà¹ çìîãó îá'¹êòèâ-
íî îöiíèòè åôåêòèâíiñòü ìåòîäiâ ó ðiçíèõ óìîâàõ.

Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ïîäàíî ó äâîõ òàáëèöÿõ, ÿêi âiäîáðàæàþòü
õàðàêòåðèñòèêè ìåòîäiâ 3-ãî òà 4-ãî ïîðÿäêiâ çáiæíîñòi. Àíàëiç ïðîâîäèëè çà òðüîìà
îñíîâíèìè êðèòåðiÿìè:

� êiëüêiñòü iòåðàöié � ñåðåäíÿ êiëüêiñòü iòåðàöié, íåîáõiäíèõ äëÿ äîñÿãíåííÿ
çàäàíî¨ òî÷íîñòi;

� ÷àñ âèêîíàííÿ � ñåðåäíié ÷àñ, âèòðà÷åíèé íà iòåðàöiéíèé ïðîöåñ, âèìiðÿíèé ó
ìiêðîñåêóíäàõ;

� âèêîðèñòàííÿ ïàì'ÿòi � îáñÿã ïàì'ÿòi (ó êÁ), íåîáõiäíèé äëÿ ðåàëiçàöi¨
ìåòîäó.
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Ðèñ. 1. Ãðàôi÷íà iíòåðïðåòàöiÿ ôóíêöié òà ¨õíiõ ïàðàìåòðiâ äëÿ åêñïåðèìåíòiâ
Graphical interpretation of functions and their parameters for experiments

Òàáëèöÿ 1

Ôóíêöi¨ òà ¨õ ïàðàìåòðè äëÿ åêñïåðèìåíòiâ
Functions and their parameters for experiments

� Ôóíêöi¨ f(x) Êðàòíiñòü m Ïî÷àòêîâå Êîðiíü x∗

íàáëèæåííÿ x0

1 (sin2(x) + x)5 5 −0.34 0.0

2 (1 + x+ cos
(
xπ
2

)
−

√
1− x2)3 3 −0.7 -0.7285840464448

3
(x− 4)3(x+ 4)(x− 20)(x+ 12)·

·(x− 12)(x− 8)
3 4.2 4.0

4 (sin2(x)− x cos(x) + 5)3 3 7.0 6.967322220401

5 (x exp(−x) − 1
10

)3 3 0.25 3.57715206395

6
(
ex

2+7x−30 − 1
)6

6 −14.0 -10.0

7
(
x3 + ln(1 + x)

)7
7 0.5 0.0

8
(
x6 − 8

)2
ln

(
x6 − 7

)
2 2.5 1.414213562373

9
(
ln

(
x3 − x+ 1

)
+ 4 sinx− 1

)10
10 3.5 4.047094146319

Ó òàáë. 2 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ äëÿ ìåòîäiâ 3-ãî ïîðÿäêó,
òàêèõ ÿê ìåòîäè Äîíãà (2), (3), (4), Õîìåé¹ðà (8), ×óíà (7) òà ií. Äàíi ñâiä÷àòü, ùî
öi ìåòîäè çàáåçïå÷óþòü ñòàáiëüíó çáiæíiñòü çà íåâåëèêî¨ êiëüêîñòi iòåðàöié (3-4 äëÿ
áiëüøîñòi ðiâíÿíü) òà ¹ åôåêòèâíèìè äëÿ çàäà÷ iç ïîìiðíèìè âèìîãàìè äî ðåñóðñiâ.
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Ðèñ. 2. Ïîðiâíÿííÿ êiëüêîñòi iòåðàöié äëÿ 3-õ i 4-õ êðîêîâèõ ìåòîäiâ íà ôóíê. ç òàáë. 1
Comparison of the number of iterations for 3- and 4-step methods

on the function from the table 1
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Òàáëèöÿ 2

Ðåçóëüòàòè ïîðiâíÿííÿ ìåòîäiâ 3-ãî ïîðÿäêó çáiæíîñòi
Results of comparison of 3rd order convergence methods

Ìåòîä/Ðiâíÿííÿ � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 8 � 9
Êiëüêiñòü iòåðàöié

Ìåòîä Äîíãà (à) (1982) (2) 5 3 3 3 4 47 4 19 4
Ìåòîä Äîíãà (á) (1982) (3) 5 3 3 3 4 38 5 18 4
Ìåòîä Âiêòîði¨ òà Íåòà (4) 5 3 3 3 4 40 4 19 4
Ìåòîä Äîíãà (1987) (5) 4 3 3 3 3 33 5 15 4
Ìåòîä Îñàäà (6) - 4 5 4 4 48 4 29 4
Ìåòîä ×óíà òà ií. (7) 7 3 5 4 4 - 4 29 4
Ìåòîä Õîìåé¹ðà (8) 6 3 3 3 4 48 - 19 5
Ìåòîä Õåéäàði òà ií. (9) - 3 3 3 4 49 4 20 5
Ìåòîä ×æîó òà ií. (10) - 3 3 3 4 50 4 20 5
Ìåòîä Ôåððàðè (11) 118 62 63 58 66 - 205 23 237

×àñ âèêîíàííÿ (ìñ)
Ìåòîä Äîíãà (à) (1982) (2) 6.0088 4.8296 8.3806 5.4463 4.1876 69.5020 4.2701 26.9596 6.9834
Ìåòîä Äîíãà (á) (1982) (3) 4.4910 4.0990 0.0395 4.0007 2.6363 45.0982 3.6610 20.7514 4.9233
Ìåòîä Âiêòîði¨ òà Íåòà (4) 5.9612 3.9994 0.0402 4.3206 3.3826 51.6782 2.8608 23.9763 5.0779
Ìåòîä Äîíãà (1987) (5) 3.4990 4.1652 0.0428 3.6768 2.0352 33.9512 2.8668 35.8956 4.0471
Ìåòîä Îñàäà (6) - 8.6160 0.0971 8.6917 4.7514 90.6265 3.1297 45.2643 6.8759
Ìåòîä ×óíà òà ií. (7) 18.3377 8.5288 0.1343 12.7813 6.7977 - 4.4904 72.8524 10.2544
Ìåòîä Õîìåé¹ðà (8) 6.4359 4.4088 0.0538 5.2757 3.9961 80.2457 - 26.1065 6.7692
Ìåòîä Õåéäàði òà ií. (9) - 4.3892 0.0539 5.1610 3.5044 75.7369 2.9738 26.2779 6.7878
Ìåòîä ×æîó òà ií. (10) - 5.3832 0.0953 6.0192 4.3493 92.9841 3.1978 29.8114 7.7914
Ìåòîä Ôåððàðè (11) 142.5822 110.0354 1.1501 122.0582 66.3913 - 180.9428 38.5284 390.0548

Ìàêñ. ïàì'ÿòü (êÁ)
Ìåòîä Äîíãà (à) (1982) (2) 19.1563 19.8516 13.4883 18.5156 16.3359 19.9863 22.1328 24.9766 25.6445
Ìåòîä Äîíãà (á) (1982) (3) 2.8906 2.0273 0.1094 1.7891 1.9141 6.8887 3.7109 8.5850 3.5313
Ìåòîä Âiêòîði¨ òà Íåòà (4) 2.8438 2.3398 0.6250 2.1758 2.0859 3.3955 2.3750 7.6602 2.2070
Ìåòîä Äîíãà (1987) (5) 3.5361 2.5146 0.6016 2.0391 1.9922 2.4746 2.3867 32.4414 2.5459
Ìåòîä Îñàäà (6) - 4.2041 0.9922 3.3867 3.3203 2.5430 2.6631 6.1191 2.8008
Ìåòîä ×óíà òà ií. (7) 126.1885 2.8330 0.6172 2.6494 2.5674 - 2.3594 9.4121 4.2471
Ìåòîä Õîìåé¹ðà (8) 1.2930 2.5547 0.6094 2.2891 1.9141 4.8652 - 4.0586 2.9961
Ìåòîä Õåéäàði òà ií. (9) - 3.4053 0.6250 2.1855 2.1133 2.1699 2.0547 3.9980 3.3604
Ìåòîä ×æîó òà ií. (10) - 2.3486 0.6016 2.0430 2.0234 2.0010 1.9141 2.2148 4.8125
Ìåòîä Ôåððàðè (11) 28.7617 7.3623 18.6465 122.0449 7.1484 - 11.7393 3.7070 200.2529

Íàéøâèäøèìè ñåðåä íèõ ¹ ìåòîäè Äîíãà (1987) (4) òà Äîíãà (á) (3), ÿêi äå-
ìîíñòðóþòü íàéìåíøèé ÷àñ âèêîíàííÿ (3-6 ìñ äëÿ áiëüøîñòi ðiâíÿíü). Ìåòîäè
×óíà (7) òà Îñàäè (6), õî÷à é ìàþòü ñòàáiëüíó çáiæíiñòü, ôiêñóþòü çíà÷íî áiëüøèé
÷àñ âèêîíàííÿ, ùî îáìåæó¹ ¨õ âèêîðèñòàííÿ â çàäà÷àõ iç æîðñòêèìè âèìîãàìè äî
øâèäêîñòi. Âèêîðèñòàííÿ ïàì'ÿòi äëÿ ìåòîäiâ 3-ãî ïîðÿäêó çàëèøà¹òüñÿ ïîìiðíèì
(1-20 êÁ), ùî ðîáèòü ¨õ ïðèäàòíèìè äëÿ îá÷èñëåíü iç îáìåæåíèìè ðåñóðñàìè.

Ó òàáë. 3 ïîäàíî ðåçóëüòàòè äëÿ ìåòîäiâ 4-ãî ïîðÿäêó, òàêèõ ÿê ìåòîäè Êóíãà-
Òðàóáà (12), Äæàððàòòà (13), ×æîó (16) , Øàðiôà (17) òà ií. Öi ìåòîäè çàáåçïå÷óþòü
âèùó òî÷íiñòü i øâèäêiñòü çáiæíîñòi ïîðiâíÿíî ç ìåòîäàìè 3-ãî ïîðÿäêó. Îäíàê ÷àñ
âèêîíàííÿ äëÿ áiëüøîñòi ìåòîäiâ ïîìiòíî áiëüøèé (6-10ìñ ó ñåðåäíüîìó, äî 231ìñ
äëÿ ìåòîäiâ ×æîó (7)), à ïàì'ÿòü, âèêîðèñòàíà â îá÷èñëåííÿõ, âèùà. Íàïðèêëàä,
ìåòîä Êóíãà-Òðàóáà (12) íàäçâè÷àéíî ðåñóðñî¹ìíèì (äî 14232 êÁ). Âîäíî÷àñ ìåòîäè
Äæàððàòòà (13) òà Ëi (14), (15) äåìîíñòðóþòü ïðèéíÿòíèé áàëàíñ ìiæ øâèäêiñòþ,
òî÷íiñòþ òà ïàì'ÿòòþ, ùî ðîáèòü ¨õ îïòèìàëüíèìè äëÿ çàäà÷ iç âèñîêèìè âèìîãàìè
äî òî÷íîñòi òà ñòàáiëüíîñòi.

Ìîæíà ïîðiâíÿòè ãðàôi÷íî êiëüêiñòü iòåðàöié, íåîáõiäíèõ äëÿ îòðèìàííÿ ðîç-
â'ÿçêó ç çàäàíîþ òî÷íiñòþ, äëÿ ìåòîäiâ 3-ãî i 4-ãî ïîðÿäêó. ßê ïîêàçàíî íà
ãðàôiêàõ (ðèñ. 2), ìåòîäè 3-ãî ïîðÿäêó çàçâè÷àé ïîòðåáóþòü ìåíøå iòåðàöié äëÿ
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Òàáëèöÿ 3

Ðåçóëüòàòè ïîðiâíÿííÿ ìåòîäiâ 4-ãî ïîðÿäêó çáiæíîñòi
Results of comparison of 4th order convergence methods

Ìåòîä/Ðiâíÿííÿ � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 8 � 9
Êiëüêiñòü iòåðàöié

Ìåòîä Êóíã-Òðàóá (12) 5 3 3 3 3 39 4 16 4
Ìåòîä Äæàððàòò-

Øàðìà (13)
5 3 3 3 4 39 4 16 4

Ìåòîä Ëi (à) (14) 5 3 3 3 4 39 4 16 4
Ìåòîä Ëi (á) (15) 5 3 3 3 3 39 4 16 4

Ìåòîä ×æîó
(ëiíiéíà âàãà) (16)

86 40 41 37 43 - 133 44 189

Ìåòîä ×æîó
(êâàäðàòè÷íà âàãà) (16)

81 36 36 33 39 - 128 37 183

Ìåòîä ×æîó
(åêñïîíåíö. âàãà) (16)

83 37 38 35 41 - 130 40 186

Ìåòîä Øàðiô (G-êâàäðàò.,
Í-ëîãàð.) (17)

26 36 37 33 37 50 22 28 18

Ìåòîä Øàðiô (G-åêñïîí.,
Í-ãiïåðáîë.) (17)

26 31 32 29 30 50 21 24 17

Ìåòîä ×åáèøåâ-
Øðåäåð (18)

5 3 3 3 4 39 4 16 4

×àñ âèêîíàííÿ (ìñ)
Ìåòîä Êóíã-Òðàóá (12) 7.2767 6.8892 0.1031 7.9306 4.5639 82.6814 4.3383 27.3274 6.8187

Ìåòîä Äæàððàòò-
Øàðìà (13)

7.7274 5.6480 0.0960 7.2063 5.4503 82.6813 3.6638 28.3477 7.1914

Ìåòîä Ëi (à) (14) 5.4871 4.4155 0.0760 5.4823 3.9999 67.0070 3.5696 20.9432 5.6012
Ìåòîä Ëi (á) (15) 5.1958 4.2121 0.0760 5.5998 3.1266 65.1316 2.9633 20.5510 5.4837

Ìåòîä ×æîó
(ëiíiéíà âàãà) (16)

92.7846 54.4267 0.7325 56.2857 33.6334 - 88.9495 53.9698 226.8782

Ìåòîä ×æîó
(êâàäðàòè÷íà âàãà) (16)

93.5100 48.1643 1.0501 51.2464 30.4553 - 84.2358 47.3896 216.0078

Ìåòîä ×æîó
(åêñïîíåíö. âàãà) (16)

86.3507 49.6545 124.6928 53.0723 32.3282 - 84.0939 55.4760 222.8367

Ìåòîä Øàðiô (G-êâàäðàò.,
Í-ëîãàð.) (17)

43.1191 76.2472 194.0541 76.6901 50.9849 115.8843 25.4963 137.3458 36.9278

Ìåòîä Øàðiô (G-åêñïîí.,
Í-ãiïåðáîë.) (17)

40.8858 64.3632 158.0896 64.6063 39.8114 112.7079 25.1973 114.8132 32.9687

Ìåòîä ×åáèøåâ-
Øðåäåð (18)

7.6432 6.1656 0.1493 7.1356 5.6181 80.0299 4.2818 29.8747 7.4803

Ìàêñ. ïàì'ÿòü (êÁ)
Ìåòîä Êóíã-Òðàóá (12) 1.2969 1.5195 0.1094 1.3828 4.4453 14232.0879 1.3789 2.3320 1.3828

Ìåòîä Äæàððàòò-
Øàðìà (13)

1.2969 2.0352 0.6172 1.8906 1.3672 1.2578 1.3867 2.7148 1.3906

Ìåòîä Ëi (à) (14) 1.3008 1.5156 0.1641 1.3828 1.8828 1.7695 1.9063 2.2725 1.9023
Ìåòîä Ëi (á) (15) 1.2969 2.0313 0.6797 1.9023 1.8789 1.7695 1.8672 1.6758 1.9023

Ìåòîä ×æîó
(ëiíiéíà âàãà) (16)

1.2227 1.4521 0.1094 1.2813 1.2617 - 1.4893 7.6758 4.5742

Ìåòîä ×æîó
(êâàäðàòè÷íà âàãà) (16)

1.2227 1.4180 0.1641 1.2773 1.2617 - 1.2891 3.0957 4.2539

Ìåòîä ×æîó
(åêñïîíåíö. âàãà) (16)

1.7500 1.4141 2.2246 1.8008 1.2617 - 1.3047 3.7852 3.0586

Ìåòîä Øàðiô (G-êâàäðàò.,
Í-ëîãàð.) (17)

28.9375 16.5439 12.1836 15.5225 14.3320 8.8301 2.8486 5.9844 44.9844

Ìåòîä Øàðiô (G-åêñïîí.,
Í-ãiïåðáîë.) (17)

2.1133 2.8828 2.4492 2.0977 3.7344 3.6367 3.8516 10.6602 1.5469

Ìåòîä ×åáèøåâ-
Øðåäåð (18)

2.8477 2.7852 1.4844 2.7891 2.6406 2.6211 2.7969 3.9453 2.3281

áiëüøîñòi òåñòîâèõ ïðèêëàäiâ (3-5 iòåðàöié), ùî ñâiä÷èòü ïðî ¨õ âèñîêó åôåêòèâíiñòü
ó çàäà÷àõ iç ïîìiðíèìè âèìîãàìè äî òî÷íîñòi. Äëÿ ìåòîäiâ 4-ãî ïîðÿäêó, õî÷à é
ñïîñòåðiãà¹òüñÿ øâèäøèé ðiñò òî÷íîñòi, êiëüêiñòü iòåðàöié ÷àñòî âèùà, îñîáëèâî äëÿ
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ìåòîäiâ, òàêèõ ÿê ×æîó, ùî ïîòðåáóþòü çíà÷íî áiëüøå îá÷èñëåíü íà êîæíîìó åòàïi,
ùîá äîñÿãòè îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòó. Öå îñîáëèâî ïîìiòíî íà ïðèêëàäi ìåòîäiâ, ùî
âèêîðèñòîâóþòü åêñïîíåíöiéíi òà êâàäðàòè÷íi âàãîâi ôóíêöi¨, äå êiëüêiñòü iòåðàöié
ìîæå çáiëüøóâàòèñü äî 40-50. Öå íàêëàäà¹ äîäàòêîâi âèìîãè íà ðåñóðñè îá÷èñëåíü.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïiäòâåðäæóþòü âàæëèâiñòü ïðàâèëüíîãî âèáîðó ìåòîäó çà-
ëåæíî âiä ñïåöèôiêè çàäà÷i:

� Ìåòîäè 3-ãî ïîðÿäêó (çîêðåìà, ìåòîäè Äîíãà (á) (3) òà Âiêòîði¨ òà Íåòà (4))
äîöiëüíî çàñòîñîâóâàòè äëÿ çàäà÷ iç îáìåæåíèìè îá÷èñëþâàëüíèìè ðåñóðñàìè
òà íåâèñîêèìè âèìîãàìè äî òî÷íîñòi.

� Ìåòîäè 4-ãî ïîðÿäêó, òàêi ÿê ìåòîäè Äæàððàòòà (13) òà Ëi (á) (15), åôåêòèâíi-
øi äëÿ çàäà÷ iç âèñîêèìè âèìîãàìè äî òî÷íîñòi, äå ðåñóðñè ïàì'ÿòi òà ÷àñó
íå ¹ êðèòè÷íèì ôàêòîðîì. Ìåòîäè Øàðiôà (17) òà ×æîó (16) äåìîíñòðóþòü
çíà÷íó êiëüêiñòü iòåðàöié äëÿ çáiæíîñòi, ùî ïîâ'ÿçàíî ç âèêîðèñòàííÿì âàãîâèõ
ôóíêöié. Îñíîâíîþ ïðîáëåìîþ öèõ ìåòîäiâ ¹ ñêëàäíiñòü âèáîðó âiäïîâiäíèõ
âàãîâèõ ôóíêöié, ÿêi ñóòò¹âî âïëèâàþòü íà øâèäêiñòü çáiæíîñòi.

� Ìåòîäiâ, ÿêi ñïîæèâàþòü çíà÷íi îá÷èñëþâàëüíi ðåñóðñè (íàïðèêëàä, ìåòîä
Êóíãà-Òðàóáà (12)), âàðòî óíèêàòè ó çàäà÷àõ iç îáìåæåíèìè ðåñóðñàìè.

Îòæå, âèáið îïòèìàëüíîãî ìåòîäó çàëåæèòü âiä õàðàêòåðèñòèê çàäà÷i òà äîñòóï-
íèõ ðåñóðñiâ, ùî ïiäòâåðäæó¹ âàæëèâiñòü ãíó÷êîãî ïiäõîäó äî âèáîðó ÷èñåëüíèõ
ìåòîäiâ äëÿ çàäà÷ iç íåëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè.

5. Âèñíîâêè

Áóëî ïðîâåäåíî ÷èñåëüíèé àíàëiç åôåêòèâíîñòi ìåòîäiâ 3-ãî òà 4-ãî ïîðÿäêiâ
çáiæíîñòi äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Îñíîâíi âèñíîâêè  ðóíòóþòüñÿ íà
àíàëiçi êiëüêîñòi iòåðàöié, ÷àñó âèêîíàííÿ òà âèêîðèñòàííÿ ïàì'ÿòi.

Ìåòîäè 3-ãî ïîðÿäêó:

� ìåòîäè 3-ãî ïîðÿäêó äåìîíñòðóþòü âèñîêó åôåêòèâíiñòü äëÿ çàäà÷ iç ïîìið-
íèìè âèìîãàìè äî òî÷íîñòi òà îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ. Âîíè ñòàáiëüíî
çáiãàþòüñÿ çà 3-4 iòåðàöi¨ äëÿ áiëüøîñòi ðiâíÿíü;

� ÷àñ âèêîíàííÿ ìåòîäiâ âàðiþ¹òüñÿ â ìåæàõ âiä 3 äî 6 ìñ, ç íàéøâèäøèìè
ìåòîäàìè Äîíãà (1987) (5) òà Äîíãà (á) (3), ùî çàáåçïå÷óþòü íàéìåíøèé ÷àñ
âèêîíàííÿ äëÿ áiëüøîñòi çàäà÷;

� âèêîðèñòàííÿ ïàì'ÿòi ¹ åêîíîìi÷íèì (1-20 êÁ), ùî ðîáèòü öi ìåòîäè ïðèäàòíè-
ìè äëÿ çàäà÷ iç îáìåæåíèìè ðåñóðñàìè.

Ìåòîäè 4-ãî ïîðÿäêó:

� ìåòîäè 4-ãî ïîðÿäêó çàáåçïå÷óþòü âèùó òî÷íiñòü, îäíàê ïîòðåáóþòü áiëüøå
÷àñó é îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ ïîðiâíÿíî ç ìåòîäàìè 3-ãî ïîðÿäêó. Íàï-
ðèêëàä, ìåòîäè Êóíãà-Òðàóáà (12) òà Äæàððàòòà (13) âèòðà÷àþòü 6-10 ìñ íà
âèêîíàííÿ, à ìåòîäè ×æîó (16) ìîæóòü ïîòðåáóâàòè äî 231 ìñ.;

� ïàì'ÿòü, âèêîðèñòàíà ìåòîäàìè 4-ãî ïîðÿäêó, âàðiþ¹òüñÿ âiä ïîìiðíî¨ (1-10
êÁ) äî çíà÷íî¨. Çîêðåìà, ìåòîä Êóíãà-Òðàóáà (12) íàäçâè÷àéíî ðåñóðñî¹ì-
íèé, âèêîðèñòîâóþ÷è äî 14232 êÁ ïàì'ÿòi;

� öi ìåòîäè îñîáëèâî åôåêòèâíi äëÿ çàäà÷ iç âèñîêèìè âèìîãàìè äî òî÷íîñòi òà
ñòàáiëüíîñòi, àëå ìàþòü âèñîêå ñïîæèâàííÿ ðåñóðñiâ.

Ðåêîìåíäàöi¨:
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� äëÿ çàäà÷ iç îáìåæåíèìè ðåñóðñàìè òà íåâèñîêèìè âèìîãàìè äî òî÷íîñòi
ðåêîìåíäó¹òüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîäè Äîíãà (á) (3) àáî Âiêòîði¨ òà Íåòà
(4) ç 3-ãî ïîðÿäêó;

� äëÿ çàäà÷ iç âèñîêèìè âèìîãàìè äî òî÷íîñòi òà ñòàáiëüíîñòi íàéáiëüø îïòè-
ìàëüíèìè ¹ ìåòîäè Äæàððàòòà (13) òà Ëi (á) (15) ç 4-ãî ïîðÿäêó;

� âàðòî óíèêàòè ìåòîäiâ iç íàäìiðíèì ñïîæèâàííÿì ïàì'ÿòi (íàïðèêëàä, ìåòîä
Êóíãà-Òðàóáà (12)) ó çàäà÷àõ ç îáìåæåíèìè îá÷èñëþâàëüíèìè ðåñóðñàìè.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïiäòâåðäæóþòü âàæëèâiñòü ïðàâèëüíîãî âèáîðó ìåòîäó çà-
ëåæíî âiä ñïåöèôiêè çàäà÷i. Ó ìàéáóòíiõ äîñëiäæåííÿõ äîöiëüíî ðîçøèðèòè àíàëiç,
âêëþ÷èâøè çàäà÷i ç ðiçíîþ êðàòíiñòþ êîðåíiâ, à òàêîæ àäàïòóâàòè ìåòîäè äî çàäà÷
âèñîêî¨ ðîçìiðíîñòi.
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This paper investigates the e�ciency of third- and fourth-order convergence methods

for �nding multiple roots of nonlinear equations. A series of numerical experiments was

conducted, analyzing the number of iterations, execution time, and memory usage. The

study highlights the advantages and limitations of each method and provides practical

recommendations for their use. The results demonstrate that third-order methods are

optimal for tasks with limited computational resources, while fourth-order methods achieve

superior accuracy and convergence speed, particularly in problems with strict precision

requirements. The �ndings lay a foundation for further exploration of high-order methods

in numerical analysis and optimization.
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