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В роботі з допомогою логістичної функції, яка описує процес подвоєння, та Фур’є спе-

ктрів функції похибки було проведено тестування стохастичного методу оптимізації 

AMSGrad. 

Реалізація алгоритму оптимізації градієнтного спуску за допомогою AMSGrad було 

здійснено для простої двовимірної функції, яка зводить у квадрат вхідні дані кожного ви-

міру та визначає діапазон допустимих вхідних даних від -1,0 до 1,0. 

Встановлено, що процес перенавчання супроводжується зміною швидкості цільової 

функції похибки, а Фур’є спектрам притаманна поява гармоніки. Показано, що при незнач-

ному наборі вхідних даних, коли значення beta2 близьке до 1, а beta1 = 0.9 спостерігається 

нестабільність в навчанні, яка зумовлена процесом перенавчання. 

Ключові слова: оптимізаційні методи, функція похибки, AMSGrad, швидкість навчання, 

діаграми розгалуження. 

 

Градієнтний спуск є одним із найпопулярніших алгоритмів для оптимізації та най-

поширенішим способом оптимізації нейронних мереж. Водночас кожна найсучасніша 

бібліотека Deep Learning містить реалізації різноманітних алгоритмів для оптимізації 

градієнтного спуску (наприклад, документація lasagne , caffe та keras )[1]. Однак ці алго-

ритми, як зазначається в роботі [1], часто використовуються, як оптимізатори чорної 

скриньки, оскільки важко знайти практичне пояснення їхніх сильних і слабких сторін. 

Обмеження градієнтного спуску полягає в тому, що один розмір кроку (швидкість 

навчання) використовується для всіх вхідних змінних. Розширення градієнтного спуску, 

як-от алгоритм Adaptive Movement Estimation (Adam), використовують окремий розмір 

кроку для кожної вхідної змінної, але в результаті розмір кроку може швидко зменшува-

тися до дуже малих значень [2]. 

AMSGrad є розширеною версією оптимізаційного методу градієнтного спуску Ad-

am, який намагається покращити властивості конвергенції алгоритму, уникаючи великих 

різких змін у швидкості навчання для кожної вхідної змінної.  
Алгоритм AMSGrad був описаний у статті [3]. Як правило, метод Adam автоматич-

но адаптує окремий розмір кроку (швидкість навчання) для кожного параметра в задачі 
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оптимізації. Обмеженням методу Adam є те, що він може одночасно зменшувати розмір 

кроку, наближаючись до глобального мінімуму, це добре, але в деяких випадках він та-

кож збільшує розмір кроку, це погано. Метод AdaGrad усуває це. AdaGrad — це розши-

рення для Adam, яке підтримує максимум вектора другого моменту v(t) та використовує 

його для корекції зміщення градієнта, який використовується для оновлення параметра, 

замість самого вектора моменту. Це допомагає зупинити надто швидке сповільнення 

оптимізації (наприклад, передчасну конвергенцію) [3]. 

Ключова відмінність AMSGrad від Adam полягає в тому, що він підтримує макси-

мум усіх v(t) до поточного кроку часу та використовує це максимальне значення для но-

рмалізації поточного середнього градієнта [4]. 

На початку обчислюються градієнти (часткові похідні) для поточного кроку за ча-

сом: 

( ) ( ( 1))g t f x t= − , де ( ( ))f x t  - цільова функція. 

Далі вектор першого моменту m(t) оновлюється за допомогою градієнта та гіперпа-

раметра beta1: 

( ) ( ) ( 1) (1 ( )) ( )m t beta1 t m t beta1 t g t=  − + −  . 

Гіперпараметр beta1 можна підтримувати постійним або експоненціально зменшу-

вати під час пошуку, наприклад:  beta1(t) =(beta1)t . 

Або, по черзі:  beta1(t) = beta1/t 

Вектор другого моменту оновлюється за допомогою квадрата градієнта та гіперпа-

раметра beta2:  v(t) = beta2·v(t-1)+(1-beta2)·(g(t))2 

Далі оновлюється максимум для вектора другого моменту:  

vhat(t) = max(vhat(t-1),v(t)) 

Значення параметра w можна оновити за допомогою обчислених умов і гіперпара-

метра alpha - розміру кроку:  w(t) = w(t-1–alpha(t)·m(t) / sqrt(vhat(t))) 

Розмір кроку також можна підтримувати постійним або зменшувати за експонен-

тою. 

Отже для огляду є три гіперпараметри для алгоритму [2, 3]: 

alpha: початковий розмір кроку (швидкість навчання), типове значення становить 

0,002. 

beta1: коефіцієнт розпаду для першого імпульсу, типове значення становить 0,9. 

beta2: коефіцієнт розпаду для нескінченної норми, типове значення становить 

0,999. 

Розглянемо, як реалізувати алгоритм оптимізації градієнтного спуску за допомогою 

AMSGrad Momentum на прикладі задачі із роботи [2]. Тобто ми будемо використовувати 

просту двовимірну функцію, яка зводить у квадрат вхідні дані кожного виміру та визна-

чає діапазон допустимих вхідних даних від -1,0 до 1,0, як це було проведено в роботі [2]. 

Для даної системи було проведено дослідження діаграми розгалуження з викорис-

танням функції відображення виду:  

2

1n n ny y y+ = − − , 

де n – індекс ітерацій, η = alpha – параметр, який визначає швидкість навчання.  

Її нерухомі точки: 

*

1,2 1 1y = −  + , 
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власні значення, яких можна обчислити наступним чином:  

*

1,2 1 2 1 = + . 

Вибір даного логістичного відображення обумовлено тим, що воно описує процес 

подвоєння частоти коливань [5]. В нашому випадку цей процес зумовлений виникнен-

ням локальних мінімумів при підході до глобального мінімуму. Також було проведено 

дослідження Фур’є спектрів функції похибки в залежності від параметрів beta1, beta2 та 

alpha.  

На рис. 1 наведено діаграму розгалуження від alpha, Фур’є спектри та контурний 

графік об’єктивної функції тесту з показаними результатами пошуку AMSGrad за умови 

10 ітерацій.  

 
а) 

 
б) alpha = 0.002  

 в) alpha = 0.002 

 
а) 

 
б) alpha = 0.007 

 
в) alpha = 0.007 

Рис. 1. Діаграма розгалуження (а) 

від  швидкості навчання alpha, 

Фур’є спектр (б) та контурний гра-

фік об’єктивної функції тесту з 

показаними результатами пошуку 

AMSGrad (в) при 10 ітераціях, 

beta1 = 0.9, beta2 = 0.999. 
 

б) alpha = 0.04  
в) alpha = 0.04 

Згідно з рис.1 в залежності від швидкості навчання може проходити процес недона-

вчання (alpha ≤ 0.002), перенавчання (0.02 > alpha > 0.005) та практично відсутність нав-

чання (alpha > 0.03). Тобто недонавчання системи можна охарактеризувати як недосяг-

нення мінімуму функції похибки (рис. 1, в). Процес перенавчання супроводжується поя-

вою гармоніки у Фур’є спектрах (розширенням смуги Фур’є спектру рис. 1, б), що зумо-

влене неодноразовим переходом функції похибки через глобальний мінімум. Відсутність 

процесу навчання супроводжується існуванням гармоніки функції похибки, за умови 

перескоку через глобальний мінімуму (рис. 1, в). Подальше збільшення швидкості нав-
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чання відразу не приводить до появи хаотичного стану. Виходячи із діаграми розгалу-

ження (рис. 1, а) його слід було б очікувати при alpha > 0.5. Розглядаючи діапазон зміни 

alpha при якому відбувається навчання (alpha < 0.01), можна зазначити, що поведінка 

логістичної функції, згідно діаграми розгалуження є нелінійною. А процес відсутності 

навчання супроводжується існуванням каскаду аномальних змін на діаграмі розгалу-

ження (рис. 1 при alpha = 0.04) . 

Збільшення кількості ітерацій до 100, згідно рис. 2 в залежності від швидкості нав-

чання, може проходити процес недонавчання (alpha ≤ 0.001), навчання з незначною по-

хибкою навчання (менше 0.01%, 0.0055 > alpha > 0.002), перенавчання 

(0.0175 >alpha >0.006) та практично відсутність навчання (alpha > 0.02). Подальше збі-

льшення швидкості навчання, як і при 10 епохах, не приводить одразу до появи хаотич-

ного стану.  

 
а) 

 
б) alpha = 0.002 

 
Незначне недонавчання 

в) alpha = 0.002 

 
а) 

 
б) alpha = 0.005 

 
Незначне перенавчання 

в) alpha = 0.005 

 
а) 

 
б) alpha = 0.0175 

 
в) alpha = 0.0175 

Рис. 2. Діаграма розгалуження (а) 

від швидкості навчання alpha, 

Фур’є спектр (б) та контурний гра-

фік об’єктивної функції тесту з 

показаними результатами пошуку 

AMSGrad (в) при 100 ітераціях, 

beta1 = 0.9, beta2 = 0.999.  
б) alpha = 0.05  

в) alpha = 0.05 
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Виходячи із діаграми розгалуження (рис. 2, а) його слід було б очікувати при 

alpha > 0.5, як і для 10 ітерацій. Розглядаючи діапазон зміни alpha при якому відбуваєть-

ся навчання (alpha < 0.01) поведінка логістичної функції згідно діаграми розгалуження 

також є нелінійною. 

Процес перенавчання супроводжується існуванням каскаду аномальних змін на діа-

грамі розгалуження. Як і при 10 ітерацій, так і при 100 ітераціях характер залежності 

Фур’є спектрів так і результат пошуку на контурному графіку функції похибки є анало-

гічний. Процес навчання з мінімальною похибкою супроводжується наявністю мало 

змінною лінійною залежністю логістичної функції від швидкості навчання на діаграмі 

розгалуження (рис. 2, а діапазон alpha = 0.0001 ÷ 0.0055). На відміну від 10 ітерацій, при 

100 ітераціях за умови, що alpha > 0.03 все ж проходить процес навчання і система дося-

гає мінімуму, але функція похибки при цьому характеризується існуванням гармонік 

(рис. 2, б, в). Збільшення кількості ітерацій не приводить до кардинальної зміни поведін-

ки діаграми розгалуження, Фур’є спектрів функції похибки і результату пошуку методу 

AMSGrad на контурному графіку об’єктивної функції тесту (рис. 3). 

В даному оптимізаційному методі AMSGrad важливе значення відіграють гіперпа-

раметри beta1 і beta2, тобто коефіцієнт розпаду для першого імпульсу і коефіцієнт роз-

паду для нескінченної норми. При цьому вектор першого моменту оновлюється за допо-

могою градієнта та гіперпараметра beta1, а другий вектор моменту оновлюється за до-

помогою квадрату градієнта та гіперпараметра beta2. Згідно роботи [2, 3] типове значен-

ня коефіцієнта розпаду для першого імпульсу становить 0.9, а значення для коефіцієнта 

розпаду для нескінченної норми, становить 0,999. На початку розглянемо вплив значен-

ня коефіцієнт розпаду на величину функції похибки навчання. На Рис.4 наведено діаг-

раму розгалуження від величини гіперпараметра beta2, Фур’є спектри та контурний гра-

фік об’єктивної функції тесту з результатами пошуку AMSGrad, за умови 10 ітерацій при 

побудові діаграми розгалуження (рис. 4, а) і 1000 для Фур’є спектру (рис. 4, б), і резуль-

тату пошуку оптимізаційного методу AMSGrad (рис. 4, в). Швидкість навчання вибира-

лась виходячи із вище наведених результатів, а саме: alpha = 0.02- швидкість задовіль-

ного навчання; alpha = 0.05 – швидкість при якому проходить перенавчання системи. 

При швидкості найкращого навчання, за умови beta2 > 0.1 до beta2 < 0.98 проходить 

процес навчання з похибкою ≈± 10-6% (рис. 4, в). Починаючи з beta2 > 0.98 проходить 

процес перенавчання. Згідно результату пошуку оптимізаційного методу AMSGrad, про-

цес перенавчання супроводжується появою спіральної залежності результату пошуку 

(рис. 4, в). 

Згідно з отриманою діаграмою розгалуження залежності похибки навчання від па-

раметра beta2 (рис. 4, а), перенавчання супроводжується збільшенням швидкості зміни 

похибки навчання від параметра beta2, а Фур’є спектри появою гармоніки (рис. 4, б). А 

саме розширення центрального піку на залежності потужності сигналу від частоти при  

alpha = 0.02, В2=0.99, та розщеплення його на кілька при alpha = 0.02, В2=0.999 (рис.4, а, 

б). Збільшення швидкості навчання до alpha = 0.05, за умови beta2 > 0.1 до beta2 < 0.88   

проходить процес навчання з похибкою ≈± 10-6% (рис. 4, в). Починаючи з beta2 > 0.9 

спостерігається процес перенавчання з появою спіральної залежності результату пошуку 

на контурному графіку об’єктивної функції тесту. Фур’є спектри функції похибки харак-

теризуються наявністю гармоніки (рис. 4, б). 
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а) 

 
б) alpha = 0.0004 

 
в) alpha = 0.0004 

 
а) 

 
 

б) alpha = 0.0055 
 

в) alpha = 0.0055 

 
а) 

 
б) alpha = 0.018  

в) alpha = 0.0018 

Рис. 3. Діаграма розгалуження (а) 

від  швидкості навчання alpha, 

Фур’є спектри (б) та контурний 

графік об’єктивної функції тесту з 

показаними результатами пошуку 

AMSGrad (в) при 1000 ітераціях, 

beta1 = 0.9, beta2 = 0.999. 
 

б) alpha = 0.05  
в) alpha = 0.05 

 

Як і при alpha = 0.02 так і за умови alpha = 0.05 діаграмам розгалуження притаман-

на практично лінійна залежність похибки навчання від величини beta2. Збільшення шви-

дкості зміни функції похибки від величини beta2 пов’язане з появою гармоніки функції 

похибки, тобто перенавчанням системи.  

Отже в досліджуваній системі процес задовільного навчання проходить за умови 

beta1 = 0,9, alpha ≤ 0.05, 1000 ітерацій, при цьому зміна гіперпараметр beta2 знаходиться 

в інтервалі 0.1 ÷ 0.9. Подальше збільшення величини beta2 сприяє появі процесу перена-

вчання системи. 
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a) alpha = 0.02 

 
 

б alpha = 0.02, В2=0.9 

 
в) alpha = 0.02, В2=0.9  

недонавчання 

 
a) alpha = 0.02 

 
б) alpha = 0.02, В2 = 0.99 

 
в) alpha = 0.02, В2 = 0.99 

 
б) alpha = 0.02, В2 = 0.999 

 
в) alpha = 0.02, В2 = 0.999 

 
a) alpha = 0.05 

 
б) alpha =.05, В2 = 0.9 

 
в) alpha = 0.05,В2 = 0.9 

 
б) alpha = 0.05, В2 = 0.99  

в) alpha = 0.05, В2 = 0.99 

 
a) alpha = 0.05 

 
б) alpha = 0.05, В2 = 0.999 

 
в) alpha = 0.05, В2 = 0.999 

 

Рис. 4. Діаграма розгалуження (а) від величини гіперпараметра beta2, Фур’є спектри (б) та кон-

турний графік об’єктивної функції тесту з показаними результатами пошуку AMSGrad (в) 

при 10 ітераціях, beta1 = 0.9. 
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Переходячи до розгляду впливу вектора першого моменту, який оновлюється за 

допомогою градієнта та гіперпараметра beta1, слід зазначити, що за умови alpha > 0.01 

проходить перенавчання у всьому діапазоні зміни beta1 (0.1 < beta1 < 0.999…). Коли ж 

alpha = 0.002 (як це зазначалось в праці [2, 3]), то проходить процес навчання практично 

у всьому діапазоні змін beta1 (0.1 < beta1 < 0.999). За умови beta1 > 0.999 спостерігається 

процес перенавчання. 

На рис. 5 наведено діаграму розгалуження від величини гіперпараметра beta1, 

Фур’є спектри та контурний графік об’єктивної функції тесту з показаними результата-

ми пошуку AMSGrad, за умови 10 ітерацій, для побудови діаграми розгалуження 

(рис. 5, а) і 1000 для Фур’є спектру (рис. 5, б), і результату пошуку оптимізаційного ме-

тоду AMSGrad (Рис.5, в). Згідно з рис. 5 при alpha = 0.005 і alpha = 0.01 у всьому інтер-

валі зміни beta1 простежується процес перенавчання. 

В праці [3] емпірично оцінено вплив членів корекції зміщення, при видаленні чле-

нів поправки на зміщення, які приводять до версії RMSProp [6] з імпульсом. В праці [3] 

під час навчання варіаційного автокодера (VAE) з такою ж архітектурою, як у [7] з од-

ним прихованим шаром із 500 прихованими одиницями з нелінійністю softplus і 50-

вимірною сферичною прихованою змінною Гауса, проводилось дослідження при зміні 

параметра beta1 і beta2. Зміна параметрів проводилась в широкому діапазоні вибору гі-

перпараметрів, тобто beta1 [0, 0.9] і beta2 [0.99, 0.999, 0.9999], а також log10(α) [5, ..., 1]. 

Значення beta2 вибиралось близьким до 1, яке необхідне для стійкості для розріджених 

градієнтів, приводить до більшого зміщення ініціалізації, тому, що інтервал корекції 

зсуву є важливим у випадках повільного затухання, запобігаючи тим самим несприятли-

вому впливу на оптимізацію. Значення beta2, близькі до 1, справді призводять до неста-

більності в навчанні, коли не було поправки на зміщення, особливо в перші кілька епох 

навчання. Найкращі результати були досягнуті з малими значеннями (1 - beta2)[3] і ко-

рекцією зміщення. Це стає більш очевидним наприкінці оптимізації, коли градієнти ма-

ють тенденцію ставати рідшими, оскільки приховані блоки спеціалізуються на певних 

шаблонах. Тобто в праці [3] був представлений простий і обчислювально ефективний 

алгоритм для градієнтної оптимізації стохастичних цільових функцій. Цей метод спря-

мований на вирішення проблем машинного навчання при великих наборах даних та/або 

просторів параметрів великої розмірності. Метод поєднує в собі переваги двох нещодав-

но популярних методів оптимізації: здатність AdaGrad працювати з розрідженими граді-

єнтами та здатність RMSProp працювати з нестаціонарними завданнями.  

В нашому випадку при незначному наборі вхідних даних, коли значення beta2, бли-

зьке до 1, теж приводить до нестабільності в навчанні. А саме до появи процесу перена-

вчання. 

Розглянутий вище алгоритм оновлює експоненціальні ковзні середні градієнта 

(m(t)) і квадрата градієнта (v(t)), де гіперпараметри beta1, beta2 [0, 1) контролюють екс-

поненціальні швидкості спаду цих ковзних середніх [3]. Ковзні середні є оцінками 1-го 

моменту (середнє) і 2-го необробленого моменту (нецентрована дисперсія) градієнта. 

Однак ці ковзні середні ініціалізуються як (вектори) 0, що призводить до миттєвих оці-

нок, які зміщуються до нуля, особливо на початкових етапах часу, і особливо, коли шви-

дкості спаду малі (тобто коли beta1, beta2 близькі до 1). Гарна новина полягає в тому, що 

цьому зміщенню ініціалізації можна легко протидіяти, шляхом виправлення зміщення 

оцінки m(t) і v(t), як це описано в праці [3]. Отже метод AMSGrad використовує умови 

корекції зсуву ініціалізації.  

 



С. Свелеба, Катеринчук І., Куньо І. та ін. 

ISSN 2224-087X. Електроніка та інформаційні технології. 2023. Випуск 23 

67 

 
а) alpha = 0.005 

 
б) alpha = 0.005, В1 = 0.8 

 

 
в) alpha = 0.005, В1 = 0.8 

 

 
б) alpha = 0.005, В1 = 0.99 

 
в) alpha = 0.005, В1 = 0.99 

 
а) alpha = 0.01 

 
б) alpha = 0.01, В1 = 0.8 

 

 
в) alpha = 0.01, В1 = 0.8 

 

 
а) alpha = 0.01 

 

 
б) alpha = 0.01, В1 = 0.8 

 
в) alpha = 0.01, В1 = 0.99 

 

Рис. 5. Діаграма розгалуження (а) від величини гіперпараметра beta1, Фур’є спектри (б) та кон-

турний графік об’єктивної функції тесту з показаними результатами пошуку AMSGrad (в) при 

10 ітераціях, beta2 = 0.999. 

 

Розглянемо доданок для оцінки другого моменту[2, 3]. Нехай g буде градієнтом 

стохастичної цільової функції f, і ми хочемо оцінити його другий початковий момент 

(нецентровану дисперсію), використовуючи експоненційне ковзне середнє квадратично-

го градієнта зі швидкістю спаду beta2. Нехай g1, ..., gT — градієнти на наступних часових 

кроках, кожен з яких отримано з базового розподілу градієнта gt ~p(gt). Ініціалізуємо 

експоненціальне ковзне середнє як v0 = 0 (вектор нулів). Оновлення експоненціального 

ковзного середнього на кроці часу t здійснюється за виразом 
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vt = beta2·vt−1 + (1−beta2)·gt·gt. 

Експоненціальну швидкість затухання beta1 потрібно вибирати таким чином, щоб 

експоненціальна ковзна середня призначала малі ваги градієнтам, на попередньому кро-

ці. Те, що залишилося, це член (1- beta2(t)), який викликаний ініціалізацією поточного 

середнього. Тому в алгоритмі проходить ділення на цей член, щоб виправити зміщення 

ініціалізації. У випадку розріджених градієнтів, для надійної оцінки другого моменту 

потрібно усереднити багато градієнтів, вибравши мале значення beta2; однак це саме той 

випадок малого beta2, де відсутність корекції зміщення ініціалізації призведе до почат-

кових кроків, які є набагато більшими. 

Проведені нами дослідження показують, що за умови beta1 = 0.9, beta2 = 0.99 при 

швидкості навчання alpha = 0.002 і 100 ітераціях проходить недонавчання з похибкою 

навчання 6.6%; beta1 = 0.9, beta2 = 0.999 – недонавчання з похибкою навчання 0.016%; 

beta1 = 0.9, beta2 = 0.9999 – перенавчання з похибкою навчання 0.4%. За умови 

beta1 = 0.0, beta2 = 0.99 проходить недонавчання з похибкою навчання 5%; beta1 = 0.0, 

beta2 = 0.999 - недонавчання з похибкою навчання 10-5%; beta1 = 0.0, beta2 = 0.9999 - 

навчання з практично відсутньою похибкою навчання. Отже, отримані нами результати 

є дещо відмінними від отриманих у праці [3]. Така відмінність може бути пов’язана з 

малою вибіркою вхідних даних для навчання. Дійсно оптимізаційні методи, до яких від-

носиться метод AMSGrad, застосовують в згорткових нейромережах для швидкої оброб-

ки вхідних даних. 

Отже, стохастичний метода оптимізації AMSGrad, який був описаний в роботі [3] і 

практично продемонстровано його роботу в [2], був протестований з допомогою логіс-

тичної функції, яка описує процес подвоєння, та Фур’є спектрів функції похибки. Вста-

новлено що процес перенавчання супроводжується зміною швидкості цільової функції 

похибки, а Фур’є спектру притаманна поява гармонік. Показано, що при незначному 

наборі вхідних даних коли, значення beta2, близьке до 1, а beta1 = 0.9 спостерігається 

нестабільність в навчанні, яка зумовлена процесом перенавчання. 
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In this paper, the AMSGrad stochastic optimization method was tested using the logistic func-

tion that describes the doubling process and the Fourier spectra of the error function. 

The implementation of the gradient descent optimization algorithm using the AMSGrad 

method was carried out for a simple two-dimensional function that squares the input data of each 

measurement and determines the range of acceptable input data from -1.0 to 1.0. The program for 

minimizing the error function was implemented using Python programming language. 

The influence of hyperparameters' values beta1, beta2, and the learning rate on optimizing the 

training of this system was analyzed. Also, branching diagrams from these parameters were con-

structed.   

We found that the retraining process is accompanied by a change in the rate of the target error 

function, and the Fourier spectra are characterized by the harmonics' appearance. The instability 

in the learning process caused by the retraining process is shown to be observed in a small set of 

input data when the value of beta2 is close to 1 and beta1 = 0.9. Also, we found that a transition 

accompanies overtraining through the global minimum of the objective function, and multiple 

passages accompany the transition to chaos through the global minimum. 

Keywords: optimization methods, error function, AMSGrad, learning rate, branching dia-

grams. 
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