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Наведено частину огляду обчислюваних методів, які активно використовують у зада-

чах плазмоніки. Описано спосіб урахування за допомогою моделі Друде під час обчислень 
розмірного ефекту, який впливає на діелектричну проникність металів за надмалих розмі-
рів. Для металевих частинок, близьких за формою до сферичних та взаємодією між якими 
можна знехтувати, запропоновано використовувати теорію Мі. З метою демонстрації мож-
ливостей таких розрахунків відображено спосіб визначення розподілу за розмірами мета-
левих частинок у золях за їхніми оптичними спектрами. Для частинок металів, розміри 
яких є меншими від довжини хвилі світла, оптичні спектри можна розраховувати з викори-
станням квазістатичного наближення. Це наближення не обмежується лише сферичною 
формою, однак найбільш застосовними є наведені формули для частинок еліптичної фор-
ми. Залежно від форми частинок змінюються оптичні спектри. З’ясовано, як з вигляду оп-
тичних спектрів можна оцінити параметри форми частинок металів. Виконано порівняння 
результатів розрахунків з даними, отриманими атомно-силовою мікроскопією. 

Ключові слова: моделювання, плазмоніка, теорія Мі, квазістатичне наближення, модель 
Друде. 

 
Останнім десятиріччям інтенсивно розвивається новий напрям електроніки – нано-

плазмоніка, який ґрунтується на ефектах, пов’язаних з коливанням вільних електронів у 
металевих наноструктурах та на межі між металом і діелектриком. Особливість нано-
плазмоніки полягає у тому, що вона суміщає нанометрові розміри елементів з оптични-
ми частотами їхнього функціонування. Схематично місце плазмоніки у структурі сучас-
ної електроніки відображено на рис. 1. 

Актуальність дослідження фізичних закономірностей формування нанорозмірних 
метал-діелектричних композитів та плазмонних і електронних ефектів, що простежу-
ються під час їхньої взаємодії з електромагнітним випромінюванням, зумовлена широ-
ким використанням таких структур і неповнотою даних про плазмонні та електронні 
процеси в цих матеріалах. Уже нині на плазмонних структурах створюються плазмонні 
та фотонні кристали, просторові фільтри, логічні елементи, хвилеводні та випромінюва-
льні структури, наноантени, супер- та гіперлінзи на основі метаматеріалів, які дають 
змогу реалізувати нанорозмірну оптичну літографію [1]. 
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Особливо перспективними та важливими є застосування плазмонних ефектів у на-
ночастинках (НЧ) для лікування раку [2–4], для створення пристроїв перетворення соня-
чної енергії в електричну та плазмонних процесорів [5, 6].  

 
 

 

Рис. 1. Місце плазмоніки  
у структурі сучасної електроніки в 

координатах робоча частота–
розміри елементів схеми. 

 
Розроблена у 80-х роках ХХ ст. технологія отримання вільних металевих кластерів 

ґрунтується на адіабатичному розширенні газу з парами металу під час проходження 
ним вузького сопла: різке охолодження в разі адіабатичного розширення газу зумовлює 
“конденсацію” атомів металу в “краплі”, тобто утворення кластерів з різною кількістю 
атомів [7]. 

У сучасній технології виготовлення плазмонних матеріалів розглядають два основ-
ні підходи – знизу–уверх (bottom-up) та зверху–вниз (top-down). Перший з них ґрунту-
ється на синтезі наночастинок додаванням до зародка одиничних атомів, тоді як другий 
– на екстракції (виділенні) наночастинки з макроскопічного зразка. Також використову-
ють методи, які є комбінацією цих двох. 

Найбільше поширені методи, що належать до класу знизу–уверх, ґрунтуються на 
хімічних реакціях у твердому тілі: термічному розкладі солей металів та фотохімічних 
реакціях з участю халькогенідів срібла, які супроводжуються утворенням зародків мета-
лічної фази.  

Подальше формування наночастинок відбувається приєднанням атомів до зародків 
та/або спіканням (злипанням) окремих зародків. Розмір наночастинок залежить від умов 
термічного відпалу і може змінюватись у діапазоні від 1 до 100 нм. 

Інший метод формування наночастинок полягає в осадженні з колоїдних розчинів 
[8]. Він ґрунтується на хімічній реакції між компонентами розчину, яка переривається в 
певний момент часу. Цим методом можна отримати кластери розміром від 1 до 100 нм. 
Вони можуть довго існувати в рідкій фазі (тобто не осаджуватись та не коагулювати) 
завдяки слабким міжкластерним взаємодіям, зарядовому відштовхуванню та пасивації 
поверхні. 

Для отримання металевих наночастинок відновленням з солей останніми роками 
використовують мікроемульсії вода–олія, які формують так звані зворотні міцели [9]. У 
цьому випадку краплини води (розчинника) нанометрових розмірів, які є дисоційовани-
ми в олійній (органічній) фазі й стабілізовані поверхнево-активними речовинами, віді-
грають роль мікрореакторів для синтезу наночастинок. Отже, розмір крапель є природ-
ним мірилом для розміру наночастинок. Зазначимо, що залежно від концентрації 
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поверхнево-активних речовин, pH та інших чинників міцели можуть змінювати свою 
форму від сферичної до форми наноциліндра певної довжини, що дає змогу отримувати 
частинки різної форми. 

Ізольовані наночастинки металів отримують також випаровуванням металу за кон-
трольованої температури з подальшою його конденсацією на холодній поверхні [8]. Такі 
процеси є в основі газового синтезу наночастинок. Газофазовий синтез дає змогу отри-
мувати частинки з діаметром від двох до кількох сотень нанометрів. Для отримання кла-
стерів з меншою кількістю атомів (від декількох до сотні атомів) використовують час-
прольотну мас-спектрометрію [8]. 

Типовий приклад технології зверху–вниз ґрунтується на тривимірному обробленні 
металів за допомогою сфокусованих іонних пучків [10]. Його суть полягає у тому, що 
сфокусований іонний пучок модифікує властивості матеріалу (унаслідок порушення 
хімічних зв’язків та структури) з просторовим розділенням, яке не перевищує 5 нм, і 
глибиною до ~10 мкм. Після цього модифіковані ділянки мішені виводять з поверхні, 
відповідно, на ній залишаються наночастинки та/або наноструктури довільної форми й 
складності.  

Розроблено методи отримання наночастинок з використанням електронно-
променевої та іонно-променевої літографії. 

Одними з найбільш перспективних матеріалів плазмоніки є нанорозмірні метал-
діелектричні композити, які мають фрактальну структуру. До них належать, зокрема, 
доперколяційні ультратонкі плівки коштовних металів (Ag, Au), які містять провідну 
(кластери металу) та діелектричну (порожнини) фази. Оскільки плазмонний відгук мате-
ріалу визначений, передусім, розмірами та формою металевих частинок, а також струк-
турою інтерфейсу між наночастинкою та матрицею, то для його ефективного керування 
необхідно встановити взаємозв’язок між ними. Узгодження розрахованих спектрів з екс-
периментальними дає змогу визначати параметри нанокомпозитів. Проте величезна кі-
лькість параметрів, які впливають на властивості плазмонних матеріалів, та структурні 
розміри елементів суттєво ускладнюють експериментальне дослідження. Тому на пер-
ший план виходять методи комп’ютерного моделювання, які дають змогу за порівняно 
короткий термін дослідити матеріали з різними властивостями, пояснити та часто пе-
редбачити експериментальні результати. Є низка перевірених моделей, які дають прави-
льні результати для матеріалів плазмоніки. Саме їх і розглянемо далі. 

Модель Друде–Зоммерфельда. В оптичному діапазоні частот властивості металів 
можна зрозуміти на основі плазменної моделі, або моделі вільних електронів [11–13], у 
якій уважають, що електрони металу – це газ вільних електронів з концентрацією n, що 
рухаються відносно нерухомих іонних остовів кристалічної ґратки. Ділянка застосуван-
ня цієї моделі для лужних металів досягає ультрафіолетового діапазону, тоді як для ко-
штовних металів (золото, срібло) міжзонні переходи проходять уже у видимій ділянці, 
що обмежує застосування простої плазменної моделі. Неоднорідності потенціалу ґратки 
та електрон-електронні взаємодії у межах цього підходу не враховують, натомість за-
мість маси вільних електронів уводять ефективну масу електрона m* (модель квазівіль-
них електронів). 

Вираз для відносної діелектричної проникності газу вільних електронів має вигляд 
[13] 
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де 2 24 *pl ne mω = π  – плазмонна частота газу вільних електронів.  
Дійсна та уявна частини відносної комплексної діелектричної проникності 

1 2( ) ( ) ( )iε ω = ε ω + ε ω  визначені співвідношеннями 
2 2

1 2 2( ) 1 ,
(1 )

plω τ
ε ω = −

+ω τ
 (2) 

2 2

2 2 2( ) ,
(1 )

plω τ
ε ω =

ω +ω τ
 (3) 

де враховано, що 1γ = τ . За частот ω < ωpl метали зберігають свої властивості погли-
нання. Для близьких до ωpl частот добуток ωτ >> 1, що призводить до малого поглинан-
ня. У цьому частотному діапазоні ε(ω) є дійсною величиною: 

2

2( ) 1 ,plω
ε ω = −

ω
 (4) 

яка може характеризувати діелектричну проникність газу вільних електронів.  
Зазначимо, що поведінка коштовних металів у частотному діапазоні ω < ωpl повніс-

тю змінюється через міжзонні переходи, що призводить до збільшення уявної частини 
діелектричної проникності ε2. Для них необхідне ускладнення цієї моделі в ділянці 
ω > ωpl (де відгук, зумовлений вільними s-електронами), бо близька до поверхні Фермі 
заповнена d-зона зумовлює високу поляризацію навколишнього середовища [14]. 

Цю залишкову поляризацію, зумовлену додатним фоном іонних остовів, можна 
описати додаванням доданка, що відображає поляризацію, зумовлену вільними електро-
нами. Цей ефект описує, очевидно, діелектрична стала (зазвичай 1 ≤ ε∞ ≤ 10), тому мож-
на записати 

2

2( ) pl

i∞

ω
ε ω = ε −

ω + γω
. (5) 

Порівнянням діелектричної проникності за формулою (5) з експериментально ви-
значеними даними для золота та срібла [15] можна визначити діапазон її застосовування. 
Для золота цей спектральний діапазон становить до 2 еВ, для срібла ж модель задовіль-
но описує діелектричну проникність до енергій ~ 3,5 еВ. Відхилення експериментальних 
значень діелектричної проникності виникає завдяки міжзонним переходам [14, 16], що 
призводить до зростання ε2. Застосування моделі вільних електронів у цьому діапазоні 
стає неможливим без додаткових поправок. 

У випадку малих металевих НЧ простежується залежність діелектричної проникно-
сті від розмірів НЧ. Це зумовлено зменшенням середньої довжини вільного пробігу еле-
ктрона внаслідок його зіткнення з поверхнею частинки. Відповідно, стала загасання тео-
рії Друде, яка обернено пропорційна до часу між зіткненнями електронів провідності, 
збільшується [17]. 

Під час розгляду розмірних ефектів розрізняють внутрішні й зовнішні [18]. Внут-
рішні ефекти пов’язані з загасанням коливань електронів: під час збудження поверхне-
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вих плазмонів рух електронів загасає через розсіювання на йонних остовах та на межі з 
поверхнею. Загасання для електронних коливань виражає формула [19] 

0 / .FAv Rγ = γ +  (6) 
Перший доданок (γ0) описує загасання внаслідок розсіяння на йонних остовах. Він 

не залежить від розміру та за порядком γ0 = vF/l∞, де vF – Фермі швидкість електронів;  
l∞ – середня довжина вільного пробігу електронів. Цей доданок залежить тільки від при-
роди металу та його кристалічної ґратки. Для срібла vF = 1,39 × 106 м/с, l∞ = 52 нм, тому 
γ0 = 2,6 × 1013 с−1 [20]. 

Другий доданок у формулі (6) описує розмірний ефект ε(ω). Кількість електронів, 
що розсіюються у приповерхневій ділянці НЧ, залежить від швидкості: чим більша шви-
дкість осцилювальних електронів (що близька до швидкості Фермі), тим більше розсі-
яння електронів об поверхню під час їхнього руху (тобто більша товщина приповерх-
невої ділянки). Одночасно зі збільшенням розмірів НЧ частка електронів у приповерхне-
вій ділянці зменшується, а отже, зменшується загальне загасання. Як бачимо, по-
верхневе загасання є пропорційним до швидкості Фермі в металі й обернено 
пропорційним до радіуса НЧ. Константа А – це залежна від матеріалу НЧ стала, яка вра-
ховує особливості поверхні розсіювання: дефектності граней, покриття поверхні, дефор-
мації тощо [17, 21]. Її, зазвичай, розглядають як феноменологічний параметр. Значення 
параметра A є в межах від 0,25 (для вільних частинок у вакуумі) до 3,6, коли частинки 
перебувають у діелектричному середовищі [22]. 

Відомо, що зі збільшенням сталої загасання γ зменшується інтенсивність і зростає 
ширина смуги резонансу лінійного осцилятора [18, 21]. Одночасно вплив γ на резонанс-
ну частоту є незначним: простежується невеликий зсув частоти у довгохвильову ділян-
ку. 

На рис. 2 показано розраховані за формулою (6) внески в загальний коефіцієнт γ 
доданка AvF/R для срібла для різних значень А. Значення γ0 = 2,6·1013 с–1 вважають одна-
ковим для НЧ різних радіусів. 

Рис. 2. Порівняння внеску γ0 та AvF/R у 
діелектричну проникність ε срібла для 

різних значень А, які позначені  
цифрами біля відповідних кривих. 

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
0.0

2.0x1013

4.0x1013

6.0x1013

8.0x1013

1.0x1014

γ-
γ 0

, с
-1

R, нм

0,25
0,5

1 1,2
1,5 2 2,5 3 3,6 γ0=2,6x1013,c-1

 
 
З порівняння кривих рис. 2 випливає, що у випадку малих радіусів НЧ (R < 10 нм) 

внесок доданка AvF/R є важливим навіть для малих значень А. Зі збільшенням А його 
внесок доданка AvF/R є суттєвим і для частинок більших розмірів. 

Теорія Мі. Найбільш поширені матеріали плазмоніки складаються з сукупності ме-
талевих наночастинок у діелектричному середовищі. Для розрахунку спектрів екстинк-
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ції сферичних наночастинок металу в діелектричному середовищі широко використову-
ють теорію Мі [16, 23]. У ній уважають, що положення частинок у середовищі є випад-
ковим. Відповідно, фази хвиль, розсіяних окремими частинками, є некорельованими, 
тобто відбувається некогерентне розсіяння. Використання цієї теорії можливе у випадку 
частинок, що не взаємодіють, тобто якщо відстані між частинками є суттєво більшими, 
ніж їхній розмір. У цьому разі вважають, що всі частинки мають однакові склад та роз-
міри. За таких наближень повна інтенсивність світла, розсіяного скупченням (ансамб-
лем) частинок, дорівнює сумі інтенсивностей світла, розсіяного окремими частинками. 

Розрахунок спектрів у межах теорії Мі полягає в обчисленні екстинкції (поглинан-
ня + розсіяння) плоскої лінійно поляризованої монохроматичної хвилі, описуваної часо-
вою залежністю вигляду ехр(–iωt), на сфері радіусом r, яка розміщена в однорідному, 
ізотропному і непоглинальному середовищі. Підхід, який використовують у теорії Мі, 
ґрунтується на розкладі внутрішнього поля сфери та розсіяного нею поля в ряди з нор-
мальних мод [16, 23]. 

К. Борен і Д. Хафмен уперше отримали вирази для ефективного перерізу екстинкції 
Cext(λ, r), розсіяння Csca(λ, r) та поглинання Cabs(λ, r) в теорії Мі для кульки радіусом r, 
які визначають зі співвідношень [16] 

2
1

2( , ) (2 1)Re( )ext n n
n

C r n a b
k

∞

=

π
λ = + +∑ , (7) 

( )( )2 2

2
1

2( , ) 2 1sca n n
n

C r n a b
k

∞

=

π
λ = + +∑ , (8) 

( , ) ( , ) ( , ),abs ext scaC r C r C rλ = λ − λ  (9) 

де k = 2π/λ . Коефіцієнти an та bn задані рівняннями 
2

2 (1) (1)

( )[ ( )] ' ( )[ ( )] '
( )[ ( )] ' ( )[ ( )] '

n n n n
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n n n n

m j x xj x j x mxj mx
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m j mx xh x h x mxj mx
−
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−

, (10) 

(1) (1)

( )[ ( )]' ( )[ ( )]'
( )[ ( )]' ( )[ ( )]'

n n n n
n

n n n n

j x xj x j x mxj mx
b

j mx xh x h x mxj mx
−

=
−

, (11) 

де штрих означає похідну за аргументом; jn(x) та hn
(1)(x) – сферичні функції Бесселя та 

Ганкеля, відповідно; x = kr – дифракційний параметр, який є добутком модуля хвильово-
го вектора на радіус НЧ; m2 = ε / εm – відносна комплексна діелектрична проникність 
матеріалу частинки; εm – діелектрична проникність навколишнього середовища. 

Коефіцієнти екстинкції, розсіяння та поглинання отримують з відповідних ефекти-
вних перерізів зі співвідношень 

/ ,   / ,   / ,ext ext sca sca abs absQ C S Q C S Q C S= = =  (12) 
де S – площа перерізу НЧ у напрямі падіння світла. Для кулі радіусом r 2S r= π . 

Коефіцієнти na  і nb  у співвідношеннях (4)–(5) розраховують за допомогою вико-
ристання рекурентних співвідношень функцій Бесселя 

1
( )

( ) ( ) ,n
n n

n x
x x

x−

ψ′ψ = ψ −  1
( )

( ) ( ) .n
n n

n x
x x

x−

ξ′ξ = ξ −  (13) 

Знаходження ефективного перерізу екстинкції (7) з найменшою похибкою зводить-
ся до підсумовування скінченної, проте достатньої великої кількості членів ряду N. З 
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іншого боку, за великої кількості членів ряду N нагромаджується значна похибка округ-
лень, що спотворює результат. Отже, виникає проблема вибору оптимального значення 
N. Для вирішення цієї проблеми використано критерій, запропонований Кхаром [16], 
згідно з яким кількість членів N суми ряду визначають з виразу 

1
34 2N x x= + + , (14) 

де х – дифракційний параметр, використаний у формулах (10), (11). 
На рис. 3 показано спектри екстинкції малих (2–8 нм) НЧ срібла, які розраховані 

без урахування та з урахуванням розмірного ефекту відносної діелектричної проникнос-
ті металу. Приймали, що розмірний параметр для наведених спектрів A = 0,75 [16]. 

 

330 340 350 360 370 380 390 400
0

1

2

3

4

5

6

Q
ex

t

λ,

радіус, нм
 2
 4
 6
 8

 
330 340 350 360 370 380 390 400
0

1

2

3

4

5

6

Q
ex

t

λ,

радіус, нм
 2
 4
 6
 8

 
а б 

Рис. 3. Спектри екстинкції НЧ Ag малих розмірів, розраховані без урахування (а)  
та з урахуванням (б) розмірного ефекту відносної діелектричної проникності срібла. 

 
З рис. 3 бачимо, що в цьому діапазоні радіусів спектри екстинкції – це симетричні 

смуги з максимумом при 355 нм, положення якого не залежить від розмірів НЧ і є одна-
ковим у разі розрахунків з урахуванням та без урахування розмірної залежності ε. Ура-
хування розмірного ефекту впливає на значення максимуму коефіцієнта екстинкції та 
півширину смуги.  

З’ясовано, що півширина смуги екстинкції, розрахованої з урахуванням розмірного 
ефекту ε, є значно більшою і зменшується зі збільшенням радіуса НЧ. У цьому діапазоні 
радіусів півширина смуги екстинкції, розрахованої без урахування розмірної залежності 
ε, практично не залежить від радіуса НЧ. 

Урахування розмірного ефекту зумовлює зменшення значення екстинкції в макси-
мумі смуги, що узгоджується з літературними даними [16]. Для обох способів розрахун-
ку значення екстинкції лінійно зростає зі збільшенням радіуса НЧ, однак швидкість зро-
стання є різною (див. рис. 3, б). 

Отже, з отриманих результатів випливає, що у випадку розрахунку спектрів ексти-
нкції необхідно враховувати розмірний ефект коректним заданням розмірного 
параметра А.  

На рис. 4 відображено розраховані спектри екстинкції для срібних та золотих НЧ 
різних радіусів з урахуванням розмірного ефекту (розмірний параметр А = 0,75 [16]). 
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Рис. 4. Розраховані в рамках теорії Мі спектри екстинкції срібних (а) та золотих (б) НЧ  
з урахуванням розмірного ефекту A = 0,75. 

 
З аналізу розрахованих спектрів випливає, що зі збільшенням розмірів НЧ просте-

жується збільшення коефіцієнта екстинкції смуги поверхневого плазмонного резонансу 
(ППР), довгохвильове зміщення максимуму спектра з 355 до 414 нм та розширення сму-
ги. У разі великих радіусів НЧ (R > 50 нм) у спектрах екстинкції срібних НЧ з’являється 
короткохвильова смуга з максимумом у ділянці 355–360 нм, яка пов’язана зі збуджен-
ням квадрупольних мод. 

Для срібних НЧ зміщення максимуму смуги в довгохвильову ділянку виникає за 
радіусів R > 8 нм, а залежність λ(R) є нелінійною. Коефіцієнт екстинкції нелінійно зрос-
тає зі збільшенням R, досягаючи максимуму за радіуса частинки ~ 30 нм (див. рис. 4, а). 

Максимум смуги плазмонного резонансу для золотих НЧ, згідно з умовою Фрьолі-
ха, реєструють у діапазоні 505–540 нм [24]. Зі збільшенням радіуса золотих НЧ макси-
мум смуги ППР зміщується від 506 до 530 нм [24]. Як і у випадку НЧ срібла, фіксують 
нелінійне зміщення максимуму спектра екстинкції золотих НЧ у довгохвильову ділянку 
зі збільшенням їхнього розміру. Амплітуда максимуму спектра екстинкції зростає зі збі-
льшенням радіуса і, на відміну від срібних НЧ, не має екстремуму (див. рис. 4, б). 

Порівняння з експериментальними даними. Типовим прикладом системи НЧ, 
що не взаємодіють, можуть слугувати золі металів. На рис. 5 зображено спектр екстинк-
ції гідрозолів срібла двох видів: з малим і великим радіусом НЧ. Критерій належності 
НЧ до певного класу визначали, порівнюючи їхні розміри 2R та довжину вільного пробі-
гу l носіїв заряду: якщо R < l, то частинки вважають малими, у разі R ≈ l – великими. 
Довжина вільного пробігу вільних носіїв у сріблі, за даними різних авторів, становить l 
≈ 60–100 нм [25]. 

В експериментальному спектрі екстинкції гідрозолю срібла з НЧ радіусом R = 2 нм 
максимум смуги простежується при 410 нм (див. рис. 5), а розрахований – при 365 нм 
(див. рис. 3). Тому узгодження спектрального положення максимуму смуги досягали 
зменшенням концентрації вільних носіїв зарядів. Справді, у теорії Мі залежність макси-
муму смуги плазмонного резонансу від концентрації вільних носіїв описує вираз [22] 

( )1
0

2 1 ,
* m

n
m

ω = ε + + χ
ε

 (15) 
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де εm та χ1 – діелектрична функція матеріалу середовища та дійсна частина внеску 
сприйнятливості оптичного міжзонного переходу, відповідно; ε0 та m* – діелектрична 
стала та ефективна маса електронів провідності. 

 

Рис. 5. Нормований до максимуму спектр екс-
тинкції гідрозолів срібла з малими  

(R ≈ 2 нм) (крива 1) та великими (R ≈ 45 нм) 
(крива 2) радіусами НЧ. 
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Збіг спектрального положення смуг ППР експериментального та розрахованого 

спектрів досягнуто за умови зменшення концентрації вільних носіїв n1 = 0,8·n (рис. 6). 
 

Рис. 6. Порівняння експериментального та 
розрахованих спектрів екстинкції гідрозолю 
срібла з НЧ радіусом R = 2 нм; розрахунок 
виконано з відносною концентрацією віль-
них носіїв заряду n1 = 0,8·n та різними  

значеннями коефіцієнтів розмірного ефекту: 
А = 0 та 1.1. 
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Фізична причина такого зменшення концентрації вільних носіїв може бути пов’яза-

на з формуванням поверхневими атомами НЧ разом з молекулами навколишнього сере-
довища акцепторних рівнів, на яких локалізуються вільні носії. 

Оцінимо ймовірну густину акцепторних рівнів. Кількість атомів у НЧ з радіусом R 
3( / )WSN R r= , де rws = 0,16 нм – радіус Вігнера–Зейтца для срібла [13]. Для R = 2 нм 

отримуємо, що N = 1,9·103. При великих N частку поверхневих атомів можна оцінити зі 
співвідношення 1/34f N −=  [26], для розглядуваного випадку 0,32f = . Отже, для сріб-
ної НЧ радіусом 2 нм приблизно 32 % атомів є поверхневими. З іншого боку, збіг спект-
рального положення смуг ППР досягається у разі зменшення концентрації носіїв на 
20 %. Із зіставлення кількості поверхневих атомів та кількості локалізованих носіїв ви-
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пливає, що приблизно три поверхневі атоми срібла формують два акцепторні рівні, на 
які відбувається захоплення вільних носіїв. 

Півширина експериментального спектра Δω = 0,74 еВ і є більшою від розрахованої 
Δω = 0,63 еВ (для значення А = 1,1). Така відмінність півширин може бути пов’язана з 
тим, що під час синтезу формуються частинки різних радіусів, які й зумовлюють неод-
норідне розширення спектра. 

На рис. 7, а зображено спектр екстинкції гідрозолю срібла з “великими” частинка-
ми та розрахований спектр екстинкції НЧ радіусом 46 нм у рамках теорії Мі. За великих 
радіусів НЧ відбувається “розщеплення” смуги екстинкції, тобто виникає більш корот-
кохвильова компонента, яка пов’язана з екстинкцією квадрупольних мод (див. рис. 4, а). 
Максимум квадрупольних мод при 386 нм, як і у випадку дипольних мод, зміщується у 
довгохвильову ділянку зі збільшенням розміру НЧ. 
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Рис. 7. Порівняння експериментальних спектрів екстинкції (суцільні криві) з розрахованими  
спектрами (пунктирні) для гідрозолю з “великими” НЧ радіусом 46 нм у воді (а)  

та гідрозолю з НЧ радіусом 28 нм у спирті (б). 
 
На рис. 7, б показано спектр екстинкції срібних НЧ, що формуються у спиртовому 

розчині AgNO3 під дією УФ-опромінення. Для отримання НЧ формували насичений роз-
чин AgNO3 у спирті C2H5OH, який опромінювали впродовж ~15 хв ртутною лампою, 
найінтенсивніша лінія якої міститься в ділянці 365 нм. У процесі УФ-опромінення в роз-
чині формуються кластери та НЧ срібла, розміри яких залежать від умов отримання. 
Добрий збіг експериментального спектра з розрахованим виникає за радіуса НЧ 
R = 28 нм, А = 0,75. Отримане значення R майже вдвічі більше, ніж оцінене з півширини 
смуги (R = 15 нм). Це може бути пов’язано з тим, що значення експериментальної пів-
ширини ∆ω завищене внаслідок неоднорідного розширення смуги через існування час-
тинок різних розмірів. Відповідно, значення радіуса, оціненого зі співвідношення 

/FR v= Δω , є меншим від реального. 
З наведених результатів випливає, що теорія Мі (див. рис. 7, б) задовільно описує 

спектри реальних гідрозолів. Незбіжності між експериментальними та розрахованими 
спектрами можуть бути зумовлені низкою чинників, найголовніші з яких пов’язані з 
існуванням у реальних золях НЧ з різними розмірами та відмінною від сферичної фор-
мою. 
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Розрахунок спектрів на підставі теорії Мі, в основі якої розглядають ізольовані час-
тинки однакового розміру, є лише частковим випадком моделі частинок різного радіуса, 
що не взаємодіють, в діелектричному середовищі. Отже, необхідно розглядати характе-
ристики спектрів екстинкції частинок різного розміру та форми. 

Визначення розподілу за розмірами частинок із їхніх оптичних спектрів. Роз-
міри та розподіли за розмірами НЧ металу в гідрозолях суттєво впливають на їхні влас-
тивості, тому визначення розподілів за розмірами є актуальним завданням нанотехноло-
гій [27]. Зазвичай, для вирішення цього завдання використовують атомно-силову та 
трансмісійну електронну мікроскопію [28]. Ці методи, які за суттю є локальними, потре-
бують спеціальної процедури попередньої підготовки зразків, а отже, їх неможливо без-
посередньо застосовувати для визначення розподілу частинок за розмірами в золях. Се-
ред можливих методів визначення розмірів частинок у розчинах та золях останніми 
роками використовують метод динамічного світлового розсіяння [29], для реалізації яко-
го необхідно мати відповідне складне обладнання [30]. 

Оптичні спектри золів з низькою концентрацією НЧ зумовлені сумарним впливом 
частинок різних розмірів, що не взаємодіють. Унаслідок цього можливе знаходження 
розподілу частинок за радіусами з оптичних спектрів [31, 32].  

Суть методу полягає у визначенні сукупності вагових коефіцієнтів [32], що відпові-
дають внеску частинок певного радіуса в сумарний експериментальний спектр екстинк-
ції золю. Коефіцієнти визначають мінімізацією середньоквадратичного відхилення між 
експериментальним і розрахованим спектрами екстинкції досліджуваної системи НЧ. 

Для реалізації запропонованого методу вибирають прогнозований набір з n радіусів 
частинок, наприклад, від 1 до 20 нм з кроком в 1 нм. Для всіх частинок з вибраними ра-
діусами на основі теорії Мі розраховують спектри екстинкції в діапазоні довжин хвиль, 
де вимірювали експериментальні спектри.  

Експериментальний спектр El у “просторі” довжин хвиль можна зобразити векто-
ром, що містить m “компонент” для різних довжин хвиль λi (i = 1, … m). Розраховані 
спектри Cji (j = 1, … n; i = 1, … m) у цьому ж “просторі” формують матрицю C з n стовп-
цями та m рядками, кожен елемент Cji якої задає значення екстинкції кульки з радіусом ri 
на довжині хвилі λj. За такого зображення кожну точку експериментальної кривої El мо-
жна апроксимувати лінійною комбінацією розрахованих значень екстинкції Cjl (j = 
= 1, … n) на вибраній довжині хвилі λl: 

1

n

l jl j
j

E C
=

= ω∑ , (16) 

де ωj – вага внеску j-ї частинки в сумарний спектр. Тоді апроксимацію експерименталь-
ного спектра E досягають мінімізацією середньоквадратичного відхилення (СКВ) 

2

1 1

m n

i ji j
i j

S E C
= =

⎛ ⎞
= − ω⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ . (17) 

Таку мінімізацію виконували двома способами: методом найшвидшого спуску та 
методом Монте-Карло. Точність апроксимації визначали з середньоквадратичного від-
хилення за формулою 
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| |

m

i
i

S

E
=

δ =

∑
 (18) 

Рівняння для мінімізації середньоквадратичного відхилення (17) зводиться до мат-
ричного рівняння [33] 

( ) 0,TC CW E− =  (19) 

де E – вектор-стовпець “компонент” експериментального спектра; W – вектор-стовпець 
ваг для розрахованих спектрів екстинкції; C – матриця розрахованих екстинкцій для 
різних довжин хвиль і розмірів НЧ; T – операція транспонування. 

Останнє рівняння можна переписати у вигляді 
,FW T=  (20) 

де введено такі позначення: * ; *Т ТF C C T C E= = . 
Для розв’язку матричного рівняння (20) необхідно задати початкові значення век-

тора W = W0, які повинні бути невід’ємні (W ≥ 0). 
Цикл починається з обчислення похибки для вибраного W0: 

0.R T FW= −  (21) 

Далі обчислюють скалярну величину 

,
( )

T

T

R Ra
R FR

=  (22) 

за допомогою якої отримують таке наближення для розв’язку матричного рівняння: 

0 .W R aW= +  (23) 

Після завершення циклу розраховують точність розв’язку (18) і в разі недостатньої 
точності відбувається повернення до початку циклу. 

Для розв’язування рівняння (17) задають початкові значення вектора W, наприклад, 
W = W0 = 1, для яких розраховують спектр і середньоквадратичне відхилення для експе-
риментальної та розрахованої кривих. 

Першим кроком циклу є зміна всіх вагових коефіцієнтів на випадкову величину в 
діапазоні (0, 2wi]. Тобто ваги можуть зростати вдвічі або прямувати до нуля. Для нових 
ваг розраховують спектр та нове СКВ. 

У запропонованому методі СКВ відіграє роль енергії в класичному методі Монте-
Карло [34]. Тому якщо СКВ для нового набору ваг зменшується, то його приймають. У 
протилежному випадку, тобто коли СКВ зростає, змінений набір ваг відкидають. Цей 
підхід не приводить до застрягання в локальному розв’язку внаслідок можливості знач-
них змін ваг у разі випадкових корекцій. 

Запропонований метод дає змогу визначити розподіл частинок за радіусами з екс-
периментального спектра екстинкції. Щоб його реалізувати, необхідно розрахувати в 
рамках теорії Мі спектри екстинкції НЧ різних радіусів з урахуванням розмірного ефек-
ту. Для цього треба знати оптичні константи середовища та матеріалу частинок. Також у 
разі моделювання потрібно врахувати розмірну залежність відносної діелектричної про-
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никності металу. Під час розрахунків спектрів екстинкції гідрозолю срібла використову-
вали значення розмірного параметра A = 1,1. 

На рис. 8 зображено експериментальний спектр екстинкції золю срібла з радіусом 
НЧ R = 2 нм, розрахований за формулою (16), а також отриманий зі спектра розподіл НЧ 
за розмірами та його апроксимацію нормальним (гаусовим) розподілом. Як бачимо, мак-
симум розподілу є при 2,5–3,0 нм. 

Коректність запропонованого підходу знаходження розподілів частинок за розмі-
рами підтверджено його порівнянням з мікроскопічними даними осушеного гідрозолю. 
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Рис. 8. Експериментальний і розрахований за формулою (16) спектри екстинкції гідрозолю срібла 
(R ≈ 2 нм) (а). Розрахований зі спектра розподіл НЧ за розмірами (стовпці) та його апроксимація 

гаусовим розподілом (суцільна крива) (б). 
 
На рис. 9, а показано ТЕМ зображення осушеного гідрозолю срібла, спектри ексти-

нкції якого є на рис. 6 та 9. Опрацюванням цифрових зображень визначено, що розміри 
НЧ срібла становлять 1,5–2,0 нм, відстані між частинками – 5–7 нм, а форму розподілу 
також задовільно описує крива розподілу Гауса (рис. 9, б). 
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Рис. 9. ТЕМ зображення (а) та отриманий з нього розподіл (з нормальною апроксимацією)  
частинок за радіусом (б) гідрозолю срібла. 
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Порівняємо розподіли, показані на рис. 8, б та 9, б. Перш за все, у розрахованому 
розподілі (див. рис. 8, б) не фіксуються НЧ з радіусами R > 5 нм (на відміну від розподі-
лів, отриманих з мікроскопічних даних). Це може бути зумовлено “зливанням” НЧ осу-
шеного гідрозолю на зображенні. Іншими словами, сукупність декількох частинок під 
час опрацювання зображення розглядають як частинки великого розміру, яких насправді 
нема у золі. 

Інша причина незбіжності може бути пов’язана з локальністю мікроскопічного ме-
тоду – досліджують тільки окрему частину зразка, показану на рис. 9. Не виключено, що 
розподіл та розміри НЧ на іншій ділянці зображення можуть бути іншими. 

На рис. 10, а зображено експериментальний (див. також рис. 7) і розрахований за 
формулою (16) спектри екстинкції НЧ срібла, отриманих з насиченого спиртового роз-
чину AgNO3. Розрахований зі спектра екстинкції розподіл НЧ срібла за розмірами пока-
зано на рис.  10, б. 
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Рис. 10. Експериментальний і розрахований за формулою (16) спектри екстинкції НЧ срібла, 
отриманих з насиченого спиртового розчину AgNO3 (а),  
та розрахований зі спектра розподіл НЧ за розмірами (б). 

 
Задовільна збіжність експериментального та розрахованого спектрів екстинкції 

(рис. 10, а) свідчить про те, що визначений зі спектрів розподіл НЧ за розмірами 
(рис. 10, б) добре відтворює реальний розподіл. З цього випливає, що в разі УФ-
опромінення насиченого спиртового розчину AgNO3 упродовж ~15 хв формуються, го-
ловно, НЧ срібла з радіусами від 22 до 30 нм. За таких умов формуються також НЧ мен-
ших розмірів (5–20 нм), однак їхня кількість є, принаймні, на порядок меншою. 

Квазістатичне наближення. Якщо провідні частинки є меншими, ніж довжина 
хвилі світла, то фазу гармонічно осцилювального електромагнітного поля в об’ємі час-
тинки можна вважати сталою, а просторовий розподіл поля можна знайти зі спрощеної 
задачі про частинку в однорідному полі. Розв’язавши задачу про просторовий розподіл 
амплітуд поля, можна вважати часові фази гармонік однаковими для будь-яких точок у 
частинці. Така апроксимація достатньо точно описує оптичні властивості частинок, роз-
міри яких не перевищують ~ 100 нм. 

Найпростіший випадок та найбільш зручний для аналітичного розгляду – однорідна 
ізотропна діелектрична куля радіусом a, що перебуває в однорідному електричному полі 
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з напруженістю 0E E z= . Уважатимемо навколишнє середовище ізотропним та непог-
линальним з діелектричною проникністю mε , а силові лінії електричного поля на доста-
тньо великій відстані від кулі паралельними до осі z. Діелектрична проникність метале-
вої частинки ( )ε ω  є комплексною. 

Поляризованість α для кулі в діелектричному середовищі визначають зі співвідно-
шення 

0 3 .
2

m
j

m

a
ε − ε

α =
ε + ε

 (24) 

Оскільки куля в електричному полі поводиться як диполь, то поле, створене таким 
диполем, розглядають тільки у ближній зоні (kr << 1), а його напруженість визначають зі 
співвідношення 

( )
3

3 1 .
m

n n p p
E

r

⋅ −
=

ε
 (25) 

З урахуванням поляризованості кулі (24) [23] ефективний переріз екстинкції (су-
перпозиції поглинання та розсіяння) Cext у квазістатичному наближенні задають співвід-
ношенням 

34 Im[ ] 4 Im .
2

m
ext

m

C k ka
⎡ ⎤ε − ε

= π α = π ⎢ ⎥ε + ε⎣ ⎦
 (26) 

На рис. 11 показаний поперечний переріз екстинкції срібної кулі в квазістатичній 
апроксимації, розрахований з використанням формули (26) для двох різних середовищ. 

 

 
Рис. 11. Переріз екстинкції, розрахований  
за формулою (26) для срібної кулі в повітрі 

(менший максимум) та в кремнії  
(більший максимум) зі значеннями  
діелектричної проникності [17].  

 
Значно цікавішим випадком у квазістатичному наближенні є розрахунок спектрів 

екстинкції сфероїда (еліпсоїда обертання) з різними довжинами осей. Переріз екстинкції 
металевого сфероїда в рамках квазістатичного наближення описує формула [16, 23] 

( )2 14 Im 3 3ext x zC k= π α + α , (27) 
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де αx та αz – поляризованості, що відповідають модам коливань удовж осей a та c сферо-
їда. У формулі (27) враховано, що для однакових осей (a = b) поляризованості є однако-
вими αx = αy. Значення поляризованостей задають співвідношеннями [16, 23] 

2

1

( )
,

3 ( ( ) )
m

x
m m

ca
L
ε ω − ε

α =
ε + ε ω − ε

2

0

( )
,

3 ( ( ) )
m

z
m m

ca
L
ε ω − ε

α =
ε + ε ω − ε

 (28) 

де mε  – діелектрична проникність середовища; ε(ω) – діелектрична проникність металу 
частинки. У вирази для αx та αz входять також головні коефіцієнти деполяризації L1 та L0, 
загальний вираз для яких має різний вигляд залежно від форми сфероїда [16, 23]. Для 
витягнутого сфероїда 

( )2 0 0
0 0

0

1
1 ln 1 ,

2 1
L

⎛ ⎞⎛ ⎞ξ ξ +
= ξ − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ξ −⎝ ⎠⎝ ⎠

1 0
1 (1 )2L L= − , (29) 

де величину 2 2 2
0 / ( )c c aξ = −  називають геометричним коефіцієнтом. 

Для сплюснутого сфероїда 

( )2
0 0 0 01 (1 arcctg ),L = +ξ −ξ ξ 1 0

1 (1 )2L L= − , (30) 

а геометричний коефіцієнт 2 2 2
0 / ( )c a cξ = − . 

Ці формули дають змогу розрахувати частотну залежність перерізу екстинкції Cext 
сфероїда, якщо використати спектральну залежність комплексної діелектричної проник-
ності металу ε(ω) сфероїда, діелектричну проникність навколишнього середовища mε  і 
співвідношення між головними осями a та c.  

Зазначимо, що залежності σ/S, де S – площа частинки, від розміру у наведених фо-
рмулах нема, а розмір обмежений лише рамками квазістатичного наближення R << λ. 

Розрахований спектр поглинання сфероїдальної частинки срібла в діелектричному 
середовищі з 1dε =  містить дві яскраво виражені смуги, що відповідають двом основ-
ним плазмонним модам сфероїда (рис. 12). Ці смуги достатньо вузькі, і їхні півширини 
ΔE ≈ 0,25–0,32 еВ. Отримані значення ΔE є значно меншими від експериментальних, які 
становлять ΔE ≈ 0,8–1,2 еВ. Невідповідність між півширинами розрахованих та експе-
риментальних смуг може бути пов’язана з неоднорідністю розподілу геометричної 
форми частинок у реальних структурах, що призводить до розширення смуги погли-
нання.  
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Рис. 12. Розрахований спектр перерізу 
поглинання сфероїдальної металевої 

частинки срібла  
в діелектричному середовищі. 
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На рис. 13 показано залежність положення максимумів спектра поглинання сферо-
їдальної частинки Ag від співвідношення між головними осями. Точка c = a, або 

/ 1c a = , відповідає випадку сферичної частинки. При / 1c a <  сфероїд має сплюснуту 
форму, яка при / 0c a →  наближається за формою до диска. При / 1c a >  сфероїд є ви-
довженим, зі збільшенням c/a його форма наближається до форми стрижня.  

Рис. 13. Розрахована у квазістатичному 
наближенні залежність положення  
максимумів перерізу поглинання  

від співвідношення між головними осями 
металевого сфероїда  

з еквівалентним діаметром 40 нм. 
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Кожному співвідношенню осей сфероїда c/a відповідає деяке енергетичне розщеп-

лення ΔE. Експериментальна ширина смуг поглинання може суттєво відрізнятись від 
розрахованої (див. рис. 12), бо насправді частинки можуть мати деякий розподіл за роз-
мірами та формою. Однак з порівняння енергетичного розщеплення експериментальних 
спектрів та даних рис. 13 можна оцінити усереднене співвідношення осей сфероїда. Ми 
дослідили набір ультратонких острівцевих плівок срібла різної масової товщини [35]. 
Енергетичне розщеплення визначали з апроксимації експериментальних спектрів парою 
гаусівських функцій (рис. 14) у координатах енергії. 
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Рис. 14. Визначення енергетичного розщеплен-
ня спектра поглинання з його покриття двома 

пік-функціями Ґауса. 
Крива 1 – експериментальний спектр (пунктирна 

лінія); криві 2, 3 – функції Ґауса; крива 4 – суперпо-
зиція кривих 2 та 3. 

 
Отримані значення з порівняння експериментального енергетичного розщеплення 

та розрахованого у моделі наведені в таблиці. У ній також для порівняння зазначено усе-
реднені параметри співвідношення /c a , отримані методом атомно-силової мікроскопії 
(АСМ) [35]. 

 
Співвідношення між головними осями сфероїда c/a,  

отримані з опрацювання експериментальних спектрів та даних АСМ 
 

dm, нм c/a(Оптика) c/a(АСМ) 
1,0 1,40 1,39 
1,1 1,41 1,42 
1,2 1,43 1,44 
1,5 1,45 1,43 
1,8 1,51 1,55 

 
На підставі цих результатів можна запропонувати експрес-метод оцінки відношен-

ня /c a  сфероїдів зі спектрів плазмонного поглинання. Для цього зі спектрів поглинання 
необхідно визначити розщеплення EΔ . Це виконують за допомогою апроксимації екс-
периментальних спектрів суперпозицією двох гаусіанів, відстань між центрами яких 
відповідатиме розщепленню EΔ . Отримане значення EΔ  порівнюють зі значеннями 
енергетичного розщеплення рис. 13, звідки визначають відповідне йому значення /c a . 
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Plasmonics is a new direction of electronics. It operates with nanoscale objects and an optical 
frequency range. Therefore, direct research in the field of plasmonics is associated with complex 
expensive experiments. It is more advantageous to conduct a computational experiment first. 

The article presents a part of the review of computational calculation methods, which are ac-
tively used in the tasks of plasmonics. The dimensional effect affects the dielectric permittivity of 
metals in excessive particle sizes. In order to take into account this influence of dimensional ef-
fect in the calculations, the authors use the Drude model. 

The paper proposes to use the Mi theory for metallic particles close to the spherical form and 
the interaction between which can be neglected. To demonstrate the possibilities of such calcula-
tions, a method for determining the size distribution of metal particles in ashes over optical spec-
tra of nanoparticles is presented. The method involves counting the spectra of a set of particles of 
different sizes. Each spectrum from the set has its influence on the overall spectrum. To deter-
mine the effect of particles of each size on the overall spectrum, Monte-Carlo methods were used. 
This method is patented by the authors. The efficiency of the method is confirmed by micro-
scopic research. 

For metal particles whose dimensions are smaller than the wavelength of light, optical spectra 
can be calculated using quasi-static approximation. This approximation is not limited to a spheri-
cal form, but the most applicable are the formulas presented in the article for elliptical particles. 
Depending on the shape of the particles, the optical spectra change. There are two maximums of 
plasmonic absorption for one particle. Energy splitting of spectra allows us to estimate the pa-
rameters of the form of metal particles. Such a conclusion is obtained from the comparison of the 
results of calculations with the data obtained by atomic force microscopy. 

Key words: plasmonic, modeling, quasi-static approximation, the Mi theory, the Drude 
model. 


