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Íåõàé Λ =
(
λk(ω)

)+∞
k=0

òà f =
(
fk(ω)

)+∞
k=0

, âiäïîâiäíî, ïîñëiäîâíîñòi
íåâiä'¹ìíèõ i êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íà éìîâiðíiñíîìó
ïðîñòîði (Ω,A, P ). Äîñëiäæó¹ìî àáñöèñè çáiæíîñòi σçá(F, ω) i àáñîëþòíî¨
çáiæíîñòi σ(F, ω) âèïàäêîâèõ ðÿäiâ Äiðiõëå âèãëÿäó

F (z) = F (z, ω) =

+∞∑
k=0

fk(ω)ezλk(ω) (z ∈ C, ω ∈ Ω).

Çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëè λk(ω) = λk + δk(ω), {λk : k > 0} ⊂ R+, fk(ω) =
akξk(ω), à (ξn) � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
òàêèõ, ùî (∃cj ∈ (0,+∞))(∀n) : c1 6 |ξn| 6 c2 ì.í., (δn) � ïîñëiäîâíiñòü

íåâiä'¹ìíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òàêèõ, ùî (∀x ∈ R)(∀n ∈ N) : M(exδn) 6
C1 = C1(x) < +∞, äîâåäåíî òàêi òâåðäæåííÿ.
1. ßêùîM

(
ξne

xδn
)

= 0 äëÿ êîæíîãî n ∈ N i äîâiëüíîãî x ∈ R,
(
ξke

xδk
)
�

ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äëÿ êîæíîãî x ∈ R,

òî σçá(F, ω) > σ(F3) ì.í., äå F3(x) =
+∞∑
k=0

|ak|2e2xλk . ßêùî äîäàòêîâî

ïðèïóñòèòè, ùî (∃C2(x) > 0)(∀n ∈ N)(∀x ∈ R) : M(exδn) > C2(x), òî
σçá(F, ω) = σ(F3) ì.í.

2. ßêùî
(
ξke

xδk
)
� ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äëÿ

êîæíîãî x ∈ R, òî σ(F, ω) > σ(F4) ì.í. ßêùî äîäàòêîâî ïðèïóñòèòè,

ùî (∀x, x < σ(F, ω))(∃a > 0)(∀n > 1) : P{ω : |an|exλn(ω) < a} = 1 i
(∀n ∈ N) : |ξn(ω)| = c 6=∞ ì.í., à òàêîæ

(∃C3(x) > 0)(∀n ∈ N)(∀x ∈ R) : Dexδn > C3(x),

òî σ(F, ω) = σ(F4) ì.í., äå F4(x) =
+∞∑
k=0

|ak|exλk .
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1. Âñòóï. Íåõàé (Ω,A, P ) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið. Êðiì òîãî, íåõàé Λ =
(
λk(ω)

)+∞
k=0

òà f =
(
fk(ω)

)+∞
k=0

, âiäïîâiäíî, ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ i êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèïàä-

êîâèõ âåëè÷èí íà (Ω,A, P ). Íåõàé òàêîæ Λ+ = (λk) ïîçíà÷à¹ ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü
òàêó, ùî 0 6 λ0 < λk < λk+1 ↑ +∞ (1 6 k ↑ +∞). ×åðåç D(Λ) ïîçíà÷èìî êëàñ
ôîðìàëüíèõ âèïàäêîâèõ ðÿäiâ Äiðiõëå âèãëÿäó

(1) F (z) = F (z, ω) =

+∞∑
k=0

fk(ω)ezλk(ω) (z ∈ C, ω ∈ Ω),

ùî ïðè ôiêñîâàíîìó ω = ω0 ¹ çâè÷àéíèì (äåòåðìiíîâàíèì) ðÿäîì Äiðiõëå; D =⋃
ΛD(Λ), à D(Λ+) � ïiäêëàñ ðÿäiâ ç êëàñó D ç ôiêñîâàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ ïîêàçíèêiâ

Λ+. Ââàæàòèìåìî, ùî äëÿ êîæíîãî ðÿäó (1) ç êëàñó D iñíó¹ x1 = x1(ω) = x1(F, ω) <
0 òàêå, ùî

(2) fk(ω)ex1λk(ω) → 0 (k → +∞) ì.í.

Òàêîæ ââàæàòèìåìî, ùî îçíà÷åííÿ êëàñó D ìiñòèòü óìîâó (2). Çðîçóìiëî, ùî ¹ ðÿäè
âèãëÿäó (1), ó ÿêèõ òàêîãî x1 ìîæå íå iñíóâàòè.

×åðåç σµ(F, ω) ïîçíà÷èìî (äèâ. [1]) àáñöèñó iñíóâàííÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà
ðÿäó (1), òîáòî,

σµ(F, ω) = sup
{
σ : (∀x < σ)[fk(ω)exλk(ω) → 0 (k → +∞)]

}
.

×åðåç µ(x, F, ω) = sup
{
|fk(ω)|exλk(ω) : k > 0

}
(x < σµ(F, ω)) ïîçíà÷à¹ìî ìàêñèìàëü-

íèé ÷ëåí ðÿäó (1).
×åðåç σçá(F, ω) i σ(F, ω) ïîçíà÷èìî, âiäïîâiäíî, àáñöèñè çáiæíîñòi é àáñîëþòíî¨

çáiæíîñòi, à ÷åðåç σu(F, ω) i σb(F, ω), âiäïîâiäíî, àáñöèñè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi é
îáìåæåíîñòi ðÿäó âèãëÿäó (1) ïðè ôiêñîâàíîìó ω ∈ Ω. Îòîæ,

σçá(F, ω) = sup {x : ðÿä (1) çáiæíèé ó ïiâïëîùèíi {z : Re z 6 x}} ;

σ(F, ω) = sup{x : ðÿä (1) àáñîëþòíî çáiæíèé ó ïiâïëîùèíi {z : Re z 6 x}};
σu(F, ω) = sup{x : ðÿä (1) ðiâíîìiðíî çáiæíèé ó ïiâïëîùèíi {z : Re z 6 x}};

σb(F, ω) = sup{x : ðÿä (1) îáìåæåíèé ó ïiâïëîùèíi {z : Re z 6 x}}.
Ó öüîìó âèïàäêó ââàæàòèìåìî, ùî ñóìà F ðÿäó (1) ó êîæíîìó ç ÷îòèðüîõ îñòàííiõ
îçíà÷åíü àáñöèñ çáiæíîñòi ¹ àíàëiòè÷íîþ ïðèíàéìíi ó âiäïîâiäíié âiäêðèòié ïiâïëî-
ùèíi. Çðåøòîþ, ó äðóãîìó òà òðåòüîìó îçíà÷åííi àáñöèñ àáñîëþòíî¨ i ðiâíîìiðíî¨
çáiæíîñòi öå ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè Âå¹ðøòðàññà ïðî ðiâíîìiðíî çáiæíi ðÿäè àíàëiòè÷-
íèõ ôóíêöié. Äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ ðÿäiâ Äiðiõëå âæèâàòèìåìî òi ñàìi ïîçíà÷åííÿ,
àëå íå âæèâàòèìåìî ó ïîçíà÷åííi ëiòåðè ω. Íàïðèêëàä, σ(F ) ïîçíà÷à¹ àáñöèñó àá-
ñîëþòíî¨ çáiæíîñòi äåòåðìiíîâàíîãî ðÿäó Äiðiõëå F .

Ïîçíà÷èìî òàêîæ

τ(Λ, ω) := lim
k→+∞

ln k

λk(ω)
, τ(Λ+) := τ(Λ+, ω).

Çàóâàæåííÿ 1. 10. Ç óìîâè (2) âèïëèâà¹, ùî σµ(F, ω) > x1 > −∞ äëÿ êîæíîãî
ðÿäó F ∈ D ì.í., äå x1 = x1(F, ω) ç óìîâè (2). Òîáòî, êëàñ D ìiñòèòü ëèøå
òi ðÿäè Äiðiõëå F âèãëÿäó (1), ùî σµ(F, ω) > −∞ ì.í.

20. ßêùî σµ(F, ω) = −∞, òî é σçá(F, ω) = −∞.
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30. ßêùî ðÿä (1) àáñîëþòíî çáiæíèé ó òî÷öi z0 = x0 + iy0, òî x0 6 σ(F, ω) 6
σu(F, ω).

Ó [2] äëÿ êëàñè÷íèõ ðÿäiâ Äiðiõëå (ðÿäiâ Äiðiõëå ç ïîêàçíèêàìè λn = ln(n+ 1))
Ã. Áîð îòðèìàâ ðiâíiñòü àáñöèñ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi é îáìåæåíîñòi ñóìè σu(F ) =
σb(F ), à ó [3] âií äîâiâ, ùî σu(F ) 6 σ(F )+1/2 (öå òàê çâàíèé åôåêò Áîðà). Áîíåíáëàñò
i Õiëëå [4] âñòàíîâèëè òî÷íiñòü ñòàëî¨ 1/2 ó öié íåðiâíîñòi.

Íåðiâíiñòü σ(F ) 6 σu(F ) 6 σb(F ), äîâåäåíó ó âèïàäêó F ∈ D(Λ+), çíàõîäèìî
â [4], [5, c. 132]. Çàóâàæèìî, òàêîæ, ùî äëÿ F ∈ D(Λ+) âèêîíóþòüñÿ íåðiâíiñòü
Æ. Âàëiðîíà

σçá(F ) 6 σ(F ) + τ(Λ+)

(äèâ. [6, p. 9], [7], [5, c. 114�115], [8], [9, c. 13]) òà íåðiâíiñòü ([4, p. 621], [5, c. 132])

σb(F ) 6 σ(F ) + τ(Λ+)/2.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü ¹ òî÷íîþ, ïðî ùî ñâiä÷èòü ïðèêëàä ðÿäó Äiðiõëå ç [4, p. 622],
äëÿ ÿêîãî σu(F )− σ(F ) = τ(Λ+)/2, áî â çàãàëüíîìó σu(F )− σ(F ) 6 σb(F )− σ(F ) 6
τ(Λ+)/2, çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî é σb(F ) − σ(F ) = τ(Λ+)/2 äëÿ ôóíêöi¨ ç [4]. Íà-
ñòóïíå ïðîñòå òâåðäæåííÿ íå ìiñòèòü àïðiîðíî¨ óìîâè ìîíîòîííîñòi ïîñëiäîâíîñòi
ïîêàçíèêiâ Λ = (λk(ω)).

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé F ∈ D.
10. Äëÿ êîæíîãî ω âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

σ(F, ω) 6 σu(F, ω) 6 σb(F, ω) 6 σçá(F, ω) 6 σµ(F, ω).

20. ßêùî äîäàòêîâî ïðèïóñòèòè, ùî äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x < σb(F, ω)
ôóíêöiÿ g(y) = F (x + iy) ¹ ìàéæå ïåðiîäè÷íîþ â ìåòðèöi Áåçiêîâè÷à ([10,
11, 12]), òî

σb(F, ω) 6 σ(F, ω) + τ(Λ, ω)/2.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî äëÿ ôóíêöi¨ F ∈ D iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü ÷àñòêîâèõ ñóì ¨¨
ðÿäó Äiðiõëå ðiâíîìiðíî çáiæíà íà Π(α, β) = {z = x+ iy : α 6 x 6 β, y ∈ R}, òî F ¹
ðiâíîìiðíî ìàéæå ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ â Π(α, β) (òèì ïà÷å, ìàéæå ïåðiîäè÷íîþ
â ìåòðèöi Áåçiêîâè÷à).

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, çáiæíèé ðÿä
∑
|fn(ω)|exλn(ω) äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x <

σ(F, ω) ¹ çáiæíîþ ìàæîðàíòîþ äëÿ ðÿäó
∑
fn(ω)ezλn(ω) ó ïiâïëîùèíi {z : Re z 6

x}. Çâiäñè, çà îçíàêîþ Âå¹ðøòðàññà ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi âèïëèâà¹, ùî σ(F, ω) 6
σu(F, ω). Íåðiâíîñòi σb(F, ω) 6 σçá(F, ω) 6 σµ(F, ω) î÷åâèäíi.

Äàëi, äîâåäåìî íåðiâíiñòü σu(F, ω) 6 σb(F, ω). Îñêiëüêè äëÿ x < σu(F, ω)

RN := sup

{∣∣∣F (z)−
N∑
n=0

fn(ω)ezλn(ω)
∣∣∣ : Re z 6 x}→ 0 (N → +∞),

à |F (z)| 6
∣∣∣∑N

n=0 fn(ω)ezλn(ω)
∣∣∣+RN , òî

sup {|F (z)| : Re z 6 x} 6 sup

{∣∣∣ N∑
n=0

fn(ω)ezλn(ω)
∣∣∣ : Re z 6 x}+RN < +∞.
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Îòæå, σu(F, ω) 6 σb(F, ω). Íåðiâíiñòü σb(F, ω) 6 σ(F, ω) + τ(Λ, ω)/2, ïî-ñóòi, ¹ öèòî-
âàíîþ âèùå íåðiâíiñòþ ç [4, p. 621], [5, c. 132], áî ó âèïàäêó τ(Λ, ω) = +∞ âîíà ¹
î÷åâèäíîþ. Ó âèïàäêó τ(Λ, ω) < +∞ äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ n > n0(ω) = n0 ìà¹ìî

λn(ω) >
lnn

τ(Λ, ω)− ε
, äå ε > 0 � äîâiëüíå. Òîìó çà íåðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî

ïðè x0 = σb(F, ω)− ε, x = x0 − ε− τ(Λ, ω)/2( ∑
n>n0

|fn(ω)|exλn(ω)

)2

6
∑
n>n0

|fn(ω)|2e2x0λn(ω)
∑
n>n0

e−(τ(Λ,ω)+2ε)λn(ω).

Äðóãèé ðÿä ó ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ¹ çáiæíèì. ßêùî ïåðåêîíà¹ìîñÿ
ó çáiæíîñòi ïåðøîãî ðÿäó ó ïðàâié ÷àñòèíi, òî îòðèìà¹ìî, ùî

σ(F, ω) > x = σb(F, ω)− 2ε− τ(Λ, ω)/2,

çâiäêè ïðè ε→ +0 îäåðæèìî, ùî

σ(F, ω) > σb(F, ω)− τ(Λ, ω)/2.

Áàæàíà çáiæíiñòü ïåðøîãî ðÿäó âèïëèâàòèìå ç ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ ([10, 11, 12])

+∞∑
n=0

|fn(ω)|2e2x0λn(ω) = lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
|F (x0 + iy, ω)|2dy,

ïîçàÿê M(x0, F ) := sup{|F (x0 + iy, ω)| : y ∈ R} < +∞ ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ω
çà âèáîðîì x0. �

Òâåðäæåííÿ âiäîìî¨ ãiïîòåçè Áëåêóåëà äëÿ âèïàäêîâèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, äîâå-
äåíî¨ â [13] (äèâ. òàêîæ [14]) ó âèïàäêó íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí f = (fk(ω)),
óçàãàëüíþâàëîñü íà êëàñ D(Λ+) ó [1, 15]. Ó âèïàäêó, êîëè fk(ω) = akZk(ω), τ(Λ+) :=
limk→+∞ ln k/λk < +∞, 0 < c1 6 |Zk(ω)| 6 c2 < +∞ ì.í. i ìàòåìàòè÷íèìè ñïîäiâàí-
íÿìè EZk = 0 (k > 0), ó [1] äîâåäåíî, ùî σçá(F, ω) 6 σ(F, ω)+τ(Λ+)/2 ì.í., à ó ñòàòòi
[16] òå æ ñàìå äîâåäåíî ó âèïàäêó ïîñëiäîâíîñòi ïîêàçíèêiâ λk = ln(k+ 1) i ìóëüòè-
ïëiêàòèâíî¨ ñèñòåìè (Zk(ω)), òîáòî òàêî¨, ùî Zm·n(ω) = Zm(ω)·Zn(ω) (∀m,n ∈ N,∀ω)
(ó öüîìó âèïàäêó τ(Λ+) = 1).

Ó [17, 18] ðåçóëüòàòè ç [1] ïåðåíîñèëèñü íà âèïàäêîâi êðàòíi ðÿäè Äiðiõëå.
Pfedf;bvj, ùî ó [19] éìîâiðíiñíi ìåòîäè çàñòîñîâàíi äëÿ äîâåäåííÿ ðÿäó òåîðåì ïðî
ïîâîäæåííÿ ðÿäiâ Äiðiõëå ç íåçàëåæíèìè ïîêàçíèêàìè. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñòî-
ñîâàíî ó òåîði¨ ζ−ôóíêöi¨ i ïðè äîñëiäæåííi ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ õâèëüîâîãî ðiâíÿ-
ííÿ ïðè t → ∞. Ó ñòàòòi [20] äîñëiäæóþòüñÿ ñòåïåíåâi ðÿäè âèãëÿäó

∑+∞
k=0 z

Xk(ω),
äå (Xk(ω)) � ñòðîãî çðîñòàþ÷èé öiëî÷èñåëüíèé ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ.

Ó öiëîìó ðÿäi ïðàöü [21, 22, 23, 24] òàêîæ ðîçãëÿäàëîñü ïèòàííÿ ïðî àáñöèñè
çáiæíîñòi âèïàäêîâèõ ðÿäiâ Äiðiõëå ç êëàñó D(Λ+), τ(Λ+) < +∞, ç êîåôiöi¹íòàìè
âèãëÿäó fk(ω) = akZk(ω) ([21, 22]). Ó âèïàäêó, êîëè τ(Λ+) = 0, à êîåôiöi¹íòè ðÿäó
Äiðiõëå (fk(ω)) ïîïàðíî íåçàëåæíi â [23, 24] òâåðäæåííÿ ïðî àáñöèñó àáñîëþòíî¨
çáiæíîñòi îòðèìàíi â òåðìiíàõ óìîâ íà ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó

Fk(x) := P{ ω : |fk(ω)| < x}, x ∈ R, k > 0.

Ó ïðàöÿõ [25, 26, 27], çîêðåìà, îòðèìàíî îöiíêè àáñöèñ çáiæíîñòi ó âèïàäêó, êîëè
êîåôiöi¹íòè ðÿäó Äiðiõëå ìàþòü âèãëÿä fk(ω) = akZk(ω), ln k = o(ln |ak|) (k → +∞),
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à ïîñëiäîâíiñòü (λk(ω)) ¹ ïîñëiäîâíiñòþ ïîïàðíî íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.
ßê i â [23, 24], òàê i â [25, 26, 27] óìîâà ïîïàðíî¨ íåçàëåæíîñòi çàáåçïå÷ó¹ ìîæëèâiñòü
çàñòîñóâàííÿ óòî÷íåíî¨ äðóãî¨ ëåìè Áîðåëÿ-Êàíòåëi (äèâ. [28], [29, p. 84]).

Ïðè öüîìó â [25, 26, 27] óìîâè ôîðìóëþþòüñÿ â òåðìiíàõ îáìåæåíü íà ôóíêöi¨
ðîçïîäiëó

Fk(x) := P{ ω : λk(ω) < x}, x ∈ R, k > 0.

Ìè äîâåäåìî ðÿä òâåðäæåíü ïðî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ àáñöèñàìè çáiæíîñòi äëÿ
ðÿäiâ ç D, óíèêàþ÷è (íàñêiëüêè öå âçàãàëi ìîæëèâî) àïðiîðíèõ óìîâ îêðåìî ÿê íà
ïîêàçíèêè, òàê i íà êîåôiöi¹íòè.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé F ∈ D ìà¹ âèãëÿä (1) i lim
k→+∞

λk(ω) := λ(ω) > 0 ì.í. Òîäi

σµ(F, ω) = α0(ω) := lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

ì.í.

Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî F ∈ D, ìíîæèíà J ⊂ N íåîáìåæåíà i |fk(ω)| → +∞ (k →
+∞, k ∈ J), òî λk(ω)→ +∞ (k → +∞, k ∈ J), áî iíàêøå σµ(F, ω) = −∞.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2. i). Ó âèïàäêó α0(ω) = +∞ äëÿ êîæíîãî ∆ > 0 i äëÿ âñiõ
k > k0(ω) âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

ln |fk(ω)|/λk(ω) < −2∆, λk(ω) > λ(ω)/2 > 0 ì.í.,

çâiäêè, çîêðåìà,

|fk(ω)|e∆λk(ω) < e−∆λk(ω) (k > k0(ω)),

à òîìó äëÿ êîæíîãî ∆ ∈ ( 2
λ(ω) ln 1

ε ,+∞) i äîâiëüíîãî ε ∈ (0, 1)

|fk(ω)|e∆λk(ω) < ε (k > k0(ω)) ì.í.

Çâiäñè,

lim
k→+∞

|fk(ω)|e∆λk(ω) = 0 ì.í.

Îòæå, σµ(F, ω) > ∆ ì.í., äå ∆ ∈
(

2
λ(ω) ln 1

ε ,+∞
)
� äîâiëüíå. Çâiäñè, σµ(F, ω) =

α0(ω) = +∞ ì.í.
ii). Ó âèïàäêó α0(ω) = −∞, ÿêùî áè âèêîíóâàëîñü σµ(F, ω) > −∞, òî äëÿ

σ 6 σµ(F, ω), ε > 0 ìè á îòðèìàëè

|fk(ω)|e(σ−ε)λk(ω) < c = c(σ, ω) ∈ (1,+∞)⇐⇒ − ln |fk(ω)|
λk(ω)

> σ − ε+
− ln c

λk(ω)
.

Îñòàíí¹, ó âèïàäêó lim
k→+∞

λk(ω) := λ(ω) > 0, ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî α0(ω) = −∞.

iii). Íåõàé òåïåð α0(ω) 6= ∞. Çàóâàæèìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó äëÿ êîæíî¨ ïî-

ñëiäîâíîñòi kj → +∞ òàêî¨, ùî limj→+∞,k=kj

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

= α0(ω) îòðèìà¹ìî

ln |fk(ω)| → ∞ (k = kj → +∞) =⇒ λk(ω)→ +∞ (k = kj → +∞).

ßêùî äîäàòêîâî ïðèïóñòèòè, ùî α0(ω) 6= 0, òî é

λk(ω)→ +∞ (k = kj → +∞) =⇒ ln |fk(ω)| → ∞ (k = kj → +∞).
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Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî x1 = x1(ω) = x1(F, ω) 6= 0 âèêîíó¹òüñÿ (2), òî

ln |fk(ω)|+ x1λk(ω)→ −∞ (k → +∞).

Òîìó, íå iñíó¹ òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi kj → +∞, ùî lim
j→+∞,k=kj

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

= α0(ω) i

ln |fk(ω)| = O(1), λk(ω) = O(1) (k = kj → +∞).

Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 i ïîñëiäîâíîñòi kj → +∞ òàêî¨, ùî
− ln |fk(ω)|
λk(ω)

=

α0(ω) + o(1) (k = kj → +∞), ìàòèìåìî

|fk(ω)|e(α0(ω)+2ε)λk(ω) = e(o(1)+2ε)λk(ω) > eελk(ω) → +∞ (k = kj → +∞).

Çâiäñè, σµ(F, ω) < α0(ω) + 2ε i, ÷åðåç äîâiëüíiñòü ε > 0, σµ(F, ω) 6 α0(ω).
Äîâåäåìî òåïåð ïðîòèëåæíó íåðiâíiñòü σµ(F, ω) > α0(ω).
Íåõàé ñïî÷àòêó λk(ω) → +∞ (k → +∞). Ìiðêóþ÷è âiä ñóïðîòèâíîãî, ïðè-

ïóñòèìî, ùî σµ(F, ω) < α0(ω), à ε > 0 íåõàé òàêå, ùî σµ(F, ω) + 2ε < α0(ω). Çà
îçíà÷åííÿì α0(ω), äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ k0(ω) òàêå, ùî íåðiâíiñòü

ln |fk(ω)|/λk(ω) < −(α0(ω)− ε)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ k > k0(ω). Òîäi

|fk(ω)| < exp{−(α0(ω)− ε)λk(ω)} (k > k0(ω)).

Çâiäêè, ó âèïàäêó λk(ω)→ +∞ (k → +∞)

|fk(ω)|e(α0(ω)−2ε)λk(ω) < e−ελk(ω) → 0 (k → +∞),

òîáòî σµ(F, ω) > α0(ω)− 2ε > σµ(F, ω). Ñóïåðå÷íiñòü.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî fk(ω) → 0 (k → +∞). Òîäi σµ(F, ω) > 0 i α0(ω) > 0.

Òîìó, ó âèïàäêó α0(ω) > 0 i ε ∈
(
0, (α0(ω)− σµ(F, ω))/2

)
ìà¹ìî λk(ω) <

− ln |fk(ω)|
α0(ω)− ε

,

i òîìó,

|fk(ω)|e(σµ(F,ω)+ε)λk(ω) < exp

{(
1− σµ(F, ω) + ε

α0(ω)− ε

)
ln |fk(ω)|

}
→ 0 (k → +∞).

Ñóïåðå÷íiñòü ç îçíà÷åííÿì σµ(F, ω). Çàëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê α0(ω) = 0 >

σµ(F, ω). Òîäi
− ln |fk(ω)|
λk(ω)

> −2ε (k > k0(ω)), çâiäêè

|fk(ω)|e−ελk(ω) < exp

{
1

2
ln |fk(ω)|

}
→ 0 (k → +∞).

Îòæå, σµ(F, ω) > −ε, àëå ε > 0 � äîâiëüíå. Òîìó α0(ω) = 0 > σµ(F, ω) > 0. Çíîâó
îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü.

Íåõàé òåïåð ln |fk(ω)|+ x1λk(ω)→ −∞ ïðè äåÿêîìó x1 6=∞, àëå íi fk(ω) 6→ 0,
íi λk(ω) 6→ +∞ (k → +∞). Òîäi iñíóþòü òàêi äâi íåîáìåæåíi ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ
÷èñåë J1, J2, ùî J1 ∪ J2 = N, J1 ∩ J2 = ∅ i

fk(ω)→ 0 (k → +∞, k ∈ J1), λk(ω)→ +∞ (k → +∞, k ∈ J2).
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Ïîçíà÷èìî Ek(ω) := ln |fk(ω)|+ x1λk(ω)→ −∞. Îçíà÷èìî òåïåð ïîòðiáíi ìíîæèíè
iíäåêñiâ, íàïðèêëàä, òàê:

J1 = {k ∈ N : − ln |fk(ω)| > |Ek(ω)|/2}, J2 = {k ∈ N \ J1 : |x1|λk(ω) > |Ek(ω)|/2}.
ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî k 6∈ J1 ∪ J2, òî − ln |fk(ω)| < |Ek(ω)|/2, |x1|λk(ω) < |Ek(ω)|/2,
i òîìó, |Ek(ω)| = − ln |fk(ω)|+ |x1|λk(ω) < |Ek(ω)|, ùî íåìîæëèâî. Òîáòî J1∪J2 = N.

Ïîçíà÷èìî

α
(l)
0 (ω)

def
= lim

k→+∞, k∈Jl

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

, l ∈ {1, 2},

à òàêîæ
F(l)(z) =

∑
k∈Jl

fk(ω)ezλk(ω), l ∈ {1, 2}, F = F(1) + F(2).

Òîäi, çà äîâåäåíèì σµ(F(l), ω) = α
(l)
0 (ω), l ∈ {1, 2} ì.í. Çàóâàæèìî, ùî

α0(ω) = inf
{
α

(1)
0 (ω), α

(2)
0 (ω)

}
.

Êðiì òîãî,
σµ(F, ω) = inf

{
σµ(F(1), ω), σµ(F(2), ω)

}
.

Öå îñòàòî÷íî äîâîäèòü òâåðäæåííÿ 2. �

Äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ ðÿäiâ Äiðiõëå âèãëÿäó (1) (òîáòî, ïðè ôiêñîâàíîìó ω =
ω0 ∈ Ω) íåñêëàäíî äîâîäèòüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ. Âîíî ó çàïðîïîíîâàíîìó âèãëÿäi
äîâåäåíå â [25] (òàêîæ äèâ. [26, 27], äå öå òâåðäæåííÿ ôîðìóëþ¹òüñÿ ó íàâåäåíîìó
íèæ÷å âèãëÿäi).

Òâåðäæåííÿ 3 ([25]). Íåõàé F ∈ D ìà¹ âèãëÿä (1). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié

γ, δ : Ω→ R i âñiõ ω ∈ Ω òàêèõ, ùî γ(ω) > 0 i

(3)

+∞∑
k=0

|fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω) < +∞

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

σ(F, ω) > γ(ω)α0(ω)− δ(ω) > γ(ω)σçá(F, ω)− δ(ω).(4)

Ó âèïàäêó ðÿäiâ Äiðiõëå ç ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ äî +∞ ïîñëiäîâíiñòþ ïîêà-
çíèêiâ Λ+ öå òâåðäæåííÿ äèâ. â [8, 9]. Ó öüîìó ïîâiäîìëåííi ìè, çîêðåìà, äîïîâíèìî
öå òâåðäæåííÿ (äèâ. äàëi òâåðäæåííÿ 5).

Çàóâàæåííÿ 4. 10. ßêùî F ∈ D (òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2)), òî ïðè γ(ω) = 0,
δ(ω) = −x1

(γ(ω)− 1) ln |fk(ω)|+ δ(ω)λk(ω)→ +∞ (k → +∞) ì.í.(5)

Êëàñ òàêèõ ïàð ôóíêöié (γ, δ), äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5), ïîçíà÷èìî
÷åðåç L.

20. Çðîçóìiëî, ùî ç óìîâè (3) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5), àëå
ïðè öüîìó, âçàãàëi êàæó÷è, íåìà¹ æîäíèõ îêðåìèõ óìîâ íà ïîñëiäîâíîñòi f
òà Λ.

Çà óìîâè (5), çîêðåìà, ìà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.



ÀÁÑÖÈÑÈ ÇÁIÆÍÎÑÒI ÐßÄIÂ ÄIÐIÕËÅ Ç ...
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2017. Âèïóñê 84 103

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé F ∈ D ìà¹ âèãëÿä (1).

10. ßêùî ω ∈ Ω òàêå, ùî äëÿ äåÿêèõ δ(ω) ∈ R, γ(ω) ∈ [0, 1) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(5), òî σµ(F, ω) >
−δ(ω)

1− γ(ω)
. Âëàñíå,

σµ(F, ω) > − inf

{
δ(ω)

1− γ(ω)
: (γ, δ) ∈ L

}
ì.í.

20. ßêùî ω ∈ Ω òàêå, ùî äëÿ äåÿêèõ δ(ω) ∈ R i γ(ω) ∈ [0, 1) óìîâà (5) íå

âèêîíó¹òüñÿ, òî σµ(F, ω) <
−δ(ω)

1− γ(ω)
. Âëàñíå,

σµ(F, ω) < − sup

{
δ(ω)

1− γ(ω)
: (γ, δ) 6∈ L

}
ì.í.

Äîâåäåííÿ. 10. Ç óìîâè (5) âèïëèâà¹, ùî

|fk(ω)| exp

{
− δ(ω)

1− γ(ω)
λk(ω)

}
→ 0 (k → +∞).

Çàëèøà¹òüñÿ ïðèãàäàòè çàóâàæåííÿ 1
20. ßêùî óìîâà (5) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî

lim
n→+∞

(γ(ω)− 1) ln |fk(ω)|+ δ(ω)λk(ω) < +∞.

Òîìó iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (kn) òàêà, ùî kn → +∞ i

(γ(ω)− 1) ln |fk(ω)|+ δ(ω)λk(ω) 6 C < +∞
(k = kn, n > 1), çâiäêè

|fk(ω)| exp

{
− δ(ω)

1− γ(ω)
λk(ω)

}
6→ 0 (k = kn → +∞).

À òîìó, σµ(F, ω) <
−δ(ω)

1− γ(ω)
. �

Ç òâåðäæåíü 2 i 3 íåãàéíî îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé F ∈ D ìà¹ âèãëÿä (1) i lim
k→+∞

λk(ω) := λ(ω) > 0 ì.í.

ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié γ, δ : Ω → R i âñiõ ω ∈ Ω òàêèõ, ùî γ(ω) > 0 ì.í.

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3), òî ì.í. âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

σ(F, ω) > γ(ω)α0(ω)− δ(ω) = γ(ω)σµ(ω)− δ(ω) > γ(ω)σçá(F, ω)− δ(ω).(6)

Âèáèðàþ÷è ó òâåðäæåííi 5 δ(ω) = 0, γ(ω) = 1− γ1(ω), îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëi-
äîê.

Òâåðäæåííÿ 6. Íåõàé F ∈ D ìà¹ âèãëÿä (1), lim
k→+∞

λk(ω) := λ(ω) > 0 ì.í., à äëÿ

äåÿêî¨ ôóíêöi¨ γ1(ω) : Ω→ (−∞, 1]

(7)

+∞∑
k=0

|fk(ω)|γ1(ω) < +∞ ì.í.
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Òîäi

σ(F, ω) > (1− γ1(ω))α0(ω) = (1− γ1(ω))σµ(F, ω) > (1− γ1(ω))σçá(F, ω) ì.í.(8)

Âèáèðàþ÷è ó òâåðäæåííi 5 γ(ω) = 1, îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Òâåðäæåííÿ 7. Íåõàé F ∈ D i

(9)

+∞∑
k=0

e−δ(ω)λk(ω) < +∞ ì.í.

Òîäi

(10) σ(F, ω) > α0(ω)− δ(ω) = σµ(F, ω)− δ(ω) > σçá(F, ω)− δ(ω) ì.í.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè λk(ω) > 0 (k > 0), òî ç óìîâè (9) âèïëèâà¹, ùî δ(ω) > 0 ì.í. i
λk(ω)→ +∞ (k → +∞) ì.í. Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè òâåðäæåííÿ 5 ç γ(ω) = 1. �

Ç òâåðäæåííÿ 7 åëåìåíòàðíî îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 8. Íåõàé F ∈ D i τ(Λ, ω) < +∞ ì.í. Òîäi

σ(F, ω) > α0(ω)− τ(Λ, ω) = σµ(F, ω)− τ(Λ, ω) > σçá(F, ω)− τ(Λ, ω) ì.í.,(11)

à ó âèïàäêó, êîëè (λk(ω)) � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òàêèõ,

ùî τ(Λ, ω) < +∞ ì.í., iñíó¹ òàêå τ ∈ [0,+∞), ùî τ(Λ, ω) = τ ì.í. i

σ(F, ω) > α0(ω)− τ = σµ(F, ω)− τ > σçá(F, ω)− τ ì.í.(12)

Äîâåäåííÿ. ßêùî ω ∈ Ω òàêå, ùî τ(Λ, ω) < +∞, òî óìîâà (9) âèêîíó¹òüñÿ ç δ(ω) =
τ(Λ, ω) + ε, äå ε > 0 � äîâiëüíå. Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè íåðiâíîñòi (10) ç òâåðä-
æåííÿ 7 i ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè ε→ +0.

Çà çàêîíîì íóëÿ i îäèíèöi Êîëîìîãîðîâà τ(Λ, ω) ≡ τ ∈ [0,+∞] ì.í., àëå çà
óìîâîþ τ(Λ, ω) < +∞ ì.í. Òîìó ç íåðiâíîñòåé (11) íåãàéíî îòðèìó¹ìî (12). �

Ïîçíà÷èìî

h1(ω) = lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
ln k

, h2(ω) = lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
ln k

.

Ç òâåðäæåííÿ 6, ïîäiáíî äî òâåðäæåííÿ 8, îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ. Çàççíà÷èìî,
ùî éîãî ï. 10 â [27] íàâåäåíèé áåç äîâåäåííÿ ç ïðîãàëèíîþ ó éîãî ôîðìóëþâàííi.

Òâåðäæåííÿ 9. Íåõàé F ∈ D i ìà¹ âèãëÿä (1).

10. ßêùî ω ∈ Ω òàêå, ùî h1(ω) ∈ [−∞, 0), òî íåðiâíîñòi (8) âèêîíóþòüñÿ

ç γ1(ω) = 1
h1(ω) , ÿêùî h2(ω) ∈ (1,+∞], òî íåðiâíîñòi (8) âèêîíóþòüñÿ ç

γ1(ω) = 1
h2(ω) . Ïðè öüîìó ââàæà¹ìî, ùî 1/∞ = 0.

20. ßêùî (|fk(ω)|) � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, òî ó âè-

ïàäêó, êîëè h1(ω) ∈ (−∞, 0) ì.í. àáî h2(ω) ∈ (1,+∞) ì.í., âiäïîâiäíî, iñíó-
þòü h1 ∈ (−∞, 0) àáî h2 ∈ (1,+∞), âiäïîâiäíî, òàêi, ùî h1(ω) = h1 ì.í. àáî

h2(ω) = h2 ì.í., âiäïîâiäíî, i íåðiâíîñòi (8) âèêîíóþòüñÿ ì.í. ç γ1(ω) = 1
h1

àáî ç γ1(ω) = 1
h2
, âiäïîâiäíî.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïî÷àòêó h1(ω) < 0. Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî òâåðäæåííÿ 6 ìîæíà
çàñòîñóâàòè ç

(13) γ1(ω) = h2(ω) = 1/(h1(ω)(1− ε/2)),

äå 0 < ε < 1 � äîâiëüíå. Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó h1(ω) = −∞, â ðiâíîñòi (13)
ââàæà¹ìî, ùî h1(ω) < 0 � äîâiëüíå. Äàëi, çà óìîâîþ, äëÿ êîæíîãî ε ∈ (0, 1) iñíó¹
k0(ω) òàêå, ùî äëÿ âñiõ k > k0(ω)

ln |fk(ω)|
ln k

> −h1(ω)(1− ε).

Òîäi ïðè h2(ω) = 1/(h1(ω)(1− ε/2)), 0 < ε < 1, îñêiëüêè h2(ω) < 0, òî

|fk(ω)|h2(ω) 6 exp {−h2(ω)h1(ω)(1− ε) ln k} = exp

{
− 1− ε

1− ε/2
ln k

}
,

àëå
1− ε

1− ε/2
> 1. Òîìó çà òâåðäæåííÿì 6

σ(F, ω) > (1− γ1(ω))α0(ω) = (1− γ1(ω))σµ(F, ω) > (1− γ1(ω))σçá(F, ω) ì.í.,

äå γ1(ω) = 1/(h1(ω)(1− ε/2)). Çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñÿ äîâiëüíiñòþ ε ∈ (0, 1).
Ó âèïàäêó h2(ω) > 1 âèáèðà¹ìî γ1 = h0(ω) + 2ε, h0(ω) = 1/h2(ω) (h0(ω) = 0 ó

âèïàäêó h2(ω) = +∞) i ðîçêðèâà¹ìî îçíà÷åííÿ íèæíüî¨ ãðàíèöi ç h0 + ε. Ñïðàâäi,
çà óìîâîþ, äëÿ êîæíîãî ε > 0 òàêîãî, ùî h0(ω) + ε < 1 iñíó¹ k0(ω) òàêå, ùî äëÿ âñiõ
k > k0(ω)

ln |fk(ω)|
ln k

<
−1

h0(ω) + ε
.

Òîäi

|fk(ω)|h0(ω)+2ε = exp {(h0(ω) + 2ε) ln |fk(ω)|} 6 exp

{
−h0(ω) + 2ε

h0(ω) + ε
ln k

}
.

Òîìó çíîâó çà òâåðäæåííÿì 6

σ(F, ω) > (1− γ1(ω))α0(ω) = (1− γ1(ω))σµ(F, ω) > (1− γ1(ω))σçá(F, ω) ì.í.,

äå γ1(ω) = h0(ω) + 2ε. Çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñÿ äîâiëüíiñòþ ε ∈ (0, 1).
Äîâåäåííÿ ï. 20 çàâåðøó¹ìî öiëêîì òàê ñàìî, ÿê i ó äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 8,

ïîñèëàííÿì íà çàêîí íóëÿ é îäèíèöi. Ñïðàâäi, çà çàêîíîì íóëÿ é îäèíèöi Êîëî-
ìîãîðîâà h1(ω) ≡ h1 ∈ [−∞, 0) ì.í. àáî h2(ω) ≡ h2 ∈ (1,+∞] ì.í., àëå çà óìîâîþ
h1(ω) > −∞ ì.í. àáî h2(ω) < +∞ ì.í. Öå ïîâíiñòþ çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ï. 20. �

Çàóâàæåííÿ 5. Òâåðäæåííÿ, ïîäiáíi äî ï. 10 òâåðäæåííÿ 9, ó âèïàäêó ðÿäiâ Äiðiõëå
ç ïîñëiäîâíiñòþ ïîêàçíèêiâ Λ+ çíàõîäèìî ó [32, íàñëiäêè 2 i 3], à ïåðøà ÷àñòèíà
òâåðäæåííÿ 8, ïî-ñóòi, ¹ iíøîþ ôîðìîþ çàïèñó íàñëiäêó 1 ç [32], âñòàíîâëåíîãî
òàêîæ ó âèïàäêó ðÿäiâ Äiðiõëå ç ïîñëiäîâíiñòþ ïîêàçíèêiâ Λ+.

Ç òâåðäæåíü 8 i 9 âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ (ó öüîìó çâ'ÿçêó äèâ. òàêîæ [30,
8, 9, 6, 31, 5, 32], [25, 26, 27]).
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Òâåðäæåííÿ 10. Íåõàé F ∈ D. ßêùî ω ∈ Ω òàêå, ùî τ(Λ, ω)
def
= lim

k→+∞

ln k

λk(ω)
= 0

àáî ln k = o(ln |fk(ω)|) (k → +∞), òî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

σçá(F, ω) = σ(F, ω) = σµ(F, ω) = α0(ω).

Äîâåäåìî òåïåð òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 11. Íåõàé F ∈ D(Λ) i ìà¹ êîåôiöi¹íòè âèãëÿäó fk(ω) = akZk(ω)
(k > 0). ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (∃c1, c2 ∈ (0,+∞)) : c1 6 |Zk(ω)| 6 c2 ì.í.,

lim
k→∞

ln |Zk(ω)|
λk(ω)

= Z(ω) ì.í.,(14)

à γ1 = 1/h1 ó âèïàäêó h1 < 0 i γ1 = 1/h2 ó âèïàäêó h2 > 1, òî

σ(F, ω) > (1− γ1)(α∗0(ω)− Z(ω)) = (1− γ1)σµ(F, ω) > (1− γ1)σçá(F, ω) ì.í.,(15)

äå

α∗0(ω) := lim
n→+∞

− ln |an|
λn(ω)

, h1 := lim
k→∞

− ln |ak|
ln k

, h2 := lim
k→∞

− ln |ak|
ln k

.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 11. Çàóâàæèìî, ùî ÿê ç óìîâè h1 < 0, òàê i ç óìîâè h2 > 1
âèïëèâà¹, ùî ln k = o(ln |ak|) (k → +∞). Òîìó ç óìîâè (∃c1, c2 ∈ (0,+∞)) : c1 6
|Zk(ω)| 6 c2 ì.í. âèïëèâà¹, ùî

(16) lim
k→∞

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

= 0 ì.í.

Îñêiëüêè limn→+∞ cndn = limn→+∞ cn · limn→+∞ dn ó âèïàäêó äîâiëüíî¨ äiéñíî¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi cn, i äiéñíî¨ ïîñëiäîâíîñòi dn > 0 (n > n0), òî

h1(ω) := lim
k→∞

− ln |fk(ω)|
ln k

= lim
k→∞

− ln |ak|
ln k

lim
k→+∞

(
1 +

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

)
= h1,

à òàêîæ

h2(ω) := lim
k→∞

− ln |fk(ω)|
ln k

= lim
k→∞

− ln |ak|
ln k

lim
k→+∞

(
1 +

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

)
= h2.

Äàëi, çà óìîâîþ (14)

α0(ω) = lim
n→+∞

− ln |fn(ω)|
λn(ω)

= lim
n→+∞

− ln |an|
λn(ω)

− lim
n→+∞

ln |Zn(ω)|
λn(ω)

= α∗0(ω)− Z(ω).

Îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (16), òî çâiäñè çà òâåðäæåííÿì 9 çi ñïiââiäíîøåíü (8)
îòðèìó¹ìî (15).

Çàóâàæåííÿ 6. Çà çàêîíîì íóëÿ i îäèíèöi Êîëìîãîðîâà âèïëèâà¹ òàêå: ÿêùî(
ln |fk(ω)|
λk(ω)

)
� ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, òî âèïàäêîâà âå-

ëè÷èíà α0(ω) ¹ ìàéæå íàïåâíå (ì.í) ñòàëîþ, òîáòî, iñíó¹ σ ∈ [−∞,+∞] òàêå,
ùî α0(ω) = σ ì.í. Çâiäñè, çà òâåðäæåííÿì 10, ó âèïàäêó, êîëè τ(Λ, ω) = 0 àáî
lnn = o(ln |fn(ω)|) (n→ +∞), ìà¹ìî, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà σ(f, ω) òàêîæ ¹ ìàéæå
íàïåâíå (ì.í) ñòàëîþ i σ(f, ω) = σ ∈ [−∞,+∞] ì.í. Âëàñíå, çâiäñè òå ñàìå òâåðäæå-
ííÿ âèïëèâà¹ ó âèïàäêó, êîëè (|fk(ω)|) ¹ äåòåðìiíîâàíîþ ÷èñëîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ,
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à Λ ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, à òàêîæ ó âèïàäêó äåòåð-
ìiíîâàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi Λ, êîëè (|fk(ω)|) ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí. Ó ìîíîãðàôi¨ [14] îñòàíí¹ íàïèñàíî ó âèïàäêó ìîíîòîííî çðîñòàþ÷î¨ äî
íåñêií÷åííîñòi ïîñëiäîâíîñòi Λ+, êîëè f = (fk(ω)) ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íåçàëåæíèõ
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Äëÿ F ∈ D âèãëÿäó (1) ç êîåôiöi¹íòàìè fk(ω) = akξk(ω) ðîçãëÿíåìî ðÿäè Äi-
ðiõëå

F1(z) = F1(z, ω) =

+∞∑
k=0

ake
zλk(ω), F2(z) = F2(z, ω) =

+∞∑
k=0

a2
ke

2zλk(ω), (ω ∈ Ω)

F3(x) =

+∞∑
k=0

|ak|2e2xλk , F ∗3 (x) =

+∞∑
k=0

a2
ke

2xλk , F4(x) =

+∞∑
k=0

|ak|exλk .

Çàóâàæèìî, ùî
σ(F3) = σ(F ∗3 ) i σµ(F3) = σµ(F ∗3 ) = σµ(F4), σµ(F1) = σµ(F2).

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ � öå ôàêòè÷íî ïåðøà ÷àñòèíè òåîðåìè 2 ç ïðàöi [1], ÿêó
òàì äîâåäåíî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi Λ+ çà àïðiîðíîãî îáìåæåííÿ τ(Λ+) < +∞. Ñôîð-
ìóëþ¹ìî éîãî â äåùî âèäîçìiíåíîìó âèãëÿäi.

Òâåðäæåííÿ 12. Íåõàé F4 ∈ D. Òîäi

σ(F4) ≤ σ(F4) + σµ(F4)

2
≤ σ(F3) ≤ inf

{
σ(F4) +

τ(Λ)

2
, σµ(F4)

}
,

äå τ(Λ) = lim
k→+∞

ln k

λk
.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøó íåðiâíiñòü îòðèìó¹ìî áåçïîñåðåäíüî ç íåðiâíîñòi σ(F4) 6 σµ(F4),
äî ÿêî¨ âîíà ¹ ðiâíîñèëüíîþ.

Äîâåäåìî äðóãó íåðiâíiñòü. Íåõàé x i x0 òàêi, ùî

x0 = σµ(F4)− ε < σµ(F4), x = σµ(F4) + σ(F4)− ε < σµ(F4) + σ(F4),

äå ε > 0 � äîâiëüíå. Òîäi |an|ex0λn → 0 (n → +∞), i îòæå, ïîñëiäîâíiñòü
(
|an|ex0λn

)
äîïóñêà¹ âïîðÿäêóâàííÿ çà ìîíîòîííèì íåçðîñòàííÿì. Ïîçíà÷àòèìåìî öå âïîðÿä-
êóâàííÿ

(
|a∗n|ex0λ

∗
n

)
. Àëå∑

|a∗n|e(x−x0)λ∗
n =

∑
|an|e(x−x0)λn < +∞,

à òàêîæ ∑
|an|2exλn =

∑
|a∗n|ex0λ

∗
n · |a∗n|e(x−x0)λ∗

n .

Òîìó, çà îçíàêîþ Äiðiõëå, ðÿä
∑
|an|2exλn çáiæíèé. Çâiäñè

2σ(F3) > x = σµ(F4) + σ(F4)− ε,
à ç äîâiëüíîñòi âèáîðó ε > 0 âèïëèâà¹, ùî 2σ(F3) > σ(F4) + σµ(F4).

Ó ïðàöi [1] òðåòþ íåðiâíiñòü, ÿê âæå çàçíà÷àëîñÿ âèùå, äîâåäåíî ó âèïàäêó
ïîñëiäîâíîñòi Λ+. Îñêiëüêè ó âèïàäêó, êîëè τ(Λ) < +∞ ïîñëiäîâíiñòü íåñêëàäíî
âïîðÿäêîâó¹òüñÿ çà çðîñòàííÿì çi çáåðåæåííÿì öi¹¨ óìîâè, à ïåðåñòàíîâêà åëåìåíòiâ
ðÿäiâ Äiðiõëå F3, F4 íå çìiíþ¹ ¨õíiõ àáñöèñ àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi σ(F3), σ(F4), òî
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çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñÿ ïåðøîþ ÷àñòèíîþ òåîðåìè 2 ç [1]. ßêùî æ τ(Λ) = +∞,

òî òðåòÿ íåðiâíiñòü ñòà¹ òðèâiàëüíîþ, ïîçàÿê inf
{
σ(F4) + τ(Λ)

2 , σµ(F4)
}

= σµ(F4) i

σµ(F4) = σµ(F3) > σ(F3). �

Ç òâåðäæåííÿ 12 îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 13. Íåõàé F ∈ D ç êîåôiöi¹íòàìè fk(ω) = akξk(ω), äå (ξk(ω)) �

ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òàêèõ, ùî (∀k) : 0 < c1 6 |ξk(ω)| 6 c2 < +∞
ì.í. Òîäi ì.í.

(17) σ(F, ω) ≤ σ(F, ω) + σµ(F, ω)

2
≤ σ(F2, ω) ≤ inf

{
σ(F, ω) +

τ(Λ, ω)

2
, σµ(F, ω)

}
.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 12 ïðè ôiêñîâàíîìó ω

σ(F1, ω) ≤ σ(F1, ω) + σµ(F1, ω)

2
≤ σ(F2, ω) ≤ inf

{
σ(F1, ω) +

τ(Λ, ω)

2
, σµ(F1, ω)

}
.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî (17), îñêiëüêè çà óìîâîþ (∀k) : 0 < c1 6 |ξk(ω)| 6 c2 < +∞ ì.í.,
íåñêëàäíî ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî

(18) σµ(F, ω) = σµ(F1, ω) = σµ(F2, ω), σ(F, ω) = σ(F1, ω) ì.í.

�

Ââåäåìî òåïåð ó ðîçãëÿä äâà òàêi êëàñè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. ×åðåç Θ ïîçíà-
÷èìî êëàñ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξn òàêèõ, ùî
(∃cj ∈ (0,+∞))(∀n) : c1 6 |ξn| 6 c2 ì.í. ×åðåç ∆ ïîçíà÷èìî êëàñ íåâiä'¹ìíèõ âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí δn òàêèõ, ùî

(∀x ∈ R)(∀n ∈ N) : M(exδn) 6 C1 = C1(x) < +∞.

Ç òâåðäæåííÿ 13 çà äîïîìîãîþ òåîðåìè ïðî òðè ðÿäè îòðèìó¹ìî òàêå òâåðä-
æåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 14. Íåõàé (ξn) ∈ Θ, (δn) ∈ ∆, à F ∈ D ç êîåôiöi¹íòàìè f = (fk(ω))
i ïîêàçíèêàìè Λ = (λk(ω)), λk(ω) = λk + δk(ω), {λk : k > 0} ⊂ R+, fk(ω) = akξk(ω).

1. ßêùî M
(
ξne

xδn
)

= 0 äëÿ êîæíîãî n ∈ N i äîâiëüíîãî x ∈ R,
(
ξke

xδk
)
�

ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äëÿ êîæíîãî x ∈ R, òî

σçá(F, ω) > σ(F3) ì.í.
2. ßêùî äîäàòêîâî ïðèïóñòèòè, ùî (∃C2(x) > 0)(∀n ∈ N)(∀x ∈ R) :

M(exδn) > C2(x), òî σçá(F, ω) = σ(F3) ì.í.

Çàóâàæåííÿ 7. i) Îñêiëüêè M(exδn) = ϕδn(−ix), äå ϕδ � õàðàêòåðèñòè÷íà
ôóíêöiÿ âiäïîâiäíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, òî, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó, êî-
ëè âñi δn îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi, ϕδn(−ix) = ϕδ0(−ix) := C(x). ßêùî
òåïåð (∀x ∈ R) : C(x) 6= ∞, òî â óìîâàõ òâåðäæåííÿ 14 äîñèòü âçÿòè
C1(x) = C2(x) = C(x).

ii) ßêùî (δk(ω)) i (ξk(ω)) � äâi ïîñëiäîâíîñòi íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí,
òî òàêîþ æ ¹ i ïîñëiäîâíiñòü

(
ξke

xδk
)
äëÿ êîæíîãî x ∈ R.
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Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 14. Ñêîðèñòà¹ìîñü òàêîþ òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà i Õií÷iíà
([33, c. 371]): Íåõàé (ηn) ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

òàêèõ, ùî Mηn = 0 (n > 0). ßêùî
+∞∑
n=0

Mη2
n < +∞, òî ðÿä

+∞∑
n=0

ηn çáiæíèé ì.í.

ßêùî òåïåð (ζn) � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí òàêèõ, ùîMζn = 0 (n > 0) i
+∞∑
n=0

M |ζn|2 < +∞, òî ðÿä
+∞∑
n=0

ζn òàêîæ çáiæíèé

ì.í., ïîçàÿê çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà-Õií÷iíà òàêèìè ¹ ðÿäè
+∞∑
n=0

Re ζn,
+∞∑
n=0

Im ζn.

Çàóâàæèìî, ùî

M
(
fn(ω)exλn(ω)

)
= ane

xλnM
(
ξn(ω)exδn(ω)

)
= 0

äëÿ êîæíîãî n ∈ N i äîâiëüíîãî x ∈ R. Êðiì öüîãî,

M
(
|fn(ω)|2e2xλn(ω)

)
= |an|2e2xλnM

(
|ξn(ω)|2e2xδn(ω)

)
6

6 c22|an|2e2xλnM
(
e2xδn(ω)

)
6 c22|an|2e2xλnC1(2x).

Òîìó çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà-Õií÷iíà, ÿêùî x < σ(F3), òî ðÿä
∑
fn(ω)exλn(ω) �

çáiæíèé ì.í. Òîìó

σçá(F, ω) > σ(F3) ì.í.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (∀n)(∀x) : M(exδn) > C1(x) > 0, òî

D
(
fn(ω)exλn(ω)

)
= M

(
|fn(ω)|2e2xλn(ω)

)
= |an|2e2xλnM

(
|ξn(ω)|2e2xδn(ω)

)
>

> c21|an|2e2xλnM
(
e2xδn(ω)

)
> c21|an|2e2xλnC2(2x).

ßêùî x = σçá(F, ω) − ε < σçá(F, ω) 6 σµ(F, ω) ì.í., äå ε > 0 � äîâiëüíå, òî

ðÿä
∑
fn(ω)exλn(ω) � çáiæíèé ì.í. Òîìó çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà-Õií÷iíà, ðÿä∑

D
(
fn(ω)exλn(ω)

)
< +∞, i îòæå, ðÿä

∑
|an|2e2xλn < +∞. Çâiäñè x = σçá(F, ω)−ε <

σ(F3), çâiäêè, ñïðÿìîâóþ÷è ε→ +0, îòðèìó¹ìî, ùî

σçá(F, ω) 6 σ(F3) ì.í.

Îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî, ùî σçá(F, ω) = σ(F3) ì.í. �

Òâåðäæåííÿ 15. Íåõàé (ξn) ∈ Θ, (δn) ∈ ∆, à F ∈ D ç êîåôiöi¹íòàìè f = (fk(ω))
i ïîêàçíèêàìè Λ = (λk(ω)), λk(ω) = λk + δk(ω), {λk : k > 0} ⊂ R+, fk(ω) = akξk(ω).

1. ßêùî
(
ξke

xδk
)
� ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äëÿ êîæíî-

ãî x ∈ R, òî σ(F, ω) > σ(F4) ì.í.
2. ßêùî äîäàòêîâî ïðèïóñòèòè, ùî

(∀x, x < σ(F, ω))(∃a > 0)(∀n > 1) : P{ω : |an|exλn(ω) < a} = 1

i (∀n ∈ N) : |ξn(ω)| = c 6=∞ ì.í., à òàêîæ

(∃C3(x) > 0)(∀n ∈ N)(∀x ∈ R) : Dexδn > C3(x),

òî σ(F, ω) = σ(F4) ì.í.



110
Îëåã ÑÊÀÑÊIÂ, Íàäiÿ ÑÒÀÑIÂ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2017. Âèïóñê 84

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 15. Çàóâàæèìî, ùî

M
(
|fn(ω)|exλn(ω)

)
6 c2|an|exλnM

(
exδn(ω)

)
6 c2|an|exλnC1(x)

äëÿ êîæíîãî n ∈ N i äîâiëüíîãî x ∈ R, à òàêîæ çíîâó

D
(
|fn(ω)|exλn(ω)

)
6M

(
|fn(ω)|2e2xλn(ω)

)
6 c22|an|2e2xλnC1(2x).

Çà òåîðåìîþ ïðî äâà ðÿäè ([33, c.373]), ÿêùî x < min{σ(F3), σ(F4)}, òî ðÿä∑
|fn(ω)|exλn(ω) � çáiæíèé ì.í. Òîìó, âðàõîâóþ÷è, ùî çà òâåðäæåííÿì 12, min{σ(F3), σ(F4)} =

σ(F4), îòðèìó¹ìî, ùî

σ(F, ω) > min{σ(F3), σ(F4)} = σ(F4) ì.í.

ßêùî äîäàòêîâî ïðèïóñòèòè, ùî |fn(ω)| = c|an| ì.í., òî

M
(
|fn(ω)|exλn(ω)

)
= c|an|exλnM

(
exδn(ω)

)
> c|an|exλnC2(x)

äëÿ êîæíîãî n ∈ N i äîâiëüíîãî x ∈ R, à òàêîæ, ùî

D
(
|fn(ω)|exλn(ω)

)
= c2|an|2e2xλkD

(
exδn(ω)

)
> C3(x)c2|an|2e2xλk .

Òîáòî ∑
M
(
|fn(ω)|exλn(ω)

)
< +∞ ∧

∑
D
(
|fn(ω)|exλn(ω)

)
< +∞⇐⇒(19) ∑

|an|exλn < +∞ ∧
∑
|an|2e2xλn < +∞.(20)

ßêùî òåïåð x = σ(F, ω)− ε < σ(F, ω) ì.í., äå ε > 0 � äîâiëüíå, òî

(∃a > 0)(∀n > 1) : P{ω : |fn(ω)|exλn(ω) < ac} = P{ω : |an|exλn(ω) < a} = 1.

Îòæå, çà òåîðåìîþ ïðî äâà ðÿäè, ðÿäè ç äèñïåðñié i ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü â (19)
¹ çáiæíèìè, à òîìó, çáiæíèìè ¹ îáèäâà ðÿäè â (20). Çâiäñè,

x = σ(F, ω)− ε 6 min{σ(F3), σ(F4)} = σ(F4).

Çàëèøà¹òüñÿ ñïðÿìóâàòè ε→ +0. �

Çàóâàæåííÿ 8. ßêùî êðiì âñüîãî ïðèïóñòèòè, ùî (δn) � îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi, òî
D
(
exδn(ω)

)
= d(x) 6 C1(2x) ∈ (0,+∞).
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ABSCISSAS OF CONVERGENCE OF DIRICHLET SERIES

WITH RANDOM EXPONENTS

Oleh SKASKIV, Nadia STASIV

Ivan Franko National University of Lviv,

1 Universytetska Str.,79000, Lviv

e-mails: olskask@gmail.com, n-stas@ukr.net

Let Λ =
(
λk(ω)

)+∞
k=0

, λk(ω) ∈ R+, and f =
(
fk(ω)

)+∞
k=0

, fk(ω) ∈ C, be two
sequences of random variables on a probability space (Ω,A, P ). In the paper,
we study the abscissas of convergence σconv(F, ω) and of absolute convergence
σ(F, ω) of a random Dirichlet series of the form

F (z) = F (z, ω) =

+∞∑
k=0

fk(ω)ezλk(ω) (z ∈ C, ω ∈ Ω).

In particular, in the case when λk(ω) = λk + δk(ω), {λk : k > 0} ⊂ R+,
fk(ω) = akξk(ω), where (ξk) is a sequence of random variables such that ξk ∈ C,
(∃cj ∈ (0,+∞))(∀n) : c1 6 |ξn| 6 c2 a.s., and (δn) is a sequence of random
variables such that δn ∈ R, (∀x ∈ R)(∀n ∈ N) : M(exδn) 6 C1 = C1(x) <
+∞, the following assertions are proved:
1. If M

(
ξne

xδn
)

= 0 for every n ∈ N and any x ∈ R, and
(
ξke

xδk
)

is a sequence of independent random variables for each x ∈ R, then

σconv(F, ω) > σ(F3) a.s., where F3(x) =
+∞∑
k=0

|ak|2e2xλk . If we additionally

assume that

(∃C2(x) > 0)(∀n ∈ N)(∀x ∈ R) : M(exδn) > C2(x),

then σconv(F, ω) = σ(F3) a.s.
2. If

(
ξke

xδk
)
is a sequence of independent random variables for every x ∈ R,

then σ(F, ω) > σ(F4) a.s. If we additionally assume that

(∀x, x < σ(F, ω))(∃a > 0)(∀n > 1) : P{ω : |an|exλn(ω) < a} = 1

and (∀n ∈ N) : |ξn(ω)| = c 6=∞ a.s., also

(∃C3(x) > 0)(∀n ∈ N)(∀x ∈ R) : Dexδn > C3(x),

then σ(F, ω) = σ(F4) a.s., where F4(x) =
+∞∑
k=0

|ak|exλk .

Key words: analytic functions, random Dirichlet series, abscissas of con-
vergence.
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