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Ïîñëiäîâíiñòü (xn) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íîþ ñòî-
ñîâíî çðîñòàþ÷î¨ äî +∞ ïîñëiäîâíîñòi (λn) äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêùî ðÿä Äi-
ðiõëå ç êîåôiöi¹íòàìè xn i ïîêàçíèêàìè λn ìà¹ àáñöèñó àáñîëþòíî¨ çáiæ-
íîñòi σa ∈ (−∞, +∞]. Óçàãàëüíåíèì ïîðÿäêîì ïîñëiäîâíîñòi (xn) áóäåìî
íàçèâàòè óçàãàëüíåíèé ïîðÿäîê âiäïîâiäíîãî ðÿäó Äiðiõëå. Çíàéäåíî íå-
îáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ (ank) âiäîáðàæàëà êëàñ
öiëèõ ïîñëiäîâíîñòåé óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó ≤ % ∈ (0,+∞) íà êëàñ öiëèõ
ïîñëiäîâíîñòåé óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó ≤ µ ∈ (0,+∞).

Êëþ÷îâi ñëîâà: ðÿä Äiðiõëå, ìàòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ, óçàãàëüíåíèé
ïîðÿäîê.

1. Âñòóï. Íåõàé ξ = (ξn) � ïîñëiäîâíiñòü íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, à
s(ξ) = {x : ξnxn → 0 (n → ∞)}. ßêùî ïîçíà÷èìî ||x||ξ = sup{|ξnxn| : n ≥ 0}, òî
ïðîñòið (s(ξ), || · ||ξ) ¹ [1] áàíàõîâèì i êîìïàêòíèì. Íåõàé A = (ank)n, k≥0 íåîáìåæå-
íà ïðàâîðó÷ i äîíèçó ìàòðèöÿ ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè ank. Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë x = (xk)k≥0 îçíà÷èìî y = (yn) ðiâíiñòþ y := x · AT , òîáòî

yn =
+∞∑
k=0

ankxk (ïðèïóñêà¹ìî, ùî óñi ðÿäè â îñòàííié ðiâíîñòi çáiæíi). Â [2] äîñëi-

äæåíî óìîâè, çà ÿêèõ ìàòðèöÿ A âiäîáðàæà¹ s(ξ) â s(η) = {y : ηnyn → 0 (n→∞)}.
Íåõàé (ξ(j)) i (η(i)) � ïîñëiäîâíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé (òîáòî ξ(j) = (ξ

(j)
n ) i η(i) =

(η
(i)
k )) òàêi, ùî s(ξ(k)) ⊂ s(ξ(j)) i s(η(k)) ⊂ s(η(j)) äëÿ k > j. Ïðèéìåìî S =

⋂
j

s(ξ(j))

i T =
⋂
i

s(η(i)). Çà îçíà÷åííÿì ìàòðèöÿ A âiäîáðàæà¹ S â T , ÿêùî äëÿ êîæíîãî i

iñíó¹ òàêå j, ùî A âiäîáðàæà¹ s(ξ(j)) â s(η(i)). Ïðàâèëüíå [2] òàêå òâåðäæåííÿ.
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Ëåìà 1. Íåõàé S =
⋂
j

s(ξ(j)) i äëÿ êîæíîãî j iñíó¹ òàêå k > j, ùî
∑
n
|ξ(j)n /ξ

(k)
n | <

< +∞, à T =
⋂
i

s(η(i)) òà äëÿ êîæíîãî i iñíó¹ òàêå l > i, ùî |η(i)n /η
(l)
n | → 0 (n→∞).

Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A âiäîáðàæàëà S â T , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ

êîæíîãî i iñíóâàëè òàêi j i M ∈ (0, +∞), ùî äëÿ âñiõ n òà k |η(i)n ank/ξ
(j)
k | ≤M.

Íåõàé λ = (λn) � çðîñòàþ÷à äî +∞ ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, λ0 = 0.
Ïîñëiäîâíiñòü x = (xn) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë áóäåìî íàçèâàòè àíàëiòè÷íîþ ñòîñîâíî
ïîñëiäîâíîñòi λ, ÿêùî ðÿä Äiðiõëå

(1) F (s) =

∞∑
n=0

xn exp{zλn}, z = σ + it,

ìà¹ àáñöèñó àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi σa ∈ (−∞, +∞]. Äëÿ σ < σa ïðèéìåìî M(σ, F ) =
= sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}.

×åðåç L ïîçíà÷èìî êëàñ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ íà (−∞,+∞) ôóíêöié α òàêèõ,
ùî α(x) = α(x0) äëÿ −∞ < x ≤ x0 i α(x) ↑ +∞ ïðè x0 ≤ x→ +∞. Áóäåìî ãîâîðèòè,
ùî α ∈ L0, ÿêùî α ∈ L i α((1 + o(1))x) = (1 + o(1))α(x) ïðè x → +∞. Íàðåøòi,
α ∈ Lïç, ÿêùî α ∈ L i α(cx) = (1 + o(1))α(x) ïðè x→ +∞ äëÿ êîæíîãî c ∈ (0,+∞),
òîáòî α � ïîâiëüíî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ. Çðîçóìiëî, ùî Lïç ⊂ L0.

Ïðèïóñòèìî, ùî α ∈ L òà β ∈ L. ßêùî σa = +∞, òî ðÿä Äiðiõëå (1) íàçèâà-
¹òüñÿ öiëèì, ïîñëiäîâíiñòü x = (xn) íàçèâà¹òüñÿ [3] öiëîþ ñòîñîâíî ïîñëiäîâíîñòi λ, à
óçàãàëüíåíèì ïîðÿäêîì %αβ [F ] òàêîãî ðÿäó Äiðiõëå (i ïîñëiäîâíîñòi x = (xn)) íàçè-

âà¹òüñÿ [4] âåëè÷èíà %α,β [F ] = lim
σ→+∞

α(ln M(σ, F ))

β(σ)
. Âiäîìî [4-5], ùî çà ïåâíèõ óìîâ

íà ôóíêöi¨ α ∈ L i β ∈ L i íà ïîñëiäîâíiñòü λ ïðàâèëüíà ôîðìóëà %α,β [F ] = %α,β [x],

äå %α,β [x] =: lim
n→∞

α(λn)

β ((− ln |xn|)/λn)
. Äëÿ ôiêñîâàíîãî % ∈ (0, +∞) ÷åðåç Ωα,β(%) ïî-

çíà÷èìî êëàñ âñiõ öiëèõ ñòîñîâíî λ = (λn) ïîñëiäîâíîñòåé x = (xn) óçàãàëüíåíîãî
ïîðÿäêó %α,β [x] ≤ %. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1, â [3] äîâåäåíî, ùî çà ïåâíèõ óìîâ íà
ôóíêöi¨ α ∈ L i β ∈ L i íà ïîñëiäîâíiñòü λ äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A = (ank) âiäîáðà-
æàëà Ωα,β(%) â Ωα,β(µ), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ êîæíîãî t > µ iñíóâàëè òàêi
r > % i M ∈ (0, +∞), ùî äëÿ âñiõ n i k

|ank| exp

{
λn

(
β−1

(
α(λn)

t

))
− λk

(
β−1

(
α(λk)

r

))}
≤M.

Ó çàïðîïîíîâàíié çàìiòöi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ðÿä Äiðiõëå (1) ìà¹ íóëüî-
âó àáñöèñó àáñîëþòíîþ çáiæíîñòi (çàãàëüíèé âèïàäîê, êîëè σa = h ∈ (−∞,+∞),
çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó σa = 0 çàìiíîþ z íà z − h).

2. Ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè. Äîáðå âiäîìî [5, c. 10], [6, c. 115] òàêå: ÿêùî ln n =
o(λn) (n→∞) i

(2) lim
n→∞

ln |xn|
λn

= 0,

òî ðÿä Äiðiõëå (1) ìà¹ íóëüîâó àáñöèñó àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi. Áóäåìî ââàæàòè, ùî

(3) lim
n→∞

|xn| = +∞.
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Öÿ óìîâà ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí
µ(σ, F ) = max{|xn| exp{σλn} : n ≥ 0} ↑ +∞ ïðè σ ↑ 0. Ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü
Êîøi µ(σ, F ) ≤M(σ, F ) çâiäñè âèïëèâà¹, ùî M(σ, F ) ↑ +∞ ïðè σ ↑ 0.

Çà óìîâ α ∈ L i β ∈ L óçàãàëüíåíèì ïîðÿäêîì %0αβ [F ] ðÿäó Äiðiõëå (1) ç íóëüî-

âîþ àáñöèñîþ àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi íàçèâà¹òüñÿ [7] âåëè÷èíà

(4) %0α,β [F ] = lim
σ↑0

α(ln M(σ, F ))

β(1/|σ|)
.

Öþ æ âåëè÷èíó áóäåìî òàêîæ íàçèâàòè óçàãàëüíåíèì ïîðÿäêîì âiäïîâiäíî¨ àíàëi-
òè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi x = (xn), ââàæàþ÷è, ùî %0α,β [x] = %0α,β [F ].

Ïðàâèëüíi [7] òàêi òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2. Íåõàé α ∈ Lïç, β ∈ Lïç i ïðè x0 ≤ x→ +∞

(5)
x

β−1(cα(x))
↑ +∞, α

(
x

β−1(cα(x))

)
= (1 + o(1))α(x)

äëÿ êîæíîãî c ∈ (0,+∞), à α(λn) = o (β(λn/ ln n)) ïðè n→∞. Òîäi

(6) %0α,β [F ] = k01α,β [x] =: lim
n→∞

α(λn)

β(λn/ ln |xn|)
.

Ëåìà 3. Íåõàé α ∈ Lïç, β ∈ Lïç i ïðè x0 ≤ x→ +∞

(7)
x

α−1(cβ(x))
↑ +∞, β

(
x

α−1(cα(x))

)
= (1 + o(1))β(x)

äëÿ êîæíîãî c ∈ (0,+∞), à α(ln n) = o(β(λn)) ïðè n→∞. Òîäi

(8) %0α,β [F ] = k02α,β [x] =: lim
n→∞

α (ln |xn|)
β(λn)

.

Çàóâàæèìî, ùî ç óìîâ ëåìè 2 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ α çðîñòà¹ ïîâiëüíiøå, íiæ
ôóíêöiÿ β , à óìîâè ëåìè 3 ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî ôóíêöiÿ α çðîñòà¹ øâèäøå, íiæ
ôóíêöiÿ β. ßêùî ôóíêöi¨ α i β ìàþòü îäíàêîâå çðîñòàííÿ, òî æîäíó ç ôîðìóë (6)
÷è (8) âèêîðèñòîâóâàòè íå ìîæíà. Íàïðèêëàä, ÿêùî âèáåðåìî α(x) = β(x) = ln+ x,
òî ç (4) îòðèìà¹ìî îçíà÷åííÿ êëàñè÷íîãî ïîðÿäêó %0[F ], à äëÿ éîãî îá÷èñëåííÿ çà
óìîâè ln ln n = o(ln λn) ïðè n→∞, ìîæíà ñêîðèñòàòèñü [8] ôîðìóëîþ

(9) %0[F ] = (%0[x]) =
k0[x]

1− k0[x]
, k0[x] =: lim

n→∞

ln+ ln |xn|
ln λn

.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî % ∈ (0, +∞) ÷åðåç Ω0
α,β(%) ïîçíà÷èìî êëàñ âñiõ àíàëiòè÷íèõ

ñòîñîâíî λ = (λn) ïîñëiäîâíîñòåé x = (xn) óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó %0α,β [x] ≤ %.

Ëåìà 4. Íåõàé (%j) � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë i %j ↓ % (j →∞). Ïðèïóñòèìî,
ùî ôóíêöi¨ α òà β i ïîñëiäîâíiñòü (λn) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 2. Òîäi, ÿêùî

ïðèéìåìî ξ
(j)
n = exp

{
− λn
β−1 (α(λn)/%j)

}
, òî Ω0

α,β(%) =
⋂
j

s(ξ(j)).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî
⋂
j

s(ξ(j)) ⊂ Ω0
α,β(%). Îñêiëüêè

s(ξ(j)) = {(xn) : ξ(j)n xn → 0 (n→∞)},
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òî äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ n

(10) |xn| ≤
1

ξ
(j)
n

= exp

{
λn

β−1 (α(λn)/%j)

}
,

çâiäêè
ln |xn|
λn

≤ 1

β−1 (α(λn)/%j)
→ 0 (n→∞). Ç iíøîãî áîêó, ç óìîâè (3) âèïëèâà¹,

ùî

lim
n→∞

ln |xn|
λn

≥ 0.

Òîìó ïðàâèëüíà ðiâíiñòü (2). Ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî ëåãêî äîâåñòè, ùî ç óìîâè
α(λn) = o (β(λn/ ln n)) ïðè n→∞ âèïëèâà¹ óìîâà ln n = o(λn) (n→∞). Îòæå, ðÿä
Äiðiõëå (1) ìà¹ íóëüîâó àáñöèñó àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi.

Ç íåðiâíîñòi (10) âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî j

k01α,β [x] = lim
n→∞

α(λn)

β(λn/ ln |xn|)
≤ %j

i îñêiëüêè %j ↓ % (j →∞), òî çà ëåìîþ 2 %0α,β [F ] = k01α,β [x] ≤ %, òîáòî s(ξ(j)) ⊂ Ω0
α,β(%),

i îòæå,
⋂
j

s(ξ(j)) ⊂ Ω0
α,β(%).

Íàâïàêè, ÿêùî (xn) ∈ Ωα,β(%), òî

|xn| ≤ exp

{
λn

β−1 (α(λn)/(%+ o(1)))

}
, n→∞,

i

|xnξ(j)n | ≤ exp

{
λn

β−1 (α(λn)/(%+ o(1)))
− λn
β−1 (α(λn)/%j)

}
, n→∞.

Îñêiëüêè β ∈ Lïç, òî β−1(c1x) = o(β−1(c2x)) ïðè x → +∞ äëÿ áóäü-ÿêèõ

0 ≤ c1 < c2 ≤ +∞, òîáòî çàâäÿêè óìîâi (5)
x

β−1 (α(x)/c1)
= o

(
x

β−1 (α(x)/c2)

)
ïðè x → +∞ i ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü %j > % ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi îòðèìó¹ìî

ñïiââiäíîøåííÿ |xnξ(j)n | → 0 (n → ∞), òîáòî (xn) ∈ s(ξ(j)) äëÿ êîæíîãî j, i îòæå,
Ω0
α,β(%) ⊂

⋂
j

s(ξ(j)). Ëåìó 4 äîâåäåíî. �

Ëåìà 5. Íåõàé (%j) � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë i %j ↓ % (j →∞). Ïðèïóñòèìî,
ùî ôóíêöi¨ α òà β i ïîñëiäîâíiñòü (λn) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 3. Òîäi, ÿêùî

ïðèéìåìî ξ
(j)
n = exp{−α−1(%jβ(λn))}, òî Ω0

α,β(%) =
⋂
j

s(ξ(j)).

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ s(ξ(j)) âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ n

(11) |xn| ≤ 1/ξ(j)n = exp{α−1(%jβ(λn)},

çâiäêè ç îãëÿäó íà óìîâó (7) ìàòèìåìî

ln |xn|
λn

≤ α−1(%jβ(λn)

λn
→ 0 (n→∞)
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i îñêiëüêè lim
n→∞

ln |xn|
λn

≥ 0, òî ïðàâèëüíà ðiâíiñòü (2). Çàâäÿêè (7) ç óìîâè α(ln n) =

= o(β(λn)) (n→∞) âèïëèâà¹, ùî ln n = o(λn) (n→∞). Îòæå, ðÿä Äiðiõëå (1) ìà¹
íóëüîâó àáñöèñó àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi.

Ç íåðiâíîñòi (11) âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî j

k02α,β [x] = lim
n→∞

α (ln |xn|)
β(λn)

≤ %j

i îñêiëüêè %j ↓ % (j →∞), òî çà ëåìîþ 3 %α,β [F ] = k02α,β [x] ≤ %, òîáòî s(ξ(j)) ⊂ Ω0
α,β(%),

i îòæå,
⋂
j

s(ξ(j)) ⊂ Ω0
α,β(%).

Íàâïàêè, ÿêùî (xn) ∈ Ωα,β(%), òî |xn| ≤ exp{α−1((%+ o(1))β(λn))} (n→∞) i

|xnξ(j)n | ≤ exp{α−1((%+ o(1))β(λn))− α−1(%jβ(λn))}, n→∞.
Îñêiëüêè α ∈ Lïç, òî α

−1(c1x) = o(α−1(c2x)) ïðè x → +∞ äëÿ áóäü-ÿêèõ 0 ≤ c1 <
< c2 ≤ +∞, òîáòî α−1(c1β(x)) = o(α−1(c2β(x))) ïðè x→ +∞ i ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü

%j > % ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ |xnξ(j)n | → 0 (n→∞), òîáòî

(xn) ∈ s(ξ(j)) äëÿ êîæíîãî j, i îòæå, Ω0
α,β(%) ⊂

⋂
j

s(ξ(j)). Ëåìó 5 äîâåäåíî. �

Íàðåøòi, äëÿ ôiêñîâàíîãî % ∈ (0, +∞) ÷åðåç Ω0(%) ïîçíà÷èìî êëàñ âñiõ àíàëi-
òè÷íèõ ñòîñîâíî λ = (λn) ïîñëiäîâíîñòåé x = (xn) êëàñè÷íîãî ïîðÿäêó %0[x] ≤ %.
Òîäi ïðàâèëüíà òàêà ëåìà.

Ëåìà 6. Íåõàé (%j) � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë i %j ↓ % (j →∞). Ïðèïóñòèìî,

ùî ln ln n = o(ln λn) ïðè n→∞. Òîäi, ÿêùî ïðèéìåìî ξ
(j)
n = exp{−λ%j/(1+%j)n }, òî

Ω0(%) =
⋂
j

s(ξ(j)).

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ s(ξ(j)) îäåðæó¹ìî |xn| ≤ exp{λ%j/(1+%j)n } äëÿ âñiõ äî-
ñèòü âåëèêèõ n, çâiäêè ëåãêî âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (2), à îñêiëüêè ç óìîâè ln ln n =
= o(ln λn) (n → ∞) âèïëèâà¹ óìîâà ln n = o(λn) (n → ∞), òîáòî ðÿä Äiðiõëå (1)
ìà¹ íóëüîâó àáñöèñó àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi. Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî
äëÿ áóäü-ÿêîãî j

k0[x] = lim
n→∞

ln+ ln |xn|
ln λn

≤ %j
%j + 1

i, îñêiëüêè %j/(1+%j) ↓ %/(1+%) (j →∞), à ç (9) âèïëèâà¹, ùî k0[x] = %0[x]/(1+%0[x]),

òî %0[x] ≤ %, òîáòî s(ξ(j)) ⊂ Ω0(%) äëÿ áóäü-ÿêîãî j, i îòæå,
⋂
j

s(ξ(j)) ⊂ Ω0(%).

Íàâïàêè, ÿêùî (xn) ∈ Ω0(%), òî |xn| ≤ exp{λ%/(1+%)+o(1)n } (n→∞) i

|xnξ(j)n | ≤ exp{λ%/(1+%)+o(1)n − λ%j/(1+%j)n } → 0, n→∞,
òîáòî (xn) ∈ s(ξ(j)) äëÿ êîæíîãî j, i îòæå, Ω0(%) ⊂

⋂
j

s(ξ(j)). Ëåìó 6 äîâåäåíî. �
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3. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìè 1 i 4, äîâåäåìî ñïî÷àòêó òàêó
òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ôóíêöi¨ α ∈ L òà β ∈ L i ïîñëiäîâíiñòü λ = (λn) çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè ëåìè 2, % ∈ (0, +∞) i µ ∈ (0, +∞). Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A = (ank)
âiäîáðàæàëà Ω0

α,β(%) â Ω0
α,β(µ), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ êîæíîãî t > µ

iñíóâàëè òàêi r > % i M ∈ (0, +∞), ùî äëÿ âñiõ n i k

(12) |ank| exp

{
λk

β−1 (α(λk)/r)
− λn
β−1 (α(λn)/t)

}
≤M.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (µi) � òàêà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî µi ↓ µ, à

η(i)n = exp

{
− λn
β−1 (α(λn)/µi)

}
.

Çà ëåìîþ 4 Ω0
α,β(µ) =

⋂
i

s(η(i)) i Ω0
α,β(%) =

⋂
j

s(ξ(j)). Ëåãêî ïåðåâiðèòè òàêå: ÿêùî

%k < %j äëÿ k > j, òî ξ
(j)
n ≤ ξ(k)n äëÿ k > j, çâiäêè çãiäíî ç îçíà÷åííÿì âèïëèâà¹, ùî

s(ξ(k)) ⊂ s(ξ(j)) äëÿ k > j. Ïîäiáíî, ÿêùî µk < µj äëÿ k > j, òî s(η(k)) ⊂ s(η(j)) äëÿ
k > j.

Äëÿ l > i, ÿê ó äîâåäåííi ñïiââiäíîøåííÿ |ξ(j)n xn| → 0 (n → ∞) â ëåìi 4,
îòðèìó¹ìî

η
(i)
n

η
(l)
n

= exp

{
λn

β−1 (α(λn)/µl))
− λn
β−1 (α(λn)/µi))

}
→ 0, n→∞.

Íàðåøòi, ïîäiáíî äëÿ k > j îòðèìó¹ìî∑
n

∣∣∣∣∣ ξ(j)nξ(k)n

∣∣∣∣∣ =
∑
n

exp

{
λn

β−1 (α(λn)/%k))
− λn
β−1 (α(λn)/%j))

}
=

=
∑
n

exp

{
− λn(1 + o(1))

β−1 (α(λn)/%j))

}
, n→∞.(13)

Ç óìîâ β ∈ Lïç i α(λn) = o (β(λn/ ln n)) (n → ∞) âèïëèâà¹, ùî α(λn)/%j ≤
≤ β(λn/(2 ln n)) äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ n. Òîìó ç (13) âèïëèâà¹, ùî∑

n

∣∣∣∣∣ ξ(j)nξ(k)n

∣∣∣∣∣ ≤∑
n

exp{−2(1 + o(1)) ln n} < +∞.

Îòæå, ìîæåìî çàñòîñóâàòè ëåìó 1 äî S = Ω0
α,β(%) i T = Ω0

α,β(µ), çà ÿêîþ äëÿ

òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A = (ank) âiäîáðàæàëà Ω0
α,β(%) â Ω0

α,β(µ), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,

ùîá äëÿ êîæíîãî i iñíóâàëè òàêi j i M ∈ (0, +∞), ùî äëÿ âñiõ n i k

exp

{
− λn
β−1 (α(λn)/µi)

}
|ank| exp

{
λk

β−1 (α(λk)/%j)

}
≤M.

Çâiäñè ëåãêî îòðèìó¹ìî (12). Òåîðåìó 1 äîâåäåíî. �

ßêùî âèêîðèñòàòè ëåìè 1 i 5, ïðèéäåìî äî òàêî¨ òåîðåìè.
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Òåîðåìà 2. Íåõàé ôóíêöi¨ α ∈ L òà β ∈ L i ïîñëiäîâíiñòü λ = (λn) çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè ëåìè 3, % ∈ (0, +∞) i µ ∈ (0, +∞). Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A = (ank)
âiäîáðàæàëà Ω0

α,β(%) â Ω0
α,β(µ), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ êîæíîãî t > µ

iñíóâàëè òàêi r > % i M ∈ (0, +∞), ùî äëÿ âñiõ n i k

(14) |ank| exp{α−1(rβ(λk)− α−1(tβ(λn)} ≤M.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé, ÿê ðàíiøå µi ↓ µ, à η
(i)
n = exp{−α−1(µiβ(λn)}. Çà ëåìîþ 5

Ω0
α,β(µ) =

⋂
i

s(η(i)) i Ω0
α,β(%) =

⋂
j

s(ξ(j)). Ëåãêî ïåðåâiðèòè òàêå: ÿêùî %k < %j äëÿ

k > j, òî ξ
(j)
n ≤ ξ

(k)
n äëÿ k > j, òîáòî s(ξ(k)) ⊂ s(ξ(j)) äëÿ k > j. Ïîäiáíî, ÿêùî

µk < µj äëÿ k > j, òî s(η(k)) ⊂ s(η(j)) äëÿ k > j.

Äëÿ l > i, ÿê ó äîâåäåííi ñïiââiäíîøåííÿ |ξ(j)n xn| → 0 (n → ∞) â ëåìi 5,
ìàòèìåìî

η(i)n /η(l)n = exp
{
α−1(µlβ(λn)− α−1(µiβ(λn)

}
→ 0, n→∞.

Íàðåøòi, ïîäiáíî äëÿ k > j îòðèìó¹ìî∑
n

∣∣∣ξ(j)n /ξ(k)n

∣∣∣ =
∑
n

exp
{
−α−1(%jβ(λn) + α−1(%kβ(λn)}

}
=

=
∑
n

exp
{
−(1 + o(1))α−1(%jβ(λn)

}
≤
∑
n

exp {−2(1 + o(1)) ln n} < +∞,

áî ç óìîâ α ∈ Lïç i α(ln n) = o (β(λn)) (n→∞) âèïëèâà¹, ùî 2 ln n ≤ α−1(%jβ(λn))
äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ n.

ßêùî ïðèéìåìî S = Ω0
α,β(%) i T = Ω0

α,β(µ), òî çà ëåìîþ 1 äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ

A = (ank) âiäîáðàæàëà Ω0
α,β(%) â Ω0

α,β(µ), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ êîæíîãî i

iñíóâàëè òàêi j i M ∈ (0, +∞), ùî äëÿ âñiõ n i k

exp{−α−1(µiβ(λn)}|ank| exp{α−1(%jβ(λk)} ≤M.

Çâiäñè ëåãêî îòðèìó¹ìî (14). Òåîðåìó 2 äîâåäåíî. �

Íàðåøòi, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìè 1 i 6, äîâåäåìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Íåõàé ln ln n = o(ln λn) ïðè n → ∞, % ∈ (0, +∞) i µ ∈ (0, +∞). Äëÿ
òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A = (ank) âiäîáðàæàëà Ω0(%) â Ω0(µ), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,

ùîá äëÿ êîæíîãî t > µ iñíóâàëè òàêi r > % i M ∈ (0, +∞), ùî äëÿ âñiõ n i k

(15) |ank| exp{λr/(1+r)k − λt/(1+t)n } ≤M.

Äîâåäåííÿ. Âèáèðàþ÷è η
(i)
n = exp{−λµi/(1+µi)

n }, äå µi ↓ µ, çà ëåìîþ 6 îòðèìó¹ìî
Ω0(µ) =

⋂
i

s(η(i)) i Ω0(%) =
⋂
j

s(ξ(j)). ßê ðàíiøå, ëåãêî áà÷èòè, ùî s(ξ(k)) ⊂ s(ξ(j)) i

s(η(k)) ⊂ s(η(j)) äëÿ k > j. Äëÿ l > i ìà¹ìî

η(i)n /η(l)n = exp{λµl/(1+µl)
n − λµi/(1+µi)

n } → 0

ïðè n→∞, à äëÿ k > j ç îãëÿäó íà óìîâó ln ln n = o(ln λn) (n→∞) îòðèìó¹ìî∑
n

∣∣∣ξ(j)n /ξ(k)n

∣∣∣ =
∑
n

exp
{
−(1 + o(1))λ%j/(1+%j)n

}
< +∞,
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Òîìó, ÿêùî ïðèéìåìî S = Ω0(%) i T = Ω0(µ), òî çà ëåìîþ 1 äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ
A = (ank) âiäîáðàæàëà Ω0

α,β(%) â Ω0
α,β(µ), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ êîæíîãî i

iñíóâàëè òàêi j i M ∈ (0, +∞), ùî äëÿ âñiõ n i k

exp{−λµi/(1+µi)
n }|ank| exp{λ%j/(1+%j)k } ≤M.

Çâiäñè ëåãêî îòðèìó¹ìî (15). Òåîðåìó 3 äîâåäåíî. �

4. Äîïîâíåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè, êîëè îäíà ç ôóíêöié α ÷è β ¹ ñòåïå-
íåâîþ. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî α(x) ≡ x àáî β(x) ≡ x.
Ïîçíà÷èìî %0α,∗[F ] = %0α,β [F ], ÿêùî β(x) ≡ x, i %0∗,β [F ] = %0α,β [F ], ÿêùî α(x) ≡ x. Äëÿ
çíàõîäæåííÿ %0α,∗[F ] i %0∗,β [F ] ÷åðåç êîåôiöi¹íòè ïðàâèëüíi [9] òàêi òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 7. ßêùî α ∈ Lïç i α(x/α(x)) = (1 + o(1))α(x) ïðè x → +∞, à ln n =
= o(λn/α(λn)) ïðè n→∞, òî

%0α,∗[F ] = k01α,∗[x] =: lim
n→∞

α(λn) ln |xn|
λn

.

Ëåìà 8. ßêùî β ∈ Lïç, x/β(x) ↑ +∞ i β(x/β(x)) = (1+o(1))β(x) ïðè x0 ≤ x→ +∞,

à ln n = o(β(λn)) ïðè n→∞, òî

%0∗,β [F ] = k02∗,β [x] =: lim
n→∞

ln |xn|
β(λn)

.

Ïîçíà÷èìî Ω0
α,∗[%] = Ω0

α,β [%], ÿêùî β(x) ≡ x, i Ω0
∗,β [%] = Ω0

α,β [%], ÿêùî α(x) ≡ x.
Ïîäiáíî äî ëåì 4 òà 5 íåñêëàäíî äîâåñòè òàêi äâi ëåìè.

Ëåìà 9. Íåõàé (%j) � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë i %j ↓ % (j → ∞). Ïðèïóñòè-
ìî, ùî ôóíêöiÿ α i ïîñëiäîâíiñòü (λn) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 7. Òîäi, ÿêùî

ïðèéìåìî ξ
(j)
n = exp{−%jλn/α(λn)}, òî Ω0

α,∗(%) =
⋂
j

s(ξ(j)).

Ëåìà 10. Íåõàé (%j) � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë i %j ↓ % (j →∞). Ïðèïóñòè-
ìî, ùî ôóíêöiÿ β i ïîñëiäîâíiñòü (λn) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 8. Òîäi, ÿêùî

ïðèéìåìî ξ
(j)
n = exp{−%jβ(λn)}, òî Ω0

∗,β(%) =
⋂
j

s(ξ(j)).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìè 1 i 9, ïîäiáíî äî òåîðåì 1 òà 2, îòðèìó¹ìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Íåõàé ôóíêöi¨ α ∈ L òà β ∈ L i ïîñëiäîâíiñòü λ = (λn) çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâè ëåìè 7, % ∈ (0, +∞) i µ ∈ (0, +∞). Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A = (ank)
âiäîáðàæàëà Ω0

α,∗(%) â Ω0
α,∗(µ), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ êîæíîãî t > µ iñíó-

âàëè òàêi r > % i M ∈ (0, +∞), ùî |ank| exp{rλk/α(λk)− tλn/α(λn)} ≤ M äëÿ âñiõ

n i k.

ßêùî âèêîðèñòàòè ëåìè 1 i 10, ïðèéäåìî äî òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 5. Íåõàé ôóíêöiÿ β ∈ L i ïîñëiäîâíiñòü λ = (λn) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

ëåìè 8, % ∈ (0, +∞) i µ ∈ (0, +∞). Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A = (ank) âiäîáðàæàëà

Ω0
∗,β(%) â Ω0

∗,β(µ), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ êîæíîãî t > µ iñíóâàëè òàêi

r > % i M ∈ (0, +∞), ùî |ank| exp{rβ(λk)− tβ(λn)} ≤M äëÿ âñiõ n i k.
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ON MATRIX MAPS OF ANALYTIC SEQUENCES
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A sequence (xn) of complex numbers is said to be analytic with respect
to a sequence (λn) of positive numbers increasing to +∞, if a Dirichlet series
with coe�cients xn and exponents λn has the abscissa of absolute convergence
σa ∈ (−∞, +∞]. We will call the generalized order of this Dirichlet series the
generalized order of the sequence (xn). Necessary and su�cient condition in
order that a matrix (ank) maps a class of analytic sequences of the generalized
order ≤ % ∈ (0,+∞) onto a class of analytic sequences of the generalized order
≤ µ ∈ (0,+∞) are found.

Key words: Dirichlet series, matrix map, generalized order.


