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Äîâåäåíî, ùî åôåêòèâíå äóî êiëüöå Åðìiòà ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ
äiëüíèêiâ. Äîâåäåíî, ùî äóî îáëàñòü Áåçó, ñêií÷åííèé ãîìîìîðôíèé îáðàç
ÿêî¨ ¹ êiëüöåì ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè, ¹ åôåêòèâíèì ñïðàâà êiëüöåì. Òàêîæ
äîâåäåíî, ùî àêóðàòíi êiëüöÿ ¹ åôåêòèâíèìè êiëüöÿìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: äóî êiëüöå, åôåêòèâíå êiëüöå, êiëüöå åëåìåíòàðíèõ
äiëüíèêiâ, êiëüöå ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè.

1. Âñòóï. Õåëìåð [5] ïåðøèì ïî÷àâ ðîçãëÿäàòè àäåêâàòíi îáëàñòi, ùîá îòðèìà-
òè àáñòðàêòíó õàðàêòèðèçàöiþ êiëüöÿ öiëèõ ôóíêöié. Àäåêâàòíi êiëüöÿ ç äiëüíèêàìè
íóëÿ â ðàäèêàëi Äæåêîáñîíà âèâ÷àâ Êàïëàíñüêèé [6]. Ãiëëìàí i Õåíðiêñåí äîâåëè,
ùî ðåãóëÿðíå â ñåíñi ôîí Íåéìàíà êiëüöå ¹ àäåêâàòíèì [7]. Ïåðøèé ïðèêëàä íåàäå-
êâàòíî¨ îáëàñòi Áåçó, ÿêà ¹ îáëàñòþ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, ïîáóäóâàâ Õåíðiêñåí
[8]. Çàáàâñüêèé i Êóçíiöüêà [9] ââåëè äëÿ ðîçãëÿäó íîâèé êëàñ òàê çâàíèõ ðîçäiëüíèõ
êiëåöü, ÿêèé ìiñòèòü àäåêâàòíi êiëüöÿ. Ãàòàëåâè÷ [10] ïåðøèì ïî÷àâ âèâ÷àòè íåêîìó-
òàòèâíi àäåêâàòíi êiëüöÿ òà ¨õíi óçàãàëüíåííÿ. Âií äîâiâ, ùî óçàãàëüíåíî àäåêâàòíà
ñïðàâà äóî îáëàñòü Áåçó ¹ îáëàñòþ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Óñi êiëüöÿ, ÿêi ðîçãëÿäà¹ìî, ¹ äóî êiëüöÿìè ç îäèíèöåþ âiäìiíîþ âiä íóëÿ.

Îçíà÷åííÿ 1. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ äóî êiëüöåì, ÿêùî êîæåí îäíîái÷íèé iäåàë
êiëüöÿ R ¹ äâîái÷íèì.

Ïðèêëàäàìè äóî êiëåöü ¹ êîìóòàòèâíi êiëüöÿ, òiëà, ïðÿìi ñóìè òië, àáåëåâî
ðåãóëÿðíi êiëüöÿ.

Îçíà÷åííÿ 2. Êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì Áåçó, ÿêùî êîæíèé éîãî ïðàâèé i ëiâèé
ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé iäåàë ¹ ãîëîâíèì.

Îçíà÷åííÿ 3. Åëåìåíò a äóî êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ àäåêâàòíèì ñïðàâà äî åëåìåíòà
b ∈ R, ÿêùî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè r, s ∈ R, ùî a= rs, rR+ bR = R, i äëÿ äîâiëüíîãî
åëåìåíòà s′ ∈ R òàêîãî, ùî sR ⊂ s′R 6= R, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà s′R+ bR 6= R.
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Îçíà÷åííÿ 4 ([2]). Äóî êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ àäåêâàòíèì ñïðàâà, ÿêùî âîíî ¹
êiëüöåì Áåçó i êîæåí íåíóëüîâèé éîãî åëåìåíò ¹ àäåêâàòíèì ñïðàâà.

Ïðèêëàäîì àäåêâàòíîãî ñïðàâà êiëüöÿ ¹ àáåëåâî ðåãóëÿðíå êiëüöå.

Îçíà÷åííÿ 5. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, ÿêùî äî-
âiëüíó ìàòðèöþ A íàä êiëüöåì R, äîìíîæèâøè íà âiäïîâiäíi îáîðîòíi ìàòðèöi P i Q,
ìîæíà çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó D = PAQ = diag(ε1, ε2, . . . , εr),
ïðè÷îìó Rεi+1R ⊆ εiR ∩Rεi ïðè i = 1, 2, . . . , r − 1.

Îçíà÷åííÿ 6. ßêùî äîâiëüíà 1 × 2 (2 × 1) ìàòðèöÿ íàä êiëüöåì R âîëîäi¹ äiàãî-
íàëüíîþ ðåäóêöi¹þ, òîäi êiëüöå R íàçèâàþòü, âiäïîâiäíî, ëiâèì (ïðàâèì) êiëüöåì
Åðìiòà. Ëiâå i ïðàâå êiëüöå Åðìiòà íàçèâàþòü êiëüöåì Åðìiòà.

Î÷åâèäíî, ùî êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ¹ êiëüöåì Åðìiòà, ÿêå ¹ êiëüöåì
Áåçó.

Îçíà÷åííÿ 7 ([4]). Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ R iñíó¹ òàêèé iäåìïîòåíò e ∈ R, ùî e ∈ aR i (1−e) ∈ (1−a)R.

Îçíà÷åííÿ 8. Äóî êiëüöå Áåçó R íàçèâà¹òüñÿ åôåêòèâíèì ñïðàâà, ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ R òàêèõ, ùî aR+ bR+ cR = R i aR+ bR 6= R, iñíó¹ òàêèé
åëåìåíò p ∈ R, ùî åëåìåíò c ¹ àäåêâàòíèì ñïðàâà äî åëåìåíòà ap i pR+bR+cR = R.

Ïðèêëàäîì åôåêòèâíèõ ñïðàâà êiëåöü ¹ àäåêâàòíi ñïðàâà êiëüöÿ. Ïðèêëàä Õåí-
ðiêñîíà [1] ñòâåðäæó¹ ïðî òå, ùî êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó

M = {z0 + a1x+ a2x
2 + . . . | z0 ∈ Z, ai ∈ Q}

¹ ¹ôåêòèâíèì êiëüöåì, ÿêå íå ¹ àäåêâàòíèì êiëüöåì. Öåé ïðèêëàä ìîæíà óçàãàëü-
íèòè íà äóî âèïàäîê, ðîçãëÿíóâøè äóî îáëàñòü Áåçó

S = {z0 + a1x+ a2x
2 + . . . | z0 ∈ R, ai ∈ P},

äå R == äóî îáëàñòü, P � òiëî äðîáiâ äóî îáëàñòi R.

Îçíà÷åííÿ 9. Åëåìåíò a ∈ R íàçèâà¹òüñÿ ÷èñòèì, ÿêùî a = u + e, äëÿ äåÿêîãî
iäåìïîòåíòà e = e2 ∈ R i îáîðîòíîãî åëåìåíòà u ∈ U(R).

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé R � äóî îáëàñòü Áåçó i a ∈ R, a 6= 0. Òîäi åëåìåíò a ¹

àäåêâàòíèì ñïðàâà äî åëåìåíòà b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè åëåìåíò a ¹ àäåêâàòíèì
ñïðàâà äî åëåìåíòà b+ at äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà t ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé åëåìåíò a ¹ àäåêâàòíèì ñïðàâà äî åëåìåíòà b â äóî êiëüöi Áåçó
R. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè r, s ∈ R, ùî a = rs, rR + bR = R
i äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà s′ ∈ R òàêîãî, ùî sR ⊂ s′R 6= R, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
s′R+ bR 6= R. Âèáåðåìî äîâiëüíèé åëåìåíò t ∈ R i ðîçãëÿíåìî iäåàë rR+ (b+ at)R.
Îñêiëüêè R ¹ äóî êiëüöåì Áåçó, òî îòðèìà¹ìî rR + (b + at)R = hR äëÿ äåÿêîãî
åëåìåíòà h ∈ R. Çãiäíî ç aR ⊂ rR ⊂ hR i (b+ at)R ⊂ hR âèïëèâà¹, ùî bR ⊂ hR. Ùî
¹ ìîæëèâèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè h ¹ îäèíèöåþ. Òîìó, ùî rR+ bR = R. Îñêiëüêè
s′R + bR 6= R äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà s′ ∈ R òàêîãî, ùî sR ⊂ s′R 6= R, òî îòðèìà¹ìî,
ùî s′R + (b + at)R 6= R äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà t ∈ R. Îòîæ, îòðèìà¹ìî, ùî åëåìåíò
a ¹ àäåêâàòíèì ñïðàâà äî åëåìåíòà b+ at äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà t ∈ R. Íåîáõiäíiñòü
äîâåäåíî.
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Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíò a ¹ àäåêâàòíèì ñïðàâà äî åëå-
ìåíòà b+at. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè r, s ∈ R, ùî a = rs, rR+(b+at)R =
R, i äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà s′ ∈ R òàêîãî, ùî sR ⊂ s′R 6= R, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
s′R + (b + at)R 6= R. ßêùî rR + bR = hR 6= R, äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà h ∈ R, òîäi
ç âêëþ÷åííÿ aR ⊂ rR ⊂ hR i bR ⊂ hR îòðèìà¹ìî (b + at)R ⊂ hR. Îñòàííÿ ðiâ-
íiñòü íåìîæëèâà, îñêiëüêè rR ⊂ hR. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà s′ ∈ R,
sR ⊂ s′R 6= R i s′R+ bR = R. Ìè ìà¹ìî s′R+(b+ at)R = hR 6= R. Òîäi hR ⊂ bR, ùî
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ s′R+ bR = R. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Ðîçãëÿíåìî ñóìiæíèé êëàñ b = b + aR ó ôàêòîð-êiëüöi R = R/aR. Íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ âëàñòèâîñòÿìè àäåêâàòíîãî ñïðàâà åëåìåíòà
â äóî îáëàñòi Áåçó i ñòðóêòóðè ãîìîìîðôíîãî îáðàçà åëåìåíòà b â R = R/aR.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé R ¹ äóî îáëàñòþ Áåçó i åëåìåíò a ∈ R ¹ àäåêâàòíèì ñïðàâà

äî åëåìåíòà b ∈ R. Òîäi åëåìåíò b ¹ ÷èñòèì åëåìåíòîì â êiëüöi R.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ðiâíîñòi (−1)R+bR+aR = R ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî −1R+bR =
R. Îñêiëüêè åëåìåíò a ¹ àäåêâàòíèì ñïðàâà äî åëåìåíòà b â äóî êiëüöi Áåçó R, òî
iñíóþòü òàêi åëåìåíòè r, s ∈ R, ùî a = rs, rR + bR = R, i äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà
s′ ∈ R òàêîãî, ùî sR ⊂ s′R 6= R, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà s′R + bR 6= R. Ïåðåéøîâøè
äî ôàêòîð-êiëüöÿ, ìè îòðèìà¹ìî rR + bR = R i s′R + bR 6= R. Íåõàé t ¹ äîâiëüíèì
íåîáîðîòíèì âR äiëüíèêîì åëåìåíòà s. Òîäi iñíó¹ äîâiëüíèé åëåìåíò k ∈ R òàêèé, ùî
(s+ak)R ⊂ tR. Äîâåäåìî, ùî sR+tR 6= R. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî sR+tR = R.
Îñêiëüêè (s+ ak)R ⊂ R, òî s+ ak = tβ, äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà β ∈ R.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü s + ak = tβ. Îñêiëüêè åëåìåíò a ¹ àäåêâàòíèì ñïðàâà äî
åëåìåíòà b iR ¹ äóî êiëüöåì, òë ìè ìîæåìî çàïèñàòè s+rsk = tβ. Çâiäcè âèïëèâà¹, ùî
s+sr′k = tβ ⇒ s(1+r′k) = tβ. Îñêiëüêè ç sR+ tR = R âèïëèâà¹, ùî (1+r′k)R ⊂ tR.
Îòæå, tR+r′R = R. Îñêiëüêè tR+sR = R i tR+r′R = R, òî tR+sr′R = R. Îñêiëüêè
R ¹ äóî êiëüöåì, òî sr′ = rs. Îòîæ, tR + aR = R i òîäi tR = R, ùî ñóïåðå÷èòü
ïðèïóùåííþ ïðî íåîáîðîòíiñòü åëåìåíòà t. Îòæå, ìè äîâåëè, ùî sR+ tR = uR 6= R.
Öå îçíà÷à¹, ùî uR+bR 6= R. Îñêiëüêè u ¹ ïðàâèì äiëüíèêîì åëåìåíòà t, òî tR+bR 6=
R. Ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî, ùî 0 = rs ¹ àäåêâàòíèì ñïðàâà åëåìåíòîì äî åëåìåíòà b.

Çàóâàæèìî, ùî rR + sR = R. Íàñïðàâäi, ÿêùî rR + sR = hR 6= R, òî ç àäåê-
âàòíîñòi åëåìåíòà 0 = rs äî åëåìåíòà b ∈ R âiäîìî, ùî hR + bR = R (îñêiëüêè h
¹ äiëüíèêîì r). Ç iíøîãî áîêó, hR + sR 6= R (îñêiëüêè h ¹ íåîáîðîòíèì äiëüíèêîì
s). Àëå öå íåìîæëèâî. Îòæå, rR + sR = R é iñíóþòü òàêi åëåìåíòè u, v ∈ R, ùî
ru+ sv = 1.

Ïîçíà÷èìî e = ru. Íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî b−e ¹ îäèíèöåþ â R. Ïðèïóñòèìî,
ùî (b−e)R = hR 6= R. Ðîçãëÿíåìî iäåàë hR+rR = tR. ßêùî t ¹ íåîäèíèöåþ â R, òî
(b − e)R ⊂ hR ⊂ tR. Îòæå, bR ⊂ tR, ùî ¹ íåìîæëèâèì, îñêiëüêè rR ⊂ tR, bR ⊂ tR
i bR+ rR = R. Îòæå, hR+ rR = R. Çàðàç äîâåäåìî, ùî hR+ sR = R. Ïðèïóñòèìî,
ùî hR + sR = tR 6= R. Îñêiëüêè t ¹ íå îäèíèöåþ i ¹ äiëüíèêîì s, òî ç âèçíà÷åíî¨
âëàñòèâîñòi åëåìåíòà s ìà¹ìî tR + bR = kR 6= R. Ç iíøîãî áîêó, (b − e)R = hR i
eR + sR = R. Òîäi îòðèìà¹ìî, ùî ç eR + tR = R âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ eR ⊂ kR. Öå
âêëþ÷åííÿ ¹ íåìîæëèâèì, îñêiëüêè bR ⊂ kR i bR+(−1)R = R. Çðåøòîþ ìè çíà¹ìî,
ùî 0 = rs, òîäi îòðèìà¹ìî, ùî h � îäèíèöÿ êiëüöÿ R.
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Îòæå, ìè äîâåëè, ùî b− e = u ¹ îäèíèöåþ â êiëüöi R, i îòæå, b = e+u ¹ ÷èñòèì
åëåìåíòîì. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Òåîðåìà 1. Åôåêòèâíå ñïðàâà äóî êiëüöå Åðìiòà ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíè-

êiâ.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òðiéêè åëåìåíòiâ a, b, c ∈ R òàêèõ,
ùî aR + bR + cR = R iñíóþòü òàêi åëåìåíòè p, q ∈ R, ùî (ap + bq)R + cqR = R.
ßêùî aR + bR = R, òî iñíóþòü åëåìåíòè p, g ∈ R òàêi, ùî (ap + bg)R + cqR = R.
Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì åôåêòèâíîãî êiëüöÿ iñíó¹ åëåìåíò p ∈ R òàêèé, ùî åëåìåíò c ¹
àäåêâàòíèì ñïðàâà äî åëåìåíòà ap i pR+ bR+ cR = R. Ç òîãî, ùî aR+ bR+ cR = R
i pR + bR + cR = R ìà¹ìî (ap)R + bR + cR = R. Îñêiëüêè åëåìåíò c ¹ àäåêâàòíèì
ñïðàâà äî åëåìåíòà ap, òî c = sq äå qR + apR = R i s′R + apR 6= R, äëÿ äîâiëüíîãî
åëåìåíòà s′ ∈ R, sR ⊂ s′R 6= R.

Äîâåäåìî, ùî (ap + bq)R + cqR = R. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé (ap +
bq)R+ cqR = hR 6= R. Îñêiëüêè cq = sq2, òî qR+ hR = dR 6= R. Îñêiëüêè qR ⊂ dR i
hR ⊂ dR, òî apR ⊂ dR, ùî íåìîæëèâî, áî qR+ apR = R. Îòîæ, sR ⊂ hR.

Çà îçíà÷åííÿì åëåìåíòà s îòðèìà¹ìî, ùî hR+apR = kR 6= R. ßêùî kR+aR =
xR 6= R, òî bqR ⊂ xR. Îñêiëüêè cR ⊂ xR, aR ⊂ xR i aR+bR+cR = R, òî xR+bR = R.
Îòæå, qR ⊂ xR, ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè qR + sR = R. Ìà¹ìî pR ⊂ kR. Òîäi
bqR ⊂ kR. ßêùî bR+ kR = αR 6= R, òî R ⊂ αR, bR ⊂ αR i pR ⊂ αR. Âèêîðèñòàâøè
ôàêò pR + bR + cR = R, îòðèìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ. Òîäi qR ⊂ kR. Àëå öå íåìîæëèâî,
îñêiëüêè qR+sR = R i sR ⊂ kR. Îòæå, ìè äîâåëè, ùî (ap+bq)R+cqR = R. Òåîðåìó
äîâåäåíî. �

Òâåðäæåííÿ 3. Äóî êiëüöå R ¹ êiëüöåì ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè äëÿ ïàðè åëåìåíòiâ a, b ∈ R, aR+ bR = R iñíó¹ òàêèé iäåìïîòåíò e ∈ R, ùî
e ∈ aR i 1− e ∈ bR.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç [4, òâåðäæåííÿ 1.1.1] â äîâiëüíîìó êiëüöi ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè
ç ðiâíîñòi aR + bR = R âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü îðòîãîíàëüíi iäåìïîòåíòè e ∈ R i
1− e ∈ R òàêi, ùî e ∈ aR i (1− e) ∈ (1− a)R. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíî.

ßêùî ç ðiâíîñòi aR + bR = R âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ iäåìïîòåíò e ∈ R òàêèé, ùî
e ∈ aR i (1 − e) ∈ bR. Òîäi ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü a + (1 − a) = 1. Çâiäñè îòðèìà¹ìî,
ùî e ∈ aR i (1 − e) ∈ (1 − a)R. Îòîæ, ìè îòðèìàëè, ùî R ¹ êiëüöåì ç âëàñòèâiñòþ
çàìiíè. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. �

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé R ¹ äóî îáëàñòþ Áåçó, â ÿêié äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ

a, b, c ∈ R òàêèõ, ùî aR+ bR+ cR = R iñíó¹ åëåìåíò p ∈ R òàêèé, ùî åëåìåíò c ¹
àäåêâàòíèì ñïðàâà äî åëåìåíòà ap. Íåõàé c = rs, äå rR+ apR = R i s

′
R+ apR 6= R

äëÿ äîâiëüíîãî íåîáîðîòíîãî äiëüíèêà s
′
åëåìåíòà s. Òîäi pR+ bR+ cR = R òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè sR+ bR = R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé c = rs, rR+apR = R i s
′
R+apR 6= R äëÿ äîâiëüíîãî íåîáîðîòíîãî

äiëüíèêà s
′
åëåìåíòà s. ßêùî aR+bR+cR = R i pR+bR+cR = R, òî apR+bR+cR =

R. ßêùî sR + bR = σR 6= R, òî îòðèìà¹ìî σR + apR = hR 6= R, ùî ¹ íåìîæëèâèì,
îñêiëüêè apR+ bR+ cR = R. Íåõàé sR+ bR = R. Äîâåäåìî, ùî apR+ bR+ cR = R.
ßêùî pR+ bR+ cR = hR 6= R, òî pR ⊂ hR,cR ⊂ hR i bR ⊂ hR. Îñêiëüêè rR+apR =
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R, òî h ¹ íåîáîðîòíèì äiëüíèêîì s. Ç bR ⊂ hR i sR ⊂ hR, ìà¹ìî sR+ bR ⊂ hR 6= R.
Ùî ¹ íåìîæëèâèì, îñêiëüêè sR+ bR = R. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. �

Àêóðàòíi êiëüöÿ âèâ÷àëè â [3] ÿê êiëüöÿ, ãîìîìîðôíèé îáðàç ÿêèõ ¹ êiëüöåì
ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè. Äîâåäåìî, ùî ó âèïàäêó äóî îáëàñòi Áåçó, àêóðàòíi êiëüöÿ ¹
åôåêòèâíèìè êiëüöÿìè.

Òåîðåìà 2. Íåõàé R ¹ äóî îáëàñòþ Áåçó i ôàêòîð-êiëüöå R/cR ¹ êiëüöåì ç âëàñ-

òèâiñòþ çàìiíè äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R/0. Òîäi R ¹ åôåêòèâíèì ñïðàâà êiëüöåì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R = R/cR ¹ êiëüöåì ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R/0.
Òîäi ç òâåðäæåííÿ 3 i ðiâíîñòi aR + bR = R âèïëèâà¹, ùî iäåìïîòåíò e ∈ R òàêèé,
ùî e ∈ aR i (1− e) ∈ bR.

Íàãàäà¹ìî, ùî ç óìîâè aR+ bR = R âèïëèâà¹ aR+bR+cR=R. Îñêiëüêè e ∈ aR,
òî iñíó¹ åëåìåíò p ∈ R òàêèé, ùî e− ap = cs, äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà s ∈ R. Ïîäiáíî
1 − e − bα = cβ äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ α, β ∈ R. Çãiäíî ç çàìiíîþ e = cs + ap â
1−e−bα = cβ îäåðæèìî ap+cw+bα = 1, äå w = s+β. Ùî îçíà÷à¹ pR+bR+cR = R.

Äîâåäåìî, ùî åëåìåíò c ¹ àäåêâàòíèì ñïðàâà äî åëåìåíòà ap. Îñêiëüêè e = e2,
òî e(1 − e) = ct äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà t ∈ R. Îñêiëüêè R � êiëüöå Áåçó, òî
iñíó¹ åëåìåíò d ∈ R òàêèé, ùî eR + cR = dR. Òîäi iñíóþòü åëåìåíòè u, v ∈ R òàêi,
ùî eu + cv = d i e = de0, = dc0 äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ e0, 0 ∈ R òàêèõ, ùî
e0R + c0R = R. Òîäi e0(1 − e) = c0t, òîìó ùî e0R + c0R = R i e + c0γ = 1 äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà γ ∈ R. Íåõàé r = c0, s = d. Òîäi ìè îòðèìà¹ìî ðîçêëàä c = rs,
äå rR + eR = R i sR ⊂ eR. Îòæå, ìè îòðèìàëè, ùî åëåìåíò c ¹ àäåêâàòíèì ñïðàâà
äî åëåìåíòà e. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1 i e = ap + cs îòðèìà¹ìî, ùî åëåìåíò c ¹
àäåêâàòíèì ñïðàâà äî åëåìåíòà ap. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Òåîðåìà 3. Íåõàé R ¹ äóî îáëàñòþ Áåçó, â ÿêié äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ R,
aR+bR+cR = R iñíó¹ òàêèé åëåìåíò p ∈ R, ùî åëåìåíò c ¹ àäåêâàòíèì ñïðàâà äî

åëåìåíòà ap i pR+bR+cR = R. Òîäi ôàêòîð êiëüöå R/cR ¹ êiëüöåì ç âëàñòèâiñòþ

çàìiíè äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R/0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R = R/cR i aR + bR = R , äe a = a + cR,b = b + cR. Òîäi
aR+ bR+ cR = R i iñíó¹ åëåìåíò p ∈ R òàêèé, ùî åëåìåíò c ¹ àäåêâàòíèì ñïðàâà äî
åëåìåíòà ap i pR + bR + cR = R. Î÷åâèäíî, ùî ru + sv = 1. Îñêiëüêè ru + rv = 1 i
ìà¹ìî r2u = r. Ïîçíà÷èìî e = sv . Çðîçóìiëî, ùî 1−e = ru i sR = eR,(1−e)R = rR.
Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4, ìà¹ìî sR + bR = R òîäi sλ+ bβ = 1, λ, β ∈ R. Ðîçãëÿíåìî
ðiâíiñòü rsλ + rbβ = r. Ïåðåéøîâøè äî ôàêòîð-êiëüöÿ, îòðèìà¹ìî rsλ + rbβ = r.
Îñêiëüêè rs = 0, òî îäåðæèìî rbβ = r i rR ⊂ bR. Îòæå, rR + apR = R. Îòîæ, ìè
äîâåëè òàêå: ÿêùî aR+ bR = R, òî iñíóþòü iäåìïîòåíòè e ∈ aR i 1− e ∈ bR. Çãiäíî
ç òâåðäæåííÿì 3, R/cR ¹ êiëüöåì ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè. Òåîðåìó äîâåäåíî. �
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EFFECTIVE DUO RINGS
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It is proved that an e�ective Hermite duo ring is an elementary divisor ring.
It is shown that a Bezout duo domain whose a �nite homomorphic image, is
an exchange ring is a right e�ective ring. Moreover, it is proved that the neat
rings are e�ective rings.
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