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Ïîáóäîâàíî íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåìè ðiâíÿíü
êîíâåêöi¨-äèôóçi¨. Öi ïåðåòâîðåííÿ âèêîðèñòàíî äëÿ ïîáóäîâè íåëîêàëü-
íèõ àíçàöiâ, ïðîâåäåííÿ ðåäóêöi¨ òà çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨
ñèñòåìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñèñòåìà ðiâíÿíü êîíâåêöi¨-äèôóçi¨, íåëîêàëüíi ïåðå-
òâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ñèìåòðiÿ, ìåòîä Ëi, iíâàðiàíòíiñòü, ìàêñèìàëüíà
àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi, ëiíåàðèçàöiÿ, íåëîêàëüíà çàìiíà, ñèñòåìà ðiâíÿíü
Âàí-äåð-Âààëüñà, iíâàðiàíòíèé àíçàö, ðåäóêöiÿ, òî÷íi ðîçâ'ÿçêè.

1. Âñòóï. Îäíà ç öåíòðàëüíèõ ïðîáëåì ñó÷àñíîãî òåîðåòèêî-ãðóïîâîãî àíàëiçó
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü � ðîçðîáëåííÿ åôåêòèâíèõ àëãîðèòìiâ ïîáóäîâè øèðîêèõ
êëàñiâ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiä-
íèìè òà ¨õíiõ ñèñòåì. Îäèí iç ìåòîäiâ çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü � ìåòîä Ñîôóñà Ëi, íàä çàñòîñóâàííÿì òà ðîçâèòêîì ÿêîãî
ïðàöþâàëî áàãàòî ñó÷àñíèõ ìàòåìàòèêiâ, çîêðåìà, ïðåäñòàâíèêiâ êè¨âñüêî¨ øêîëè
ãðóïîâîãî àíàëiçó, ÿêó î÷îëþâàâ Â. I. Ôóùè÷.

Iç ÷àñîì ñòàëà î÷åâèäíà îáìåæåíiñòü ìîæëèâîñòåé êëàñè÷íîãî ìåòîäó Ñ. Ëi äëÿ
ïîáóäîâè êëàñiâ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷-
íî¨ ôiçèêè. Àäæå êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïî-
õiäíèìè, ÿêi âäà¹òüñÿ ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ êëàñè÷íîãî àëãîðèòìó Ëi, îáìåæåíà
êiëüêiñòþ îïåðàòîðiâ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨.

Îäèí ç íàïðÿìiâ ïîäîëàííÿ öi¹¨ îáìåæåíîñòi êëàñè÷íîãî ìåòîäó Ñ. Ëi � ïîøóê
ìîæëèâîñòi çíàõîäæåííÿ íîâèõ (íåëi¨âñüêèõ) ñèìåòðié, ÿêi äàþòü çìîãó áóäóâàòè
øèðøi êëàñè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü, ùî äîñëiäæóþòüñÿ. Ðåçóëüòàòîì ïîøóêó â öüîìó
íàïðÿìi ñòàëè ïðàöi óêðà¨íñüêèõ ìàòåìàòèêiâ ïiä êåðiâíèöòâîì Â. I. Ôóùè÷à (äèâ.,
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íàïðèêëàä, [8]�[10]). Ó öèõ ïðàöÿõ äëÿ ðîçøèðåííÿ êëàñiâ ñèìåòðié ðiâíÿíü ìàòåìà-
òè÷íî¨ ôiçèêè çàñòîñîâàíî íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ. Ðàíiøå, â 1979 ð., öi íåëîêàëü-
íi ïåðåòâîðåííÿ çàñòîñóâàâ Ã. Ðîçåí äî ëiíåàðèçàöi¨ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ äèôóçi¨
ut = ∂x(u−2ux) äî ëiíiéíîãî z0 = z11 (äèâ. [14]).

Ó ïðàöi [11] Äæ. Áëóìàí, Ã. Ðiä i Ñ. Êóìåé âïåðøå ðîçãëÿíóëè íåëîêàëüíi
ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ó êëàñi ðiâíÿíü

(1) ut = ∂x[f(u)ux],

äå u = u(t, x), ut = ∂u
∂t , ux = ∂u

∂x , ∂x = ∂
∂x , f(u) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ.

Ó 1990 ð. Äæ. Êiíã â [13] íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ óçàãàëüíèâ i ïîêàçàâ, ùî çà
äîïîìîãîþ öèõ ïåðåòâîðåíü íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ òîãî
ñàìîãî êëàñó. Ó [12] íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáó-
äîâè íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ, ÿêi ðåäóêóþòü ðiâíÿííÿ (1) äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü, ëiíåàðèçàöi¨ ðiâíÿííÿ (1), ïîáóäîâè íåëîêàëüíèõ ôîðìóë ðîçìíîæåííÿ
éîãî ðîçâ'ÿçêiâ.

Ó ïðàöÿõ [6, 7] ïîñòàâëåíà òà ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ ïðàöü
[12, 13] íà âèïàäîê ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨

(2) Ut = ∂x[f(U)Ux],

äå U =

(
u1

u2

)
, f(U) =

(
f11 f12

f21 f22

)
, ua = ua(t, x), fab = fab(U) � äîâiëüíi ãëàäêi

ôóíêöi¨, a, b = 1, 2.
Ó íåùîäàâíiõ ïðàöÿõ [16, 17] íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi çàñòîñî-

âàíi äëÿ ðîçøèðåííÿ êëàñiâ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨-äèôóçi¨ âèãëÿäó

(3) ut = ∂x[f(u)ux + g(u)],

äå g(u) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ.
Ìè ñóêóïíiñòü íåëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü âèêîðèñòà¹ìî äëÿ: ëiíåàðèçàöi¨, ïîáó-

äîâè íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ, ïîáóäîâè íåëîêàëüíèõ ôîðìóë ðîçìíîæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ
äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü êîíâåêöi¨-äèôóçi¨

(4) Ut = ∂x [F (U)Ux +G(U)] ,

äå U =

(
u1

u2

)
, F (U) =

(
f11

f21
f12

f22

)
, G(U) =

(
g1

g2

)
, ua = ua (t, x), t � ÷àñîâà

çìiííà, x � ïðîñòîðîâà çìiííà, fab = fab (U), ga = ga (U) � êîåôiöi¹íòè äèôóçi¨ òà
êîíâåêöi¨, âiäïîâiäíî, a, b = 1, 2.

2. Íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè êîíâåêöi¨-äèôóçi¨. Ðîçãëÿíåìî ñó-
êóïíiñòü òðüîõ ïåðåòâîðåíü (äèâ. [7])

(5) t = t, x = x, ua = vax,

äå va = va(t, x) � íîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨,

(6) t = x0, x = w1, v1 = x1, v
2 = w2,

äå x0, x1 � íîâi íåçàëåæíi çìiííi, w
a = wa (x0, x1) � íîâi çàëåæíi çìiííi,

(7) x0 = x0, x1 = x1, w
a
1 = za,

za = za (x0, x1) � íîâi çàëåæíi çìiííi.
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Òåîðåìà 1. Ïåðåòâîðåííÿ (5)�(7) ¹ ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòå-

ìè (4).

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî äî ñèñòåìè (4) íåëîêàëüíó çàìiíó âèãëÿäó (5) (äèâ., íàïðèê-
ëàä, [13]). Ïiäñòàâèìî (5) â (4) i ïðîiíòåãðó¹ìî îäåðæàíó ñèñòåìó çà çìiííîþ x,
îòðèìà¹ìî

(8) Ut = F (Vx)Vxx +G(Vx),

äå V =

(
v1

v2

)
.

ßêùî äî ñèñòåìè (8) çàñòîñóâàòè ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà (6), òî öÿ ñèñòåìà
çâåäåòüñÿ äî âèãëÿäó

(9)

w1
0 =

1

(w1
1)2

[(f11 + w2
1f

12)w1
11 − w1

1f
12w2

11]− w2
1g

1,

w2
0 =

1

(w1
1)3

[(f11 + w2
1f

12)w2
1 − (f12 + w2

1f
22]w1

11+

+
1

(w1
1)2

(f22 + w2
1f

12)w2
11 − w2

1g
1 + g2,

äå waµ = ∂wa

∂xµ
, wa11 = ∂2wa

∂x2
1
, µ = 0, 1, ïðè÷îìó ó ôîðìóëàõ (9) fab = fab

(
1
w1

1
,
w2

1

w1
1

)
,

ga = ga
(

1
w1

1
,
w2

1

w1
1

)
, a, b = 1, 2.

Ïðîäèôåðåíöi¹ìî ñèñòåìó (9) çà çìiííîþ x1 òà ïîäi¹ìî ïåðåòâîðåííÿìè (7),
îäåðæèìî òàêó ñèñòåìó

(10) Z0 = ∂1[Φ(Z)Z1 + Ψ(Z)],

äå Z =

(
z1

z2

)
, Zµ = ∂Z

∂xµ
, ∂1 = ∂

∂x1
, Φ(Z) =

(
ϕ11

ϕ21
ϕ12

ϕ22

)
, ϕab = ϕab(Z), Ψ(Z) =(

ψ1

ψ2

)
, ψa = ψa(Z), µ = 0, 1, ïðè÷îìó ôóíêöi¨ ϕab, ψa ïîâ'ÿçàíi ç ôóíêöiÿìè fab,

ga òàêèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

(11)

ϕ11 = (z1)−2(f11 + z2f12),
ϕ12 = −(z1)−1f12,
ϕ12 = (z1)−3[(f11 + z2f12)z2 − (f21 + z2f22)],
ϕ22 = (z1)−2(f22 + z2f12),
ψ1 = −z1g1,
ψ2 = −z2g1 + g2,

äå fab = fab
(

1
z1 ,

z2

z1

)
, ga = ga

(
1
z1 ,

z2

z1

)
.

Îòîæ, ìè äîâåëè, ùî ëàíöþæîê çàìií (5)�(7) çâîäèòü ñèñòåìó (4) äî ñèñòåìè
ðiâíÿíü òîãî ñàìîãî êëàñó âèãëÿäó (10). Íå âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ñèñòåìà (10) çà
äîïîìîãîþ çàçíà÷åíèõ çàìií çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè (4). Òåîðåìà 1 äîâåäåíà. �
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3. Ëiíåàðiçàöiÿ ñèñòåìè (4). ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ñèñòåìà (4) ëiíiéíà, òîáòî
F (U) = Λ, G(U) = Γ(U), äå Λ = (λab), Γ = (γac) � ñòàëà ìàòðèöÿ, òî, âèêîðèñòàâøè
ôîðìóëè (11), îäåðæèìî ñèñòåìó

(12)

z10 = ∂1

[
λ11 + λ12z

2

(z1)2
z11 −

λ12
z1

z21 − γ12z2
]
,

z20 = ∂1

[
z2(λ11 + λ12z

2)− (λ21 + λ22z
2)

(z1)3
z11+

+
λ22 − λ12z2

(z1)2
z21 +

1

z1
(γ21 + (γ22 − γ11)z2 − γ12(z2)2)

]
,

ÿêà çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü (5)-(7) çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíî¨ ñèñòåìè âèãëÿäó

(13) Ut = ΛUxx + ΓUx,

i íàâïàêè.

4. Ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè (13) òà ¨¨ îáðàçó.

Ëåìà 1. Ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó

(14) U = AW +B,

äå A =

(
α11 α12

α21 α22

)
, B =

(
β1
β2

)
, αab, βa ∈ R, ¹ ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi

ñèñòåìè (4).

Çàóâàæåííÿ 1. Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ïðî ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi ñèñòåì ðiâíÿíü
êîíâåêöi¨-äèôóçi¨ (12), (13) ôîðìóëþâàòèìåìî ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü åêâiâà-
ëåíòíîñòi (14).

Òåîðåìà 2. Ó çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó ìàòðèöü Λ òà Γ ìàêñèìàëüíà àëãåáðà ií-

âàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (13) çàäà¹òüñÿ òàêèìè îïåðàòîðàìè:

1) ïðè Λ,Γ � äîâiëüíèõ îñíîâíîþ àëãåáðîþ ñèìåòði¨ ¹ àëãåáðà,

A0 = 〈∂t, ∂x, Q = u1∂u1 + u2∂u2 , X1 = β1∂u1 , X2 = β2∂u2〉;

2) ïðè

(15) Λ =

(
λ1 0
0 λ2

)
, Γ =

(
γ1 0
0 γ2

)
,

äå λ1 6= λ2, γ1 6= γ2,

A1 = 〈∂t, ∂x, G = t∂x + (x+ γ1t)Q1 + (x+ γ2t)Q2, Q1 = − 1

2λ1
u1∂u1 ,

Q2 = − 1

2λ2
u2∂u2 , D = 2t∂t + x∂x + (λ1 + γ1(x+ γ1t))Q1 + (λ2 + γ2(x+ γ2t))Q2,

Π = t2∂t + tx∂x +
[
λ1t+

1

2
(x+ γ1t)

2
]
Q1 +

[
λ2t+

1

2
(x+ γ2t)

2
]
Q2,

X1 = β1∂u1 , X2 = β2∂u2〉;
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3) ïðè Λ =

(
λ 0
0 λ

)
, Γ =

(
γ1 0
0 γ2

)
, äå γ1 6= γ2,

A2 = 〈∂t, ∂x, G = t∂x + (x+ γ1t)Q1 + (x+ γ2t)Q2, Q1 = − 1

2λ
u1∂u1 , Q2 = − 1

2λ
u2∂u2 ,

D = 2t∂t + x∂x + (λ+ γ1(x+ γ1t))Q1 + (λ+ γ2(x+ γ2t))Q2,

Q3 = e
γ22−γ21

4λ t+
γ2−γ1

2λ xu2∂u1 , Q4 = e
γ21−γ22

4λ t+
γ1−γ2

2λ xu1∂u2 ,

Π = t2∂t + tx∂x + [λt+
1

2
(x+ γ1t)

2]Q1 + [λt+
1

2
(x+ γ2t)

2]Q2,

X1 = β1∂u1 , X2 = β2∂u2〉;

4) Λ =

(
λ 0
0 λ

)
, Γ =

(
γ1 0
mγ1 γ1

)
,

A3 = 〈∂t, ∂x, G = t∂x + (x+ γ1t)Q1 +mγ1tQ2,

Q1 = − 1

2λ
(u1∂u1 + u2∂u2), Q2 = − 1

2λ
u1∂u2 ,

D = 2t∂t + x∂x + (λ+ γ1(x+ γ1t))Q1 +mγ1xQ2,

Q3 = u1∂u1 +mγ1(x+ γ1t)Q2, Q4 = mγ1(x+ γ1t)[Q3 − u2∂u2 ] + u2∂u1 ,

Π = t2∂t + tx∂x + [λt+
1

2
(x+ γ1t)

2]Q1 +mγ1txQ2,

X1 = β1∂u1 , X2 = β2∂u2〉;

5) Λ =

(
λ 0
0 λ

)
, Γ =

(
α −β
β α

)
,

A4 = 〈∂t, ∂x, G = t∂x + (x+ αt)Q1 + βtQ2,

Q1 = − 1

2λ
(u1∂u1 + u2∂u2), Q2 =

1

2λ
(u2∂u1 − u1∂u2),

D = 2t∂t + x∂x + (λ+ αx+ (α2 − β2)t)Q1 + β(x+ 2αt)Q2,

Q3 = cos
β

λ
(x+ αt)(u1∂u1 − u2∂u2)− sin

β

λ
(x+ αt)(u2∂u1 + u1∂u2),

Q4 = sin
β

λ
(x+ αt)(u1∂u1 − u2∂u2) + cos

β

λ
(x+ αt)(u2∂u1 + u1∂u2),

Π = t2∂t + tx∂x + [
1

2
(α2 − β2)t2 + αtx+

1

2
x2 + λt]Q1 + βt(x+ αt)Q2,

X1 = β1∂u1 , X2 = β2∂u2〉;

6) ïðè Λ =

(
λ 0
kλ λ

)
, Γ =

(
γ11 0
γ12 γ22

)
,

A5 = 〈A0, Q2 = e
γ11−γ22

4λ (2x+(γ11+γ22)t)u1∂u2〉;

7) ïðè Λ =

(
λ 0
kλ λ

)
, Γ =

(
γ1 0
0 γ2

)
,

A6 = 〈A5, D = 2t∂t −
1

2λ
(x+ γ1t)Q+

2kλ

γ2 − γ1
u1∂u2〉;
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8) ïðè Λ =

(
λ 0
kλ λ

)
, Γ =

(
γ1 0
γ2 γ1

)
,

A7 = 〈A0, G = t∂x −
1

2λ
(x+ γ1t)Q+

1

2λ
(k(x+ γ1t)− γ2t)Q2, Q2 = u1∂u2 ,

D = 2t∂t + x∂x − [
γ1
2λ

(x+ γ1t) +
1

2
]Q+ (

kγ1
2λ

(x+ γ1t)−
γ2
2λ

(x+ 2γ1t))Q2,

Π = t2∂t + tx∂x −
1

4λ
[(x+ γ1t)

2 + 2λt]Q+
1

4λ
[k(x+ γ1t)

2 − 2γ2t(x+ γ1t)]Q2〉;

9) ïðè Λ =

(
α β
−β α

)
, Γ =

(
γ1 γ2
−γ2 γ1

)
,

A8=〈A0, G = t∂x−
1

2(α2 + β2)
(α(x+ γ1t)−βγ2t)Q−

1

2(α2 + β2)
(β(x+ γ1t) +αγ2t)Q2,

Q2 = u2∂u1 − u1∂u2 ,

D = 2t∂t + x∂x +
1

2(α2 + β2)
((βγ2 − αγ1)x+ (α(γ22 − γ21) + 2βγ1γ2)t− (α2 + β2))Q−

− 1

2(α2 + β2)
((αγ2 + βγ1)x− (β(γ22 − γ21)− 2αγ1γ2)t)Q2,

Π = t2∂t + tx∂x +
1

4(α2 + β2)
(2(βγ2 − αγ1)tx+ (α(γ22 − γ21) + 2βγ1γ2)t2

−αx2−2(α2+β2)t)Q− 1

4(α2 + β2)
(2(αγ2+βγ1)tx−(β(γ22−γ21)−2αγ1γ2)t2+βx2)Q2, 〉,

ïðè÷îìó äëÿ βa âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi Lβ = 0, β =

 β1

β2

, L = ∂t−Λ∂xx−

Γ∂x.

Îáðàçîì ñèñòåìè

(16) Ut =

(
λ1 0
0 λ1

)
Uxx +

(
γ1 0
0 γ1

)
Ux,

âíàñëiäîê ïåðåòâîðåíü (5)�(7) ¹ ñèñòåìà íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü êîíâåêöi¨-äèôóçi¨ âè-
ãëÿäó

(17)
z10 = ∂1[λ1

z11
(z1)2 ],

z20 = ∂1[ (λ1−λ2)
(z1)3 z2z11 + λ2

(z1)2 z
2
1 + (γ2 − γ1) z

2

z1 ].

Äëÿ òîãî, ùîá ïîðiâíÿòè ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ñèñòåìè (16)�(17), äîñëiäèìî ìàêñè-
ìàëüíó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (17). Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3. Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (17) ¹ òàêà àëãåáðà

(18) 〈∂0, ∂1, D = x1∂1 − z1∂z1 , z1∂z2 , z2∂z2〉.
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Òåîðåìó 3 äîâîäèìî ñòàíäàðòíèì ìåòîäîì Ëi (äèâ., íàïðèêëàä, [1, 3]).
Ç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹, ùî ìàêñèìàëüíà àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (17) ìiñ-

òèòü ìåíøó êiëüêiñòü ëi¨âñüêèõ îïåðàòîðiâ, íiæ ìàêñèìàëüíà àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi
ñèñòåìè (16). Âèêîðèñòà¹ìî öåé ôàêò äëÿ çíàõîäæåííÿ äîäàòêîâèõ (íåëi¨iâñüêèõ)
àíçàöiâ ñèñòåìè (17).

5. Ëi¨âñüêi àíçàöè ñèñòåìè (13) òà (17). Âèêîðèñòà¹ìî ëi¨âñüêó ñèìåòðiþ
ñèñòåìè (16) äëÿ ïîáóäîâè ¨¨ iíâàðiàíòíèõ àíçàöiâ.

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (16) øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi

(19) U = A(t, x)ϕ(ω),

äå A(t, x) = (αab), ϕ =

(
ϕ1

ϕ2

)
, αab = αab(t, x), ω = ω(t, x) � äåÿêi ãëàäêi ôóíêöi¨,

ÿêi çíàõîäèìî ïiñëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

(20)
dt

ξ0
=
dx

ξ1
=
du1

η1
=
du2

η2
= dτ,

ϕa(ω) � íîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨.
Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (13), (17) ¹ àëãåáðà A1. Êîîð-

äèíàòè iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà öi¹¨ àëãåáðè âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

ξ0 = c1t
2 + 2c2t+ c4,

ξ1 = c1tx+ c3t+ c2x+ c5,

η1 = − 1

2λ1

[c1
2

((x+ γ1t)
2+2λ1t) + c2(γ1(x+ γ1t) + λ1) + c3(x+ γ1t) + c6

]
u1+β1(t, x),

η2 = − 1

2λ2

[c1
2

((x+ γ2t)
2+2λ2t) + c2(γ2(x+ γ2t) + λ2) + c3(x+ γ2t) + c7

]
u2+β2(t, x),

äå c1, . . . , c7 � ãðóïîâi ïàðàìåòðè. Ñèñòåìà (20) ìà¹ âèãëÿä

(21)

ṫ = c1t
2 + 2c2t+ c4,

ẋ = c1tx+ c3t+ c2x+ c5,

u̇1 = − 1

2λ1

[c1
2

((x+ γ1t)
2 + 2λ1t) + c2(γ1(x+ γ1t) + λ1) + c3(x+ γ1t) + c6

]
u1,

u̇2 = − 1

2λ2

[c1
2

((x+ γ2t)
2 + 2λ2t) + c2(γ2(x+ γ2t) + λ2) + c3(x+ γ2t) + c7

]
u2,

äå c1, . . . , c7 � äîâiëüíi ÷èñëîâi ïàðàìåòðè. Ïðîiíòåãðó¹ìî ñèñòåìó (21) ìåòîäîì, ÿêèé
âèêëàäåíèé, íàïðèêëàä, ó [4, 7], íàâåäåìî âèãëÿä íååêâiâàëåíòíèõ àíçàöiâ, ÿêi îäåð-
æóþòüñÿ ó ïiäñóìêó.

(22)
u1 = ek1tϕ1(ω),
u2 = ek2tϕ2(ω),
ω = k3t+ x;

(23)
u1 = e

k
2λ1

t(x+ 1
3kt

2+
γ1
2 t+k1)ϕ1(ω),

u2 = e
k

2λ2
t(x+ 1

3kt
2+

γ2
2 t+k2)ϕ2(ω),

ω = 1
2kt

2 + x;
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(24)

u1 = tk1e−
γ1
2λ1

(x+
γ1
2 t)ϕ1(ω),

u2 = tk2e−
γ2
2λ2

(x+
γ2
2 t)ϕ2(ω);

ω = t−
1
2x,

(25)

u1 = e−
1

4λ1
[γ1(2x+γ1t)+tx

2(t2+1)−1]−k1arctgt(t2 + 1)−
1
4ϕ1(ω),

u2 = e−
1

4λ2
[γ2(2x+γ2t)+tx

2(t2+1)−1]−k2arctgt(t2 + 1)−
1
4ϕ2(ω),

ω = x(t2 + 1)−
1
2 ,

äå k, k1, k2, k3, k4 � äîâiëüíi ñòàëi, ÿêi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ñòàëi c1, . . . , c7.
Âèêîðèñòà¹ìî ëi¨âñüêó ñèìåòðiþ ñèñòåìè (17) äëÿ ïîáóäîâè iíâàðiàíòíèõ àíçà-

öiâ öi¹¨ ñèñòåìè.
Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (17) ¹ àëãåáðà (18). Êîîðäèíà-

òè iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà öi¹¨ àëãåáðè çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè

ξ0 = c1, ξ
1 = c3x1 + c2,

η1 = −c3z1,
η2 = c4z

1 + c5z
2,

äå c1, . . . , c5 � ãðóïîâi ïàðàìåòðè. Ñèñòåìà (20) ìà¹ âèãëÿä:

(26)

ẋ0 = c1,
ẋ1 = c3x1 + c2,
ż1 = −c3z1,
ż2 = c4z

1 + c5z
2.

Íå âäàþ÷èñü ó äåòàëi iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè (26), íàâåäåìî âèãëÿä íååêâiâàëåíòíèõ
àíçàöiâ, ÿêi îäåðæóþòüñÿ â ðåçóëüòàòi.

(27)
z1 = ek1x0ϕ1(ω),
z2 = k2e

k1x0ϕ1(ω) + ϕ2(ω),
ω = x1e

k1x0 ;

(28)

z1 = ek1x0ϕ1(ω),

z2 =
k1

k1 −m
ek1x0ϕ1(ω) + emx0ϕ2(ω),

ω = x1e
k1x0 ;

(29)
z1 = ϕ1(ω),
z2 = k2x0ϕ

1(ω) + ϕ2(ω),
ω = x1 + k1x0;

(30)
z1 = ϕ1(ω),
z2 = ek2x0ϕ2(ω),
ω = x1 + k1x0,

äå k1, k2,m � äîâiëüíi ñòàëi, ÿêi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ñòàëi c1, . . . , c5.

6. Íåëîêàëüíi àíçàöè ñèñòåìè (17). Ðàíiøå äîâåëè, ùî ëiíiéíà ñèñòåìà (16),
iíâàðiàíòíà âiäíîñíî àëãåáðè AG2(1; 1), ïiä äi¹þ êîìïîçèöi¨ íåëîêàëüíèõ ïåðåòâî-
ðåíü (5)-(7) ïåðåõîäèòü ó ñèñòåìó (17), ÿêà íåiíâàðiàíòíà âiäíîñíî îïåðàòîðiâ G,Π.
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Íåiíâàðiàíòíiñòü ñèñòåìè (17) âiäíîñíî àëãåáðè AG2(1; 1) çâóæó¹ ìíîæèíó iíâàði-
àíòíèõ àíçàöiâ öi¹¨ ñèñòåìè ïîðiâíÿíî iç ñèñòåìîþ (16), çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà
áóëî á çâåñòè (17) äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i â ïîäàëüøîìó
ïîáóäóâàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ ñèñòåìè.

Äëÿ âiäøóêàííÿ äîäàòêîâèõ íåëi¨âñüêèõ àíçàöiâ ñèñòåìè (17) ïîäi¹ìî êîìïî-
çèöi¹þ íåëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü (5)-(7) íà óæå çíàéäåíi àíçàöè ñèñòåìè (16). Ïðî-
iëþñòðó¹ìî ïðîöåñ îäåðæàííÿ íåëi¨âñüêèõ àíçàöiâ íà ïðèêëàäi ïåðåòâîðåííÿ àí-
çàöó (25), ÿêèé îòðèìàëè ç óìîâè iíâàðiàíòíîñòi öi¹¨ ñèñòåìè âiäíîñíî îïåðàòîðà
X =

∏
+∂t.

Ïîäiÿâøè ñïî÷àòêó íà ôîðìóëè (25) ïåðåòâîðåííÿì (5), îäåðæó¹ìî:

v1x = e
− γ1

4λ1
(2x+γ1t)− tx2

4λ1(t2+1)
−k1arctgt

(t2 + 1)−
1
4ϕ1(ω),

v2x = e
− γ2

4λ2
(2x+γ2t)− tx2

4λ2(t2+1)
−k2arctgt

(t2 + 1)−
1
4ϕ2(ω),

ω = x(t2 + 1)−
1
2 .

Ïiä äi¹þ ïåðåòâîðåíü ãîäîãðàôà (6) àíçàö íàáóâà¹ âèãëÿäó

(31)

w1
1 = e

γ1
2λ1

(x2
0+1)

1
2 ω+

γ21
4λ1

x0+
1

4λ1
x0ω

2+k1x0(x20 + 1)
1
4 (ϕ1(ω))−1,

w2
1 = e(

γ1
2λ1

− γ2
2λ2

)(x2
0+1)

1
2 ω+(

γ21
4λ1

− γ22
4λ2

)x0+( 1
4λ1

− 1
4λ2

)x0ω
2+(k1−k2)x0(ϕ1(ω))−1ϕ2(ω),

ω = (x20 + 1)−
1
2w1.

Ïiñëÿ äi¨ ïåðåòâîðåííÿ (7) íà öåé àíçàö, îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî

(32)

z1 = e
γ1
λ1

(x2
0+1)

1
2 ω+

γ21
2λ1

x0+
1

4λ1
x0ω

2+k1x0(x20 + 1)
1
4 (ϕ1(ω))−1,

z2 = e(
γ1
λ1

− γ2
λ2

)(x2
0+1)

1
2 ω+(

γ21
2λ1

− γ22
2λ2

)x0+( 1
4λ1

− 1
4λ2

)x0ω
2+(k1−k2)x0(ϕ1(ω))−1ϕ2(ω),

ω = (x20 + 1)−
1
2 τ,

äå τ =
∫
z1dx1.

Àíàëîãi÷íî îäåðæó¹ìî îáðàçè ëi¨âñüêèõ àíçàöiâ (22)�(24) ñèñòåìè (16). Íå âäà-
þ÷èñü ó äåòàëi ¨õíüîãî çíàõîäæåííÿ, íàâåäåìî îñòàòî÷íi ðåçóëüòàòè.

Íåëîêàëüíi àíçàöè äëÿ ñèñòåìè (17)

(33)

z1 = e−
k

2λ1
x0(τ+

1
3kx

2
0+

γ1
2 x0+k1)(ϕ1(ω))−1,

z2 = e(
1

2λ2
− 1

2λ1
)kx0(τ+

1
3kx

2
0)+

k
2 x0[(

γ2
2λ2

− γ1
2λ1

)x0+
k2
λ2

− k1
λ1

](ϕ1(ω))−1ϕ2(ω),
ω = ( 1

2kx
2
0 + τ);

(34)

z1 = x−k10 e
γ1
2λ1

(τ+
γ1
2 x0)(ϕ1(ω))−1,

z2 = xk2−k10 e(
γ1
2λ1

− γ2
2λ2

)τ+(
γ21
4λ1

− γ22
4λ2

)x0)(ϕ1(ω))−1ϕ2(ω),

ω = x
− 1

2
0 τ ;

(35)

z1 = e
γ1
2λ1

(x2
0+1)

1
2 ω+

γ21
4λ1

x0+
1

4λ1
x0ω

2+k1x0(x20 + 1)
1
4 (ϕ1(ω))−1,

z2 = e(
γ1
2λ1

− γ2
2λ2

)(x2
0+1)

1
2 ω+(

γ21
4λ1

− γ22
4λ2

)x0+( 1
4λ1

− 1
4λ2

)x0ω
2+(k1−k2)x0(ϕ1(ω))−1ϕ2(ω),

ω = (x20 + 1)−
1
2 τ,

äå τ =
∫
z1dx1.
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7. Íåëîêàëüíà ðåäóêöiÿ ñèñòåìè (17).
Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié ϕ1, ϕ2, íåîáõiäíî îäåðæàíi âèùå íåëî-

êàëüíi àíçàöè ïiäñòàâèòè ó ñèñòåìó (17). Ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî, âiäïîâiäíî, òàêi
ðåäóêîâàíi ñèñòåìè ðiâíÿíü:

(36)
λ1ϕ̈

1 + γ1ϕ̇
1 +

k

2λ1
(ω + k1)ϕ1 = 0,

λ2ϕ̈
2 + γ2ϕ̇

2 +
k

2λ2
(ω + k2)ϕ2 = 0;

(37)
λ1ϕ̈

1 + 1
2ωϕ̇

1 − k1ϕ1 = 0,
λ2ϕ̈

2 + 1
2ωϕ̇

2 − k2ϕ2 = 0;

(38)
λ1ϕ̈

1 +
( ω2

4λ21
+
k1
λ1

)
ϕ1 = 0,

λ2ϕ̈
2 +

( ω2

4λ22
+
k2
λ2

)
ϕ2 = 0.

Íåëîêàëüíi àíçàöè (33)�(35) äëÿ ñèñòåìè (17) íå ìîæëèâî îäåðæàòè â ðàìêàõ
òåîði¨ Ñ. Ëi. Àíçàöè (33)�(35) ðåäóêóþòü ñèñòåìó (17) äî ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (36)�(38), âiäïîâiäíî.

8. Ïîáóäîâà íåëîêàëüíèõ ôîðìóë ðîçìíîæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ íåëi-

íiéíî¨ ñèñòåìè (17).
Ñèñòåìà (16), íà âiäìiíó âiä ñèñòåìè (17), iíâàðiàíòíà âiäíîñíî îïåðàòîðà

G = t∂x + (x+ γ1t)Q1 + (x+ γ2t)Q2,

äå Q1 = − 1
2λ1

u1∂u1 , Q2 = − 1
2λ2

u2∂u2 .

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [1]), ùî îïåðàòîð

G = t∂x + (x+ γ1t)Q1 + (x+ γ2t)Q2

ïîðîäæó¹ ïåðåòâîðåííÿ

(39)

1
t =

2
t,

1
x =

2
x+θ

2
t,

1

u1(
1
t;

1
x) =

2

u1(
2
t;

2
x)e−

θ
2λ1

(( θ2+γ1)
2
t+

2
x),

1

u2(
1
t;

1
x) =

2

u2(
2
t;

2
x)e−

θ
2λ2

(( θ2+γ2)
2
t+

2
x).

Íåõàé,
2

u1 = u1(
2
t;

2
x);

2

u2 = u2(
2
t;

2
x) � äåÿêèé ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

(40)
2

U 2
t
= Λ

2

U 2
x

2
x

+Γ
2

U 2
x
,

äå Λ,Γ çàäàíi ó âèãëÿäi (15). Íåõàé äiÿ îïåðàòîðà G ïåðåòâîðþ¹ öåé ðîçâ'ÿçîê ñèñ-

òåìè (40) â òàêèé ðîçâ'ÿçîê
1

u1 = u1(
1
t;

1
x);

1

u2 = u2(
1
t;

1
x) ñèñòåìè

1

U 1
t
= Λ

1

U 1
x

1
x

+Γ
1

U 1
x
.
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Ïîçíà÷èìî
1
t =

2
t = t,

2
x = x, θ = a. Òîäi çàïèøåìî ëi¨âñüêi ôîðìóëè ðîçìíîæåííÿ

ðîçâ'ÿçêiâ

(41)

2

u1(t;x) =
1

u1(t; at+ x)e
a

2λ1
(( a2+γ1)t+x),

2

u2(t;x) =
1

u2(t; at+ x)e
a

2λ2
(( a2+γ2)t+x),

2
x =

1
x−at.

Äëÿ ïîáóäîâè íåëîêàëüíèõ ôîðìóë ðîçìíîæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (17) ïîäi¹-
ìî íà ëi¨âñüêi ôîðìóëè ðîçìíîæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåëîêàëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè (6),
(7). (Âèêîðèñòîâó¹ìî òîé ôàêò, ùî äëÿ ëiíåàðèçàöi¨ ñèñòåìè (17) äîñòàòíüî ëèøå
ïåðåòâîðåíü (6), (7)).

Äëÿ äi¨ íà ôîðìóëè (41) ïåðåòâîðåííÿ (6) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

(42)
t = t,

1
x =

1

v1(t, τ),
1

u1(t,
1
x) = τ,

1

u2(t,
1
x) =

1

v2(t, τ),

t = t,
2
x =

2

v1(t, y),
2

u1(t,
2
x) = y,

2

u2(t,
2
x) =

2

v2(t, y),

Ïîäiÿâøè ïåðåòâîðåííÿìè (42) íà ôîðìóëè (41) òà ïðîäèôåðåíöiþâàâøè îäåð-
æàíèé ðåçóëüòàò çà çìiííîþ y, îòðèìó¹ìî

(43)

2

v1
y

(t; y) = τy
1

v1
τ

(t; τ),

2

v2
y

(t; y) = ( yτ )
λ1
λ2 e

γ2−γ1
2λ2

atτy

[
1

v2
τ

(t; τ) + a
2λ2

1

v2(t; τ)
1

v1
τ

(t; τ)

]
,

τy =
1

y(τ−1 + a
2λ1

1

v1
τ

(t; τ))

.

Ùîá ïîäiÿòè íà ôîðìóëè (43) ïåðåòâîðåííÿ (7) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

(44)
t = t, τ = τ(t; y),

1

v1
τ

(t, τ) =
1

z1(t; τ),
1

v2
τ

(t, τ) =
1

z2(t, τ),

t = t, y = y,
2

v1
y

(t, y) =
2

z1(t; y),
2

v2
y

(t, y) =
2

z2(t, y).

Ïîäiÿâøè ïåðåòâîðåííÿìè (44) íà ôîðìóëè (43), îäåðæó¹ìî

(45)

2

z1(t; y) =

1

z1(t; τ)

y(τ−1 + a
2λ1

1

z1(t; τ))

,

2

z2(t; y) = ( yτ )
λ1
λ2

−1e
γ2−γ1
2λ2

at
τ

1

z2(t; τ)− λ1

λ2

∫ 1

z2(t; τ)dτ

τ2[τ−1 + a
2λ1

1

z1(t; τ)]

+
λ1
λ2
τ−1

∫ 1

z2(t; τ)dτ,

τy =
1

y(τ−1 + a
2λ1

1

z1(t; τ))

, τt = λ1(
1

z1)−2τ−2
y τyy +

a
1

z1
.
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Çàóâàæèìî, ùî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ó ôîðìóëàõ (45) îäåðæó¹ìî âíàñëiäîê ïiäñòà-
íîâêè ïåðøèõ 3-õ ðiâíÿíü (45) ó ñèñòåìó ðiâíÿíü (16) ïðè Λ,Γ âèãëÿäó (15).

9. Ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi îáðàçó ñèñòåìè ðiâíÿíü Âàí-äåð-Âààëüñà.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü Âàí-äåð-Âààëüñà

(46)
u1t = λ1u

1
xx − u1u1x + µu2u2x,

u2t = λ2u
2
xx − u1u2x − u2u1x,

äå x = (x0, x1), ua = ua (x), λ1 � êîåôiöi¹íò êiíåìàòè÷íî¨ â'ÿçêîñòi, λ2 � êîåôi-
öi¹íò äèôóçi¨, µ � êîåôiöi¹íò êîíâåêöi¨, a ∈ {1, 2}; ÿêó øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü ó
ìîëåêóëÿðíî-êiíåòè÷íié òåîði¨ ãàçiâ i ðiäèí. Öÿ ñèñòåìà âõîäèòü äî êëàñó ñèñòåì
ðiâíÿíü êîíâåêöi¨-äèôóçi¨.

Ó [5] äîâåäåíî, ùî ñèñòåìà (46) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè Ãà-
ëiëåÿ

AG(1, 1) =
〈
∂t, ∂x, G = t∂x + ∂u1 , D = 2t∂t + x∂x − I,Π = t2∂t + tx∂x + tI + x∂u1

〉
,

äå ∂t = ∂
∂t , ∂x = ∂

∂x , ∂u1
= ∂

∂u1
, ∂u2

= ∂
∂u2

, I = u1∂u1 + u2∂u2 .
ßêùî æ ïðîâåñòè ïîâíèé àíàëiç ¨¨ ñèìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé, òî îäåðæèìî òàêå

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4. Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (46) çàëåæíî âiä

ñïiââiäíîøåíü ìiæ ñòàëèìè ¹ òàêi àëãåáðè

1) AG(1, 1), ÿêùî λ1 6= λ2, µ 6= 0;
2)
〈
AG(1, 1), u2∂u2

〉
, ÿêùî λ1 6= λ2, µ = 0;

3)
〈
AG(1, 1), u1∂u1

〉
, ÿêùî λ1 = λ2 = 1, µ = 0;

4)
〈
AG(1, 1), u2∂u1 , u2∂u2

〉
, ÿêùî λ1 = λ2 = 1, µ = 0.

ßêùî äî ñèñòåìè (46) çàñòîñóâàòè ïåðåòâîðåííÿ (5)�(7), òî îäåðæèìî òàêó
ñèñòåìó:

(47) Z0 = ∂1

 1

(z1)
3

(
λ1z

1

(λ1 − λ2) z2
0
λ2z

1

)
Z1 −

1

2 (z1)
2

 (
µ
(
z1
)2 − 1

)
z1(

µ
(
z2
)2

+ 1
)
z2

 ,
ÿêó íàçâåìî îáðàçîì ñèñòåìè (46).

Äëÿ òîãî, ùîá ïîðiâíÿòè ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ñèñòåì (46) òà (47), äîñëiäèìî ìàêñè-
ìàëüíó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (47). Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5. Ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ iíâàðiàíòíîñòi ñèñòåìè (47) ¹ àëãåáðà

1) Abas =
〈
∂0, ∂1, D = 2x0∂0 + z1∂z1

〉
, ÿêùî µ 6= 0, λ1 6= λ2;

2) A =
〈
Abas, z2∂z2

〉
, ÿêùî µ = 0, λ1 6= λ2;

3) A =
〈
Abas, z2∂z2 , e

x1

2 ∂z2
〉
, ÿêùî µ = 0, λ1 = λ2 = 1, äå ∂0 = ∂

∂x0
, ∂1 = ∂

∂x1
,

∂z1 = ∂
∂z1

, ∂z2 = ∂
∂z2

.

Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ ñòàíäàðòíèì ìåòîäîì Ëi (äèâ. íàïðèêëàä [2, 3]).
Çàóâàæèìî, ùî ñèñòåìà Âàí-äåð-Âààëüñà ìà¹ çíà÷íî øèðøi ëi¨¨âñüêi ñèìåòði¨,

íiæ ñèñòåìà (47). Âèêîðèñòà¹ìî öåé ôàêò äëÿ çíàõîäæåííÿ íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ i
ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (47).
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10. Ëi¨âñüêi àíçàöè ñèñòåìè Âàí-äåð-Âààëüñà òà ¨¨ îáðàçó. Âèêîðèñòà¹ìî
ëi¨âñüêó ñèìåòðiþ ñèñòåìè (47) äëÿ ïîáóäîâè iíâàðiàíòíèõ àíçàöiâ òà ðåäóêöi¨ öi¹¨
ñèñòåìè(äèâ. [8]). Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (47) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi (19).

Ó âèïàäêó µ 6= 0, λ1 6= λ2 ñèñòåìà (20) ìà¹ âèãëÿä

(48)

ṫ = c5t
2 + 2c4t+ c1,

ẋ = c5tx+ c4x+ c3t+ c2,
u̇1 = −(c5t+ c4)u1 + c5x+ c3,
u̇2 = −(c5t+ c4)u2.

Ïðîàíàëiçóâàâøè òà ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó (48), îäåðæèìî íååêiâàëåíòíi ëi¨âñüêi
àíçàöè äëÿ ñèñòåìè (46)

(49)
u1 = ϕ1(ω),
u2 = ϕ2(ω),
ω = kt+mx;

(50)

u1 = ϕ1(ω)− kt,
u2 = ϕ2(ω),

ω = kt2

2 + x;

(51)

u1 = t−
1
2ϕ1(ω),

u2 = t−
1
2ϕ2(ω),

ω = t−
1
2x;

(52)

u1 = (t2 + 1)−
1
2ϕ1(ω) + t(t2 + 1)−

1
2x,

u2 = (t2 + 1)−
1
2ϕ2(ω),

ω = (t2 + 1)−
1
2x.

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî àíçàöè äëÿ ñèñòåìè (47)

(53)
z1 = ϕ1(ω),
z2 = ϕ2(ω),
ω = kx0 +mx1;

(54)
z1 = x

− 1
2

0 ϕ1(ω),
z2 = ϕ2(ω),
ω = x1 + k lnx0.

11. Íåëîêàëüíi àíçàöè îáðàçó ñèñòåìè Âàí-äåð-Âààëüñà. Äëÿ âiäøóêàí-
íÿ íåëi¨âñüêèõ àíçàöiâ ñèñòåìè (47) ïîäi¹ìî êîìïîçèöi¹þ íåëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü
(5)�(7) íà âæå çíàéäåíi àíçàöè ñèñòåìè (46). Ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî, ùî ëi¨âñüêi àí-
çàöè (49), (51) íàáóäóòü âèãëÿäó (53), (54), à àíçàöè (50), (52) ïåðåéäóòü ó íåëîêàëüíi
àíçàöè äëÿ ñèñòåìè (47)

(55)
(z1)−1 = ϕ1(ω)− kx0,
z2 = z1ϕ2(ω),
ω = τ + 1

2kx0, τ1 = z1;
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(56)

z1 =
(x20 + 1)ϕ1(ω)√
x20 + 1 + τx0ϕ1(ω)

,

z1 =
(x20 + 1)ϕ2(ω)√
x20 + 1 + τx0ϕ1(ω)

,

ω = −1

2

τ2x0
x20 + 1

; τ1 = z1.

12. Ðåäóêöiÿ òà ðîçâ'ÿçêè îáðàçó ñèñòåìè Âàí-äåð-Âààëüñà. Ïiäñòàâèâ-
øè àíçàöè (55), (56) ó ñèñòåìó (47), îäåðæèìî òàêi ðåäóêîâàíi ñèñòåìè ðiâíÿíü:

(57)
λ1ϕ̈

1 − ϕ1ϕ̇1 + µϕ2ϕ̇2 + k = 0,
λ2ϕ̈

2 − ϕ2ϕ̇1 − ϕ1ϕ̇2 = 0;

(58)
λ1ϕ̈

1 − ϕ1ϕ̇1 + µϕ2ϕ̇2 − ω = 0,
λ2ϕ̈

2 − ϕ2ϕ̇1 − ϕ1ϕ̇2 = 0.

Îäíèì iç ðîçâ'ÿçêiâ ðåäóêîâàíî¨ ñèñòåìè (58) ïðè µ > 0 (äèâ. [2, 3, 15]) ¹

(59)
ϕ1(ω) = −λ2

ω
,

ϕ2(ω) =
1
√
µ

(
ω +

√
λ2(λ2−λ1)

ω

)
.

Âèêîðèñòàâøè àíçàö (56), çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (47), çàïèñàíèé ó ïàðà-
ìåòðè÷íîìó âèãëÿäi

x1 =
1

2

x0τ
2

x20 + 1
− λ2 ln τ,

z1 =
1

2

(x20 + 1)τ

x0τ2 − λ2(x20 + 1)
,

z2 =
1
√
µ

τ2 +
√
λ2(λ2 − λ1)(x20 + 1)

x0τ2 − λ2(x20 + 1)
.

13. Âèñíîâêè. Îòæå, çíàéäåíî íåëîêàëüíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ñèñ-
òåìè ðiâíÿíü êîíâåêöi¨-äèôóçi¨ (4), ÿêi ïîâ'ÿçóþòü ìiæ ñîáîþ ðiçíi ñèñòåìè öüîãî
êëàñó. Öi ïåðåòâîðåííÿ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè íåëîêàëüíèõ àíçàöiâ,
ïðîâåäåííÿ ðåäóêöi¨ òà çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè. Ìè ïðîiëþñòðó-
âàëè íà ïðèêëàäi îáðàçó ñèñòåìè ðiâíÿíü Âàí-äåð-Âààëüñà. Ïîáóäóâàâøè ëi¨âñüêi
àíçàöè äëÿ ñèñòåìè (46) òà ïîäiÿâøè íà íèõ ïåðåòâîðåííÿìè (5)�(7), çíàõîäèìî
íåëîêàëüíi àíçàöè äëÿ ñèñòåìè (47). Îäèí iç òàêèõ àíçàöiâ áóëî âèêîðèñòàíî äëÿ
ðåäóêöi¨ ñèñòåìè (47) äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ðîçâ'ÿçàâøè
ðåäóêîâàíó ñèñòåìó òà âèêîðèñòàâøè öåé àíçàö, çíàéøëè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (47).
Âîäíî÷àñ ïåðåòâîðåííÿ (5)�(7) çâîäÿòü íåëiíiéíó ñèñòåìó (12) äî ëiíiéíî¨ ñèñòåìè
âèãëÿäó (13). Äëÿ ñèñòåìè (12) ó êîíêðåòíîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðiâ λab, γac, áóëè ïî-
áóäîâàíi íåëîêàëüíi àíçàöè, ÿêi íå ìîæëèâî îäåðæàòè â ðàìêàõ êëàñè÷íîãî ìåòîäó
Ëi. Öi àíçàöè çàñòîñîâàíî äëÿ ðåäóêöi¨ ñèñòåìè (12) äî ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ðîçâ'ÿçàâøè ðåäóêîâàíó ñèñòåìó òà âèêîðèñòàâøè âiäïîâiäíèé
àíçàö, ìîæíà çíàéòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (12).
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Non-local transformations of equivalence for a system convection-di�usion
equations is constructed. These transformations are used to construct an invari-
ant Ansatz, reduction and �nding exact solutions of the system.
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