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1. Âñòóï. Íåõàé Rp i Cp � äiéñíèé i êîìïëåêñíèé âåêòîðíi ïðîñòîðè, âiäïîâiäíî;
Z+ = N ∪ {0}, R+ = (0,+∞), p ∈ N. Äëÿ a = (a1, . . . , ap) ∈ Rp, b = (b1, . . . , bp) ∈ Rp
ïèñàòèìåìî a < b, âiäïîâiäíî a 6 b, ÿêùî (∀j, 1 6 j 6 p) : aj < bj , âiäïîâiäíî
(∀j, 1 6 j 6 p) : aj 6 bj . Äëÿ z = (z1, . . . , zp) ∈ Cp, w = (w1, . . . , wp) ∈ Cp ïîçíà÷èìî
〈z, w〉 = z1w1 + . . . + zpwp, ‖z‖ = z1 + . . . + zp, Re z = (Re z1, . . . ,Re zp), à äëÿ
R = (r1, . . . , rp) ∈ Rp ïîçíà÷èìî ΠR = {z ∈ Cp : Re z < R}.

i) Îáëàñòü G ⊂ Cp ñëiäîì çà [1, c.294] íàçèâàòèìåìî ïîëiëiíiéíîþ îáëàñòþ,
ÿêùî z = (z1, . . . , zp) ∈ G ⇐⇒ z + iy = (z1 + iy1, . . . , zp + iyp) ∈ G äëÿ
êîæíîãî y = (y1, . . . , yp) ∈ Rp.

ii) Ïîëiëiíiéíà îáëàñòü G íàëåæèòü äî êëàñó σ (äèâ. [1, c.299]), ÿêùî iñíóþòü
R∗, R

∗ ∈ Rp òàêi, ùî R∗ < R∗ i ΠR∗ ⊂ G ⊂ ΠR∗ .
iii) Íàðåøòi, äëÿ A = (A1, . . . , An) ∈ Rp, Aj > 0 (1 ≤ j ≤ p), A-ïîäiáíîþ

ñèñòåìîþ îáëàñòåé ([1, c.301]) íàçèâà¹ìî ñèñòåìó îáëàñòåé {G+(r,A)}r>0,
äå G+(r,A) = G + rA (òîáòî, ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ G íà âåêòîð rA), à
G � ïîëiëiíiéíà îáëàñòü.

Óìîâà �(∀j) : Aj > 0� ó íàâåäåíîìó ùîéíî îçíà÷åííi ç [1] çàáåçïå÷ó¹ ðiâíiñòü
Cp =

⋃
r≥0G+(r,A), òîáòî, ùî ñèñòåìà îáëàñòåé {G+(r,A)} ¹ âè÷åðïàííÿì ïðîñòîðó

Cp òàêèì, ùî G+(r(1), A) ⊂ G+(r(2), A) äëÿ âñiõ r(1) < r(2).
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×åðåç Σp+ ïîçíà÷àòèìåìî êëàñ âè÷åðïàíü G+ = {G+(r,A)} ïðîñòîðó Cp, ÿêi
ìàþòü âëàñòèâîñòi i)-iii). Ïðèêëàäàìè âè÷åðïàíü ç êëàñó Σp+ ¹ òàêi ñèñòåìè îáëàñòåé

G1 = {G(r,A)}, G(r,A) = {z ∈ Cp : Re z < rA},
G2 = {G(r,A)}, G(r,A) = {z ∈ Cp : (Re z − rA) < B}, B ∈ Rp,

G3 = {G(r,A)}, G(r,A) = {z ∈ Cp : ‖Re z‖ < r‖A‖}, A = (A1, . . . , Ap) ∈ Rp+.

Íåõàé Hp êëàñ öiëèõ â Cp, îáìåæåíèõ ó äîâiëüíié ïîëiíiéíié îáëàñòi

ΠR = {z ∈ Cp : Re z1 < R1, . . . ,Re zp < Rp},

R = (R1, . . . , Rp) ∈ Rp+, ôóíêöié. Äëÿ ôóíêöi¨ F ∈ Hp i x ∈ Rp î÷åâèäíî, ùî

M(x, F ) ≡ sup{|F (x+ iy)| : y ∈ Rp} < +∞.

Äëÿ ôóíêöi¨ F ∈ Hp i r > 0 ïîçíà÷èìî

SF (r,A) = sup{|F (z)| : z ∈ G(r,A)}.

Íåõàé Λp = (λn), λn = (λ
(1)
n1 , . . . , λ

(p)
np ), n = (n1, . . . , np) i 0 = λ

(j)
0 < λ

(j)
k ↑ +∞

(1 6 k ↑ +∞), 1 6 j 6 p. ×åðåç Hp(Λp) ïîçíà÷èìî êëàñ öiëèõ (àáñîëþòíî çáiæíèõ
ñêðiçü â Cp) ðÿäiâ Äiðiõëå âèãëÿäó

F (z) =

+∞∑
‖n‖=0

ane
〈z,λn〉, z ∈ Cp

òàêèõ, ùî (∀j) : #{nj : a(n1,...,nj ,...,np) 6= 0} = +∞.
Î÷åâèäíî, ùî Hp(Λp) ⊂ Hp.
Äëÿ x ∈ Rp+ íåõàé µ(x, F ) = max{|an|e〈x,λn〉 : n ∈ Zp+} � ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí

ðÿäó Äiðiõëå F ∈ Hp(Λp).
Íåõàé G1(r,A) � îáðàç G(r,A) â Rp ïðè âiäîáðàæåííi w = Re z : Cp → Rp,

µF (r,A)
def
= max{dm(G)|am|exp

(
r〈A, λm〉

)
: m ∈ Zp+},

dm(G)
def
= exp

(
sup

{
〈σ, λm〉 : σ ∈ G1(0, A)

})
.

Ñëiþîì çà [2] (äèâ. òàêîæ [5]) ñêàæåìî, ùî öiëèé ðÿä Äiðiõëå F ∈ H1(Λ1)
íàëåæèòü äî êëàñó çáiæíîñòi, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(1)

∫ +∞

0

e−rρlnM(r, F )dr < +∞,

äå 0 < ρ < +∞. Çà íåðiâíiñòþ Êîøi µ(r, F ) ≤M(r, F ) (r > 0) ç óìîâè (1) âèïëèâà¹,
ùî

(2)

∫ +∞

0

e−rρlnµ(r, F )dr < +∞.

Ó [4] çàçíà÷åíî òàêå: ÿêùî äëÿ öiëîãî ðÿäó Äiðiõëå F ∈ H1(Λ1)

(3) lnn = O(λn) (n→ +∞),

òî ç óìîâè (2) âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1). Ó ïðàöÿõ [3, 4] çíàõîäèìî òàêó
òåîðåìó.
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Òåîðåìà À (Î. Ì. Ìóëÿâà [3, 4]). Íåõàé ïîêàçíèêè Λ1 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3),
à ρ ∈ (0,+∞). Òîäi äëÿ òîãî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà (1), íåîáõiäíî, à ó âèïàäêó,

êîëè ïîñëiäîâíiñòü (κn(F )) íåñïàäíà, κn(F )
def
= ln |an−1|−ln |an|

λn−λn−1
, i äîñòàòíüî, ùîá

(4)

+∞∑
k=1

(λk − λk−1)|ak|ρ/λk < +∞.

Íà Ëüâiâñüêîìó ðåãiîíàëüíîìó ñåìiíàði ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó (1999) ïðîô.
Ì. Ì. Øåðåìåòà ñôîðìóëþâàâ òàêó ïðîáëåìó: çíàéòè íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó

íà ïîêàçíèêè Λ1, çà ÿêî¨ óìîâè (1) i (2) áóëè áè åêâiâàëåíòíèìè äëÿ êîæíîãî

ðÿäó Äiðiõëå F ∈ H1(Λ1). Ó [5] äîâåäåíî òàêó òåîðåìó, ÿêà äà¹ ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê
ñôîðìóëüîâàíî¨ ïðîáëåìè.

Òåîðåìà Á (Ï. Â. Ôiëåâè÷, Ñ. I. Ôåäèíÿê [5]). Íåõàé ρ ∈ (0; +∞). Äëÿ òîãî, ùîá

äëÿ êîæíîãî ðÿäó Äiðiõëå F ∈ H1(Λ1) ç óìîâè (2) âèïëèâàëà óìîâà (1) íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá äëÿ ïîñëiäîâíîñòi Λ1 âèêîíóâàëàñü óìîâà (3).

2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Ó âèïàäêó öiëèõ êðàòíèõ ðÿäiâ Äiðiõëå ç êëàñó
Hp(Λp), p > 2, ïðèðîäíî ðîçãëÿíóòè òàêi êëàñè çáiæíîñòi:

(5)

∫ +∞

0

e−rρlnSF (r,A)dr < +∞, ρ ∈ R+,

(6)

∫
Rp+
e−〈x,ρ〉lnM(x, F )dx < +∞, ρ = (ρ1, . . . , ρp) ∈ Rp+,

òà

(7)

∫ +∞

0

e−rρlnµF (r,A)dr < +∞,

(8)

∫
Rp+
e−〈x,ρ〉lnµ(x, F )dx < +∞, ρ = (ρ1, . . . , ρp) ∈ Rp+.

Íåñêëàäíî äîâîäèòüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ (äèâ. òàêîæ [6]).

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé F ∈ Hp(Λp). ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi Λp âèêîíó¹òüñÿ óìî-

âà

(9) (∀j, 1 6 j 6 p) : lim
k→+∞

ln k

λ
(j)
k

def
= τj < +∞,

òî iñíó¹ ñòàëà C = C(ε,Λp) > 0 òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî ε ∈ Rp+ i äëÿ âñiõ x ∈ Rp
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(10) M(x, F ) 6 Cµ(x+ τ + ε, F ), τ = (τ1, . . . , τp) ∈ Rp.

Ñïðàâäi,

M(x, F ) 6
+∞∑
‖n‖=0

e−(τ+ε,λn)|an|e(x+τ+ε,λn) 6 Cµ(x+ τ + ε, F ), C =

+∞∑
‖n‖=0

e−(τ+ε,λn).
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Àëå ç óìîâè (9) äëÿ êîæíîãî j âèïëèâà¹, ùî λ
(j)
k > ln k/(τj + εj/2) (k > k0), äå

ε = (ε1 + . . . , εp). Çâiäêè

+∞∑
k=0

e−(τj+εj)λ
(j)
k 6

+∞∑
k=k0

e
−

τj+εj
τj+εj/2

ln k
+

k0−1∑
k=0

e−(τj+εj)λ
(j)
k

def
= Cj < +∞.

Òîìó C 6 C1 + . . .+ Cp < +∞.
Ç òâåðäæåííÿ 1 i íåðiâíîñòi Êîøi µ(x, F ) 6M(x, F ) (x ∈ R) íåãàéíî îòðèìó¹ìî

òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2. ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ïîêàçíèêiâ Λp âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (9),
òî äëÿ êîæíîãî ðÿäó Äiðiõëå F ∈ Hp(Λp) óìîâà (6) âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (8).

Íåñêëàäíî äîâîäèòüñÿ òàêîæ òàêå òâåðäæåííÿ, ç ÿêîãî âèïëèâà¹ àíàëîã òåîðå-
ìè Á.

Òâåðäæåííÿ 3. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïîêàçíèêiâ Λp òàêî¨, ùî óìîâà (9)
íå âèêîíó¹òüñÿ, i äëÿ êîæíîãî ρ ∈ Rp+ iñíó¹ ðÿä Äiðiõëå F ∈ Hp(Λp), äëÿ ÿêîãî

óìîâà (8) âèêîíó¹òüñÿ ç ρ, à óìîâà (6) íå âèêîíó¹òüñÿ ç ρ.

Äîâåäåííÿ. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü ïðèïóñòèìî, ùî óìîâà (9) íå âè-

êîíó¹òüñÿ ïðè j = 1. Çà òåîðåìîþ Á iñíó¹ öiëèé ðÿä Äiðiõëå f1 ∈ H1(Λ1), Λ1 = (λ
(1)
k )

òàêèé, ùî

f1(r) =

+∞∑
k=0

a
(1)
k erλ

(1)
k , a

(1)
k > 0 > (k > 0),(11)

∫ +∞

0

e−rρ lnM(r, f1)dr = +∞,
∫ +∞

0

e−rρ lnµ(r, f1)dr < +∞.

Âèáåðåìî òåïåð öiëi ðÿäè Äiðiõëå fj ∈ H1(Λj), Λj = (λ
(j)
k ), 2 6 j 6 p òàêi,

ùî ln lnµ(r, fj) 6 rρj/2, lnM(r, fj) > 1, (r > 0) i ðîçãëÿíåìî F (x) =
p∏
j=1

fj(xj),

x = (x1, . . . , xp). Òîäi, îñêiëüêè M(x, F ) =
p∏
j=1

M(xj , fj) (x > (1, . . . , 1)), à µ(x, F ) =

p∏
j=1

µ(xj , fj), òî äëÿ x
′ = (x2, . . . , xp) ∈ Rp−1+ , ρ′ = (ρ2, . . . , ρp) ∈ Rp−1+ ìà¹ìî

∫
Rp+
e−〈x,ρ〉 lnM(x, F )dx >

∫ +∞

0

∫
Rp−1

+

e−〈x,ρ〉
(

lnM(x1, f1) + ln

p∏
j=2

M(xj , fj)
)
dx >

>
∫
Rp−1

+

e−〈x
′,ρ′〉
(∫ +∞

0

e−x1ρ1 lnM(x1, f1)dx1

)
dx′ = +∞,
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Rp+
e−〈x,ρ〉 lnµ(x, F )dx 6

∫ +∞

0

∫
Rp−1

+

e−〈x,ρ〉
(

lnµ(x1, f1) + ln

p∏
j=2

µ(xj , fj)
)
dx =

=

∫ +∞

0

e−x1ρ1 lnµ(x1, f1)dx1

∫
Rp−1

+

e−〈x
′,ρ′〉dx′+

+

∫ +∞

0

e−x1ρ1dx1

∫
Rp−1

+

(
e−〈x

′,ρ′〉 ln

p∏
j=2

µ(xj , fj)
)
dx′ 6

6
1

ρ2 · · · ρp
·
∫ +∞

0

e−x1ρ1 lnµ(x1, f1)dx1 +
1

ρ1
·
∫
Rp−1

+

e−〈x
′,ρ′〉

p∑
j=2

exjρj/2dx′ < +∞.

Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî âèáið òàêèõ ôóíêöié fj (2 6 j 6 p) ìîæëèâèé. Ñïðàâ-

äi, íåõàé fj(xj) = e +
∑+∞
k=1 a

(j)
k exjλ

(j)
k (2 6 j 6 p), òîáòî, a

(j)
0 = e, à ln a

(j)
k =

min{−kλ(j)k , b
(j)
k }, b

(j)
k = min{exp(tρj/2) − tλ(j)k : t > 0} (k > 1). Òîäi çà íåðiâíiñòþ

Êîøi lnM(xj , fj) = ln fj(xj) > ln a
(j)
0 = 1 (xj > 0), à

lnµ(t, fj) = ln max{ln a(j)k + tλ
(j)
k : k > 1} 6 ln max{b(j)k + tλ

(j)
k : k > 1} 6 etρj/2.

�

Ïîäiáíî äî òâåðäæåííÿ 1 äîâîäèòüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. Íåõàé F ∈ Hp(Λp). ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi Λp âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(12) lim
‖n‖→+∞

ln ‖n‖
〈A, λn〉

def
= τ < +∞,

òî iñíó¹ ñòàëà C = C(ε,Λp) > 0 òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî ε ∈ (0,+∞) i äëÿ âñiõ

x ∈ Rp âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(13) M(x, F ) 6 Cµ(x+A((p+ 1)τ + ε), F ).

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi,

M(x, F ) 6
+∞∑
‖n‖=0

e−((p+1)τ+ε)〈A,λn〉|an|e〈x+((p+1)τ+ε)A,λn〉 6 Cµ(x+ ((p+ 1)τ + ε)A,F ),

C =
∑+∞
‖n‖=0 e

−((p+1)τ+ε)〈A,λn〉. Ç óìîâè (12) âèïëèâà¹, ùî 〈A, λn〉 > ln ‖n‖/(τ+ε/(2p)

(‖n‖ > k0). Çâiäêè,

C =

+∞∑
‖n‖=0

e−((p+1)τ+ε)〈A,λn〉 6
+∞∑
k=k0

(k + 1)pe−
τ(p+1)+ε
τ+ε/(3p)

ln k +

k0−1∑
‖n‖=0

e−(τ(p+1)+ε)〈A,λn〉 6

6 2p
+∞∑
k=k0

e−
(
τ(p+1)+ε
τ+ε/(3p)

−p
)
ln k +

k0−1∑
‖n‖=0

e−(τ(p+1)+ε)λn def
= C∗.

Àëå,
τ(p+ 1) + ε

τ + ε/(3p)
− p > τ + 2ε/3

τ + ε/3
> 1.

Òîìó C 6 C∗ < +∞. �
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Ëåìà 2 (íåðiâíiñòü Êîøi). Íåõàé F ∈ Hp(Λp). Òîäi äëÿ êîæíîãî r > 0 i äëÿ âñiõ

m ∈ Zp+
µF (r,A)

def
= max{dm(G)|am|exp

(
r〈A, λm〉

)
: m > 0} ≤

≤ sup
{
µ(σ, F ) : σ ∈ ∂G1(r,A)

}
≤ SF (r,A).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ([1, ñ.353])

(14) sup
{
exp(〈σ, λm〉) : σ ∈ ∂G1(r,A)

}
= dm(G)exp{r〈A, λm〉}.

Òîìó çà íåðiâíiñòþ Êîøi µ(x, F ) ≤ M(x, F ) (x ∈ Rp) äëÿ ôiêñîâàíîãî m ∈ Zp+
ìàòèìåìî

dm(G)|am|exp{r〈A, λm〉} ≤ sup
{
µ(σ, F ) : σ ∈ ∂G1(r,A)

}
≤

≤ sup
{
M(σ, F ) : σ ∈ ∂G1(r,A)

}
=

= sup

{
sup

{
|F (σ + iy) : y ∈ Rp

}
: σ ∈ G1(r,A)

}
=

= sup
{
|F (z)| : z ∈ G(r,A)

}
= SF (r,A).

�

Ëåìà 3. Íåõàé F ∈ Hp(Λp). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (12), òî äëÿ êîæíîãî r > 0
i äîâiëüíîãî ε > 0

SF (r,A) = sup
{
|F (z)| : z ∈ G(r,A)

}
= sup

{
M(σ, F ) : σ ∈ ∂G1(r,A)

}
,(15)

SF (r,A) 6 CµF (r + (p+ 1)τ + ε,A),

äå ñòàëà C > 0 ç ëåìè 1

Äîâåäåííÿ. Ðiâíiñòü (15) âñòàíîâëåíî ó äîâåäåííi ëåìè 2. Äëÿ êîæíîãî r > 0, ñïî-
÷àòêó ïîñëiäîâíî ñêîðèñòà¹ìîñü íåðiâíiñòþ (13)

SF (r,A) = sup
{
|F (z)| : z ∈ G(r,A)

}
= sup

{
M(σ, F ) : σ ∈ ∂G1(r,A)

}
6

6 C sup
{
µ(σ + ((p+ 1)τ + ε)A,F ) : σ ∈ ∂G1(r,A)

}
def
= CS1(r),

äàëi îçíà÷åííÿì âè÷åðïàííÿ ïîëiëiíiéíèìè À-ïîäiáíèìè îáëàñòÿìè

S1(r) = sup
{

max
{
|an|e〈σ+((p+1)τ+ε)A,λn〉 : n > 0

}
: σ ∈ ∂G1(r,A)

}
=

= sup
{

sup
{
|an|e〈σ+((p+1)τ+ε)A,λn〉 : σ ∈ ∂G1(r,A)

}
: n > 0

}
=

= sup
{
|an|e(r+(p+1)τ+ε)〈A,λn〉 sup

{
e〈σ,λn〉 : σ ∈ ∂G1(0, A)

}
: n > 0

}
def
= S2(r),

à ïîòiì ðiâíiñòþ (14)

S2(r) = max{dn(G)|an|e(r+(p+1)τ+ε)〈A,λn〉 : n > 0} = µF (r + (p+ 1)τ + ε,A).

Òåïåð îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî

SF (r,A) 6 CS1(r) = CS2(r) = CµF (r + (p+ 1)τ + ε,A).
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�

Çà äîïîìîãîþ ëåì 2 i 3 íåñêëàäíî òåïåð îòðèìàòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ïîêàçíèêiâ Λp âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (12), òî
äëÿ êîæíîãî ðÿäó Äiðiõëå F ∈ Hp(Λp) óìîâà (5) âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (7).

Çàóâàæåííÿ 1. Óìîâà (12) âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (9).

Äîâåäåìî òàêèé àíàëîã öèòîâàíî¨ òåîðåìè Á.

Òåîðåìà 2. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïîêàçíèêiâ Λp òàêî¨, ùî óìîâà (12) íå
âèêîíó¹òüñÿ, i äëÿ êîæíîãî ρ > 0 iñíó¹ ðÿä Äiðiõëå F ∈ Hp(Λp), äëÿ ÿêîãî óìîâà (7)
âèêîíó¹òüñÿ ç ρ, à óìîâà (5) íå âèêîíó¹òüñÿ ç ρ äëÿ SF (r,A) i µF (r,A) îçíà÷åíèõ
çà âè÷åðïàííÿì G1 = {G1(r,A)}, G1(r,A) = {z ∈ Cp : Re z < rA}.

Äîâåäåííÿ. Ç íåâåëèêèìè çìiíàìè ïîâòîðþ¹ìî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3. Ó âiäïî-
âiäíîñòi çi çàóâàæåííÿì 1, ïðèïóùåííÿ, ùî óìîâà (9) íå âèêîíó¹òüñÿ ïðè j = 1, íå
çìåíøó¹ çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü. Òîäi íåõàé fj ∈ H1(Λj) öiëi ðÿäè Äiðiõëå ç äîâåäåí-
íÿ òâåðäæåííÿ 3 òàêi, ùî ρj < 2ρ (2 6 j 6 p). Âèáåðåìî òåïåð F (z1, z2, . . . , zp) =∏
j=1 pfj(zj/Aj), A = (Aj , . . . , Ap).

Òîäi

lnSF (r,A) =

p∑
j=1

ln sup{|fj(zj/Aj)| : Re zj < rAj} = lnM(r, f1) +

p∑
j=2

lnM(r, fj) >

> lnM(r, f1) + p− 1,

lnµF (r,A) =

+∞∑
j=1

ln sup{max{a(j)k eRe zjλ
(j)
k : k > 0} : Re z ∈ ∂G1(r,A)}.

Çâiäñè îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî∫ +∞

0

e−rρ lnSF (r,A) >
∫ +∞

0

e−rρ
(

lnM(r, f1) + p− 1
)
dr = +∞,

lnµF (r,A)dr =

p∑
j=1

ln sup{max{a(j)k eRe zjλ
(j)
k /Aj : k > 0} : Re z ∈ ∂G1(r,A)} 6

6
p∑
j=1

lnµ(r, fj) 6 lnµ(r, f1) +

p∑
j=2

erρj/2 (r > 0) =⇒

∫ +∞

0

e−rρ lnµF (r,A)dr 6
∫ +∞

0

e−rρ
(

lnµ(r, f1) +

p∑
j=2

erρj/2
)
dr < +∞.

�

2.1. Óìîâè íàëåæíîñòi äî êëàñiâ çáiæíîñòi, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè (5)
òà (7). Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ó âèïàäêó, êîëè A ∈ Rp+ ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ
÷èñåë {〈A, λn〉} äîïóñêà¹ âïîðÿäêóâàííÿ çà íåñïàäàííÿì, òîáòî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi {〈A, λn〉 : n ∈ Zp+} = {αk : k ∈ Z+}, ïðè öüîìó äëÿ êîæíîãî n0 ∈ Zp+ iñíó¹
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k = k(n0) ∈ Z+ òàêå, ùî αk = 〈A, λn0〉, à òàêîæ äëÿ êîæíîãî k > 0: αk+1 > αk;
ÿêùî æ #{n : 〈A, λn〉 = 〈A, λn0〉} = p, òî ââàæà¹ìî, ùî

αk−1 < αk = αk+1 = . . . = αk+p−1 < αk+p.

Íåõàé äëÿ êîæíîãî k > 0

bk = dn(G)|an|er〈A,λn〉−rαk = dn(G)|an|,

äå k = k(n) òàêå ÿê i âèùå.
Òåïåð ìè ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Íåõàé F ∈ Hp(Λp), à âåêòîð A ∈ Rp+ òàêèé, ùî ïîñëiäîâíiñòü íå-

âiä'¹ìíèõ ÷èñåë {〈A, λn〉} äîïóñêà¹ âïîðÿäêóâàííÿ {αk} çà çðîñòàííÿì. Äëÿ òîãî,

ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà (7), íåîáõiäíî, à ó âèïàäêó, êîëè

κk
def
= (ln bk−1 − ln bk)/(αk − αk−1)↗ +∞, (1 6 k ↑ +∞)

i äîñòàòíüî, ùîá

+∞∑
k=1

(αk − αk−1)b
ρ/αk
k < +∞.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 äîñòàòíüî ç ïåâíèìè âèäîçìiíàìè ïîâòîðèòè äîâåäåí-
íÿ òåîðåìè 2 ç [4].

2.2. Óìîâè íàëåæíîñòi äî êëàñiâ çáiæíîñòi, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè (6)
i (8). Ðîçãëÿíåìî òóò óìîâè íàëåæíîñòi ðÿäiâ Äiðiõëå ç êëàñó H1(Λ1) äî êëàñó
çáiæíîñòi iíòåãðàëà (8), òîáòî

(16)

∫ +∞

0

e−rρlnµ(r, F )dr < +∞, ρ ∈ (0,+∞).

Cïî÷àòêó äëÿ F ∈ H1(Λ1) i r > 0 ïîçíà÷èìî µ∗k = − ln a∗k, ln b∗k = λk, t = −1/r, äå
a∗k � êîåôiöi¹íòè ìàæîðàíòè Íüþòîíà FN ðÿäó Äiðiõëå F . Çà ïîáóäîâîþ ìàæîðàíòè
Íüþòîíà

1) a∗k > |ak| (k > 0); 2) rk
def
= (ln a∗k−1 − ln a∗k)/(λk − λk−1)↗ +∞(1 6 k ↑ +∞);

3) µ(r, F ) = max{a∗kerλk : k > 0} = a∗νe
rλν (∀r ∈ [rν , rν+1], ∀ν > 1).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ iñíóâàííÿ ôîðìàëüíî¨ ìàæîðàíòè Íüþòîíà (áåç ãàðàíòi¨ çáiæ-
íîñòi âiäïîâiäíîãî ôîðìàëüíîãî ðÿäó Äiðiõëå) ¹ óìîâà

− ln |ak|
λk

→ +∞ (k → +∞),

ÿêà âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî âiäïîâiäíèé ðÿä Äiðiõëå ¹ çáiæíèì ó âñié êîìïëåêñíié ïëî-
ùèíi (à íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ óìîâà (∀r ∈ R) : µ(r, F ) < +∞). Òîäi

lnµ(r, F ) = max{ln a∗k + rλk : k > 0} =
1

|t|
max{ln b∗k + tµ∗k : k > 0} =

1

|t|
lnµ(t, ψ),



80
Òåòÿíà ÑÀËÎ, Îëåã ÑÊÀÑÊIÂ, Îëüãà ÒÀÐÍÎÂÅÖÜÊÀ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2017. Âèïóñê 83

äå µ(t, ψ) � ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí ôîðìàëüíîãî ðÿäó Äiðiõëå ψ(t) =
∑+∞
k=0 b

∗
ke
tµ∗k . Çà-

ñòîñîâóþ÷è çàìiíó çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ r = −1/t, ìà¹ìî∫ +∞

1

e−rρlnµ(r, F )dr =

∫ 0

−1
e−ρ/|t|

lnµ(t, ψ)

|t|3
dt.(17)

Äàëi íàì ïîòðiáíèé îäèí âàðiàíò òåîðåìè 1 ç [4], ÿêèé ìè ñôîðìóëþ¹ìî ó òàêîìó
âèãëÿäi.

Òâåðäæåííÿ 4. Ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíèé ðÿä Äiðiõëå g(t) =
∑+∞
k=0 bke

tµk , äå

µk 6 µk+1 → +∞ (0 6 k → +∞), bk > 0 (k > 0). Ïðèïóñòèìî, ùî µ(t, g) =
max{bketµk : k > 0} < +∞ äëÿ âñiõ t < 0 i iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü κk ↗ 0
(k ↑ +∞), ùî bke

tµk = µ(t, g) äëÿ êîæíîãî t ∈ [κk,κk+1] i êîæíîãî k > 1.
Òîäi äëÿ òîãî, ùîá ∫ 0

−1

lnµ(t, g)

β(t)
dt < +∞,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

+∞∑
k=1

(µk − µk−1)B
( 1

µk
ln

1

bk

)
< +∞, B(x) =

∫ 0

x

t− x
β(t)

dt.(18)

Âiäìiííiñòü òâåðäæåííÿ 4 âiä òåîðåìè 1 ç [4] ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ìè, ç îäíîãî áî-
êó, çàìiñòü çáiæíîñòi ðÿäó Äiðiõëå ïðèïóñêà¹ìî ëèøå ñêií÷åííiñòü éîãî ìàêñèìàëü-
íîãî ÷ëåíà, à ç iíøîãî � âiäðàçó ïðèïóñêà¹ìî, ùî õî÷à ðÿä i ¹ ôîðìàëüíèì ðÿäîì
Äiðiõëå, àëå ìà¹ ñòðóêòóðó ìàæîðàíòè Íüþòîíà. Iíøîãî ó äîâåäåííi òåîðåìè 1 ç [4]
íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ, òîìó ìè òóò íå íàâîäèìî äîâåäåííÿ íàøîãî òâåðäæåííÿ 4 i
âiäñèëà¹ìî ÷èòà÷à äî [4].

Íåõàé òåïåð µk = µ∗k, bk = b∗k. Çàóâàæèìî, ùî µk+1 > µk (k > k0). Íå çìåíøóþ÷è
çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî, ùî k0 = 0. Òîäi κk = −1/rk ↗ 0 (1 6 k ↑ +∞). Àëå µ(t, g) =
(µ(r, F ))1/r, bke

tµk = (a∗ke
rλk)1/r äëÿ t = −1/r. Òîìó bke

tµk = µ(t, g) äëÿ êîæíîãî
t ∈ [κk,κk+1] i êîæíîãî k > 1.

Çàñòîñó¹ìî òâåðäæåííÿ 4 äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè â (17) ç ôóíêöi¹þ β(t) = |t|3eρ/|t| i
ôîðìàëüíèì ðÿäîì Äiðiõëå g(t) = ψ(t). Íåñêëàäíèìè îá÷èñëåííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ,
ùî B(x) = |x|ρ−2e−ρ/|x|. Òîäi óìîâó (18) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

+∞∑
k=1

(µ∗k − µ∗k−1)
∣∣∣ 1

µ∗k
ln

1

b∗k

∣∣∣ exp
{
− ρ
∣∣∣ 1

µ∗k
ln

1

b∗k

∣∣∣−1} < +∞.(19)

Ç îãëÿäó íà ââåäåíi íà ïî÷àòêó öüîãî ïiäðîçäiëó ïîçíà÷åííÿ, óìîâó (19) çàïèøåìî
ó âèãëÿäi

+∞∑
k=1

(ln a∗k−1 − ln a∗k)

∣∣∣∣ λk
− ln a∗k

∣∣∣∣ exp

{
− ρ
∣∣∣∣− ln a∗k

λk

∣∣∣∣} < +∞.(20)

Îòæå, îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé F ∈ H1(Λ1). Äëÿ òîãî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà (16) íåîá-
õiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà (20), äå a∗k � êîåôiöi¹íòè ìàæîðàíòè

Íüþòîíà ôóíêöi¨ F .
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