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Ðîçãëÿíóòî ïîíÿòòÿ êóòà ó äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ÿê óïî-
ðÿäêîâàíî¨ òðiéêè åëåìåíòiâ öüîãî ïðîñòîðó. ßê ÷èñëîâó õàðàêòåðèñòèêó
êóòà âèáðàëè çíà÷åííÿ éîãî êîñèíóñà ó ãåîìåòði¨ Åâêëiäà, ÿê öå ïðîïîíó-
âàâ Î. Ä. Àëåêñàíäðîâ. Òàêèé ïiäõiä äà¹ çìîãó ââåñòè ïîíÿòòÿ ïëîñêîãî
ðîçìiùåííÿ äëÿ òî÷îê ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, íå çàñòîñîâóþ÷è äëÿ öüîãî
ïîíÿòòÿ éîãî ïîâíîòè. Ïðàöÿ ïðîäîâæó¹ äîñëiäæåííÿ Â. Ô. Êàãàíà, ÿêèé
âè÷åðïíî âèâ÷èâ ïîíÿòòÿ ïðÿìîëiíiéíîãî ðîçìiùåííÿ òî÷îê ìåòðè÷íîãî
ïðîñòîðó. Íàâåäåíî ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ öèõ ïîíÿòü ó êîíêðåòíèõ ìå-
òðè÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ïðÿìà ëiíiÿ, ïðÿìîëiíiéíèé îáðàç,
ïëîùèíà, ïàðàëåëüíiñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü, òåòðàåäð.

Âñòóï. Ó äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, ρ) ¹äèíîþ éîãî ÷èñëîâîþ õàðàê-
òåðèñòèêîþ ¹ âiäñòàíü ρ(a, b) ìiæ äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè (òî÷êàìè) a i b ïðîñòîðó.
Öèì ÷àñòêîâî ìîæíà ïîÿñíèòè çíà÷íi ïðîáëåìè ó ñïðîáàõ ïðîâåñòè éîãî �ãåîìåò-
ðèçàöiþ�, òîáòî ââåñòè àíàëîãè îñíîâíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ïîíÿòü ãåîìåòði¨ Åâêëiäà �
ïðÿìî¨ ëiíi¨, êóòà, ëiíi¨, ïëîùèíè, ïîâåðõíi. Ââåäåííÿ öèõ ïîíÿòü ïîòðåáó¹ âëàñòè-
âîñòi ïîâíîòè ïðîñòîðó. Åâêëiä ó ñâî¨õ �Íà÷àëàõ� îçíà÷èâ ëiíiþ ÿê �äîâæèíó áåç øè-
ðèíè�, à ïðÿìó ëiíiþ ÿê �òó, ùî ðiâíî ðîçìiùåíà ñòîñîâíî äî òî÷îê íà íié� [1, ñ. 11].
Àíàëîãi÷íi îçíà÷åííÿ, ÿêi  ðóíòóþòüñÿ íà iíòó¨òèâíîìó ñïðèéíÿòòi öèõ îá'¹êòiâ,
Åâêëiä äàâ ïëîùèíi, êóòó. Ðîçóìiþ÷è íåäîñêîíàëiñòü öèõ îçíà÷åíü, Ä. Ãiëüáåðò â
�Îñíîâàõ ãåîìåòði¨� îïèñàâ âëàñòèâîñòi îñíîâíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ïîíÿòü ÷åðåç ñïiâ-
âiäíîøåííÿ ìiæ íèìè, ÿêi ïîäàíî ó âèãëÿäi ãðóï àêñiîì [2, ñ. 3�4]. Ïîíÿòòÿ êóòà
Ä. Ãiëüáåðò ââîäèòü ÿê ñèñòåìó äâîõ ïðîìåíiâ [2, ñ. 10]. Ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði êóò
ìiæ äâîìà ãåîäåçè÷íèìè îçíà÷àþòü ÿê ãðàíèöþ íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ ïåâíî¨
ìíîæèíè ïëîñêèõ êóòiâ [3, ñ. 35].
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Íà íàø ïîãëÿä, ó äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði, â îêðåìèõ âèïàäêàõ (íå
íàìàãàþ÷èñü ñòâîðèòè ïîâíèé àíàëîã ãåîìåòði¨ Åâêëiäà), ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ êó-
òà, ïàðàëåëüíîñòi òà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi áåç âèìîãè ïîâíîòè öüîãî ïðîñòîðó. Àíà-
ëîãi÷íî Â. Ô. Êàãàí ðîçãëÿäàâ ïîíÿòòÿ �ïðÿìîëiíiéíîãî îáðàçó� ìíîæèíè òî÷îê
ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ÿê àíàëîã ïðÿìî¨ ëiíi¨ [4, ñ. 527]. Çà îçíàêó öèõ âëàñòèâîñòåé
ìîæíà âçÿòè îäíó ç ÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê ïëîñêîãî êóòà ó ãåîìåòði¨ Åâêëiäà [3,
ñ. 36]. Ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ �ïëîñêîãî îáðàçó� ìíîæèíè òî÷îê
äîâiëüíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ÿê àíàëîã ïëîùèíè ó ãåîìåòði¨ Åâêëiäà. ßê îçíà-
êè íàëåæíîñòi òî÷îê äî �ïëîñêîãî îáðàçó� ìîæíà âèêîðèñòàòè óìîâó ðiâíîñòi íóëþ
îá'¹ìó òåòðàåäðà, óñi âåðøèíè ÿêîãî íàëåæàòü îäíié ïëîùèíi [5].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ÿêèé
ìiñòèòü íå ìåíøå ÷îòèðüîõ òî÷îê (óñi òî÷êè ïðîñòîðó áóäåìî ââàæàòè ðiçíèìè).
Ìè íå ðîçãëÿäàòèìåìî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òî÷îê ïðîñòîðó, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi
óìîâè, óñi ñïiââiäíîøåííÿ áóäåìî âèçíà÷àòè ëèøå ìiæ çàäàíèìè òî÷êàìè. Òàêèé
ïiäõiä äåùî çâóæó¹ îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ, îäíàê äàñòü çìîãó óíèêíóòè
íåîáõiäíîñòi îá ðóíòóâàííÿ iñíóâàííÿ òàêèõ òî÷îê.

Ñïî÷àòêó äàìî îçíà÷åííÿ êóòà äëÿ òðüîõ òî÷îê ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé a, b i c � äîâiëüíi òî÷êè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, ρ). Óïî-
ðÿäêîâàíó òðiéêó (a, b, c) öèõ òî÷îê áóäåìî íàçèâàòè êóòîì ç âåðøèíîþ ó òî÷öi b,
i ïîçíà÷àòè: ∠(a, b, c). Ïàðè òî÷îê (a, b) i (b, c) áóäåìî íàçèâàòè ñòîðîíàìè êóòà.

Ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñü êîìóòàòèâíèì (ñèìåòðè÷íèì) îçíà÷åííÿì êóòà, òîáòî
êóòè ∠(a, b, c) i ∠(c, b, a) ââàæàòèìåìî îäíèì êóòîì.

Ùîá ïîðiâíÿòè êóòè ìiæ ñîáîþ, ââåäåìî ¨õíþ ÷èñëîâó õàðàêòåðèñòèêó, âèêî-
ðèñòàâøè çíà÷åííÿ êîñèíóñà êóòà òðèêóòíèêà ÷åðåç äîâæèíè òðüîõ éîãî ñòîðií ó
ãåîìåòði¨ Åâêëiäà [3, ñ. 36].

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé a, b i c � äîâiëüíi òî÷êè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, ρ). Õàðàêòå-
ðèñòèêîþ êóòà ∠(a, b, c), àáî êóòîâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ, áóäåìî íàçèâàòè äiéñíå
÷èñëî ϕ(a, b, c), ÿå îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

ϕ(a, b, c) =
ρ2(a, b) + ρ2(b, c)− ρ2(a, c)

2ρ(a, b)ρ(b, c)
. (1)

Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, ρ), â ÿêîìó ââåäåíî ïîíÿòòÿ êóòà çà îçíà÷åííÿì 1 i éîãî
õàðàêòåðèñòèêó çà ôîðìóëîþ (1), íàçèâàòèìåìî ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì ç êóòîâîþ

õàðàêòåðèñòèêîþ i ïîçíà÷àòè Π.

Ç ðiâíîñòi (1) ëåãêî îòðèìàòè óìîâó �ïðÿìîëiíiéíîãî ðîçìiùåííÿ� òðüîõ òî÷îê
ïðîñòîðó Π. Ñïðàâäi, ïðè ϕ(a, b, c) = 1 îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü: ρ(a, b) = ρ(b, c) + ρ(a, c),
àáî ρ(b, c) = ρ(a, b)+ ρ(a, c). Ó öüîìó âèïàäêó êóò ∠(a, b, c) òðåáà ââàæàòè íóëüîâèì,
îñêiëüêè éîãî âåðøèíà, òî÷êà b, �ëåæèòü ïîçà òî÷êàìè� a i c. Ïðè ϕ(a, b, c) = −1
îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü: ρ(a, c) = ρ(a, b) + ρ(b, c), i êóò ∠(a, b, c) òðåáà ââàæàòè ðîçãîðíó-
òèì, îñêiëüêè éîãî âåðøèíà, òî÷êà b, �ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè� a i c.

Òåïåð ìîæíà äàòè îçíà÷åííÿ �ïðÿìîëiíiéíîãî ðîçìiùåííÿ� òðüîõ òî÷îê ïðîñòî-
ðó ç âèêîðèñòàííÿì êóòîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè.
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Îçíà÷åííÿ 3. Áóäåìî êàçàòè, ùî òî÷êè a, b, c ïðîñòîðó Π ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi,
ÿêùî ϕ(a, b, c) = ±1.

Iç íàâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî ç òðüîõ ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíèõ òî÷îê îäíà �ëå-
æèòü ìiæ äâîìà iíøèìè�, êîæíà ç ÿêèõ �ëåæèòü ïîçà äâîìà iíøèìè�.

Îçíà÷åííÿ 4. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà A òî÷îê ïðîñòîðó Π ïðÿìîëiíiéíî ðîç-
ìiùåíà, ÿêùî áóäü-ÿêi òðè òî÷êè öi¹¨ ìíîæèíè ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi (äèâ. [4,
ñ. 527]).

Ïðèêëàä 1. Äëÿ iëþñòðàöi¨ îçíà÷åííÿ 4 ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Rn
1 , åëåìåíòàìè ÿêîãî

¹ âïîðÿäêîâàíi ãðóïè ç n äiéñíèõ ÷èñåë x = (x1, ..., xn). ßêùî âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè
x i y ïðîñòîðó îçíà÷èòè çà ôîðìóëîþ ρ(x, y) =

∑n
k=1 |xk − yk|, òî öåé ïðîñòið ñòà¹

ìåòðè÷íèì [6, ñ. 42]. Íåõàé äëÿ áóäü-ÿêèõ òðüîõ òî÷îê x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn)
i z = (z1, ..., zn) ìíîæèíè P âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi xk 6 yk 6 zk äëÿ óñiõ çíà÷åíü
k = 1, 2, ..., n. Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà P ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíà ó ïðîñòîði Rn

1 .
Ñïðàâäi, ïðàâèëüíi ðiâíîñòi

ρ(x, z) =

n∑
k=1

|xk − zk| =
n∑

k=1

(zk − xk) =
n∑

k=1

((zk − yk) + (yk − xk)) =

=

n∑
k=1

(zk − yk) +
n∑

k=1

(yk − xk) =
n∑

k=1

|zk − yk|+
n∑

k=1

|yk − xk| =

= ρ(y, z) + ρ(x, y),

à öå é îçíà÷à¹, ùî òî÷êè x, y i z ðîçìiùåíi ïðÿìîëiíiéíî. Ç äîâiëüíîñòi âèáîðó öèõ
òî÷îê, çà îçíà÷åííÿì 4 âèïëèâà¹ ïðÿìîëiíiéíà ðîçìiùåíiñòü ìíîæèíè Rn

1 .

Ç ïðèêëàäó 1 ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïðÿìîëiíiéíà ðîçìiùåíiñòü òî÷îê
ïðîñòîðó õàðàêòåðèçó¹ ïåâíó �ìîíîòîííiñòü� ìíîæèíè öèõ òî÷îê ñòîñîâíî ìåòðèêè
ïðîñòîðó.

Ìè íå áóäåìî äåòàëüíiøå ðîçãëÿäàòè âëàñòèâiñòü ïðÿìîëiíiéíî¨ ðîçìiùåíîñòi
òî÷îê ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, îñêiëüêè äîñèòü âè÷åðïíî äëÿ òî÷îê ïðÿìî¨ ëiíi¨ ó ãåî-
ìåòði¨ Åâêëiäà öå çðîáëåíî ó ïðàöi Â. Ô. Êàãàíà [7, ðîçäië XIX].

Ìè ââàæà¹ìî, ùî äîñèòü íàî÷íèì ¹ íàñòóïíèé ïðèêëàä âiäìiííîñòi ìiæ àêñi-
îìàòè÷íèì ìåòîäîì ãåîìåòðèçàöi¨ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó òà çàïðîïîíîâàíèì ó öié
ðîáîòi.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið C[0,1] ôóíêöié, íåïåðåðâíèõ íà âiäðiçêó [0, 1]. ßêùî
âiäñòàíü ìiæ åëåìåíòàìè f(x) òà g(x) ïðîñòîðó âèçíà÷èòè çà ïðàâèëîì

ρ(f, g) = max
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|,

òî âií ñòà¹ ìåòðè÷íèì [6, ñ. 43]. Ó öüîìó ïðîñòîði âiçüìåìî ÷îòèðè åëåìåíòè

y1 = x+ 1, y2 = x, y3 = x− 2, y4 = −x.

Çíàéäåìî âiäñòàíi ìiæ öèìè åëåìåíòàìè

ρ(y1, y2) = 1, ρ(y1, y3) = 3, ρ(y1, y4) = 3, ρ(y2, y3) = 2, ρ(y2, y4) = 2, ρ(y3, y4) = 2.
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Çà ôîðìóëîþ (1) çíàéäåìî êóòîâi õàðàêòåðèñòèêè

ϕ(y1, y2, y3) = −1, ϕ(y1, y2, y4) = −1, ϕ(y3, y2, y4) = 0, 5.

Ç ïåðøî¨ ðiâíîñòi, çà îçíà÷åííÿì 3, âèïëèâà¹, ùî òî÷êè y1, y2, y3 ðîçìiùåíi
ïðÿìîëiíiéíî, à äðóãà ðiâíiñòü ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî òî÷êè y1, y2, y4 òåæ ïðÿìîëiíiéíî
ðîçìiùåíi. Ó åâêëiäîâié ãåîìåòði¨ öå îçíà÷à¹, ùî óñi ÷îòèðè òî÷êè ïðÿìîëiíiéíî
ðîçìiùåíi, à òî÷êè y3 i y4 çáiãàþòüñÿ [7, ñ. 260]. Îäíàê òðåòÿ ðiâíiñòü ñóïåðå÷èòü
öüîìó.

Ïðèêëàä 2 âêàçó¹ íà íåäîñòàòíiñòü îäíi¹¨ ëèø ìåòðèêè äëÿ îäíîçíà÷íîñòi �ïðÿ-
ìîëiíiéíîãî îáðàçó�. Öåé ôàêò ìîæíà ïîÿñíèòè òèì, ùî ó ãåîìåòði¨ Åâêëiäà âiäïî-
âiäíà âëàñòèâiñòü çàêðiïëåíà àêñiîìàìè [2, ñ. 3]. Íååâêëiäîâó iíòåðïðåòàöiþ ïðèêëà-
äó 2 ìîæíà ïîáà÷èòè íà ðèñ. 1. Íà íüîìó çà âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè ïðîñòîðó âçÿòî
ÿê äîâæèíó ïåâíî¨ äóãè, ùî ç'¹äíó¹ öi òî÷êè.

Ðèñ. 1. Íåîäíîçíà÷íiñòü ïðÿìîëiíiéíî¨ ðîçìiùåíîñòi òî÷îê.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (1) ìîæíà, çà àíàëîãi¹þ ç ãåîìåòði¹þ Åâêëiäà, äàòè
òàêå îçíà÷åííÿ �ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ðîçìiùåííÿ� òî÷îê ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 5. Ïàðè òî÷îê (a, b) i (b, c) ïðîñòîðó Π áóäåìî íàçèâàòè ïåðïåíäèêó-

ëÿðíî ðîçìiùåíèìè, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ϕ(a, b, c) = 0. Êóò ∠(a, b, c) íàçèâà-
òèìåìî ïðÿìèì.

Ïðèêëàäîì ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ðîçìiùåííÿ ïàð òî÷îê ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði
ìîæóòü ñëóãóâàòè îðòîãîíàëüíi âåêòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó (ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
ç ââåäåíèì ó íüîìó ñêàëÿðíèì äîáóòêîì). Çîêðåìà, ÿêùî äî îðòîãîíàëüíîãî íîðìî-
âàíîãî áàçèñó ïðîñòîðó l2 (ìíîæèíà ðiçíèõ ïîñëiäîâíîñòåé {xn} äiéñíèõ ÷èñåë, äëÿ
ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∑∞
k=1 x

2
k < ∞, à âiäñòàíü ìiæ äâîìà òî÷êàìè x i y öüîãî

ïðîñòîðó âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ ρ(x, y) =
√∑∞

k=1 (xk − yk)
2
), ïðè¹äíàòè òî÷êó

{0}, òî îòðèìà¹ìî òàêó ìíîæèíó òî÷îê öüîãî ïðîñòîðó:

e0(0, 0, 0, . . .), e1(1, 0, 0, . . .), e2(0, 1, 0, . . .), e3(0, 0, 1, . . .), . . . .

Áóäü-ÿêèé êóò ∠(ei, e0, ek) öi¹¨ ìíîæèíè ¹ ïðÿìèì, îñêiëüêè ρ(e0, ei) = ρ(e0, ek) = 1

i ρ(ei, ek) =
√
2. Çà ôîðìóëîþ (1) îòðèìà¹ìî ϕ(ei, e0, ek) = 0, äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü

i 6= k 6= 0.

2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Äëÿ ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ ïëîñêîãî ðîçìiùåííÿ òî÷îê
ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó âèêîðèñòà¹ìî óìîâó äîñòàòíþ äëÿ òîãî, ùîá ÷îòèðè ðiçíi òî÷-
êè íàëåæàëè îäíié ïëîùèíi ó ãåîìåòði¨ Åâêëiäà. Òàêà óìîâà iñíó¹ [8, ñ. 83]. Äëÿ
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÷îòèðüîõ ðiçíèõ òî÷îê, ùî íàëåæàòü îäíié ïëîùèíi, øiñòü âiäñòàíåé a, b, c, d, e, f
ìiæ íèìè çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü

a2c2(b2 + d2 + e2 + f2 − a2 − c2) + b2d2(a2 + c2 + e2 + f2 − b2 − d2)+

+e2f2(a2 + c2 + b2 + d2 − e2 − f2) = a2b2e2 + b2c2f2 + c2d2e2 + a2d2f2.

Ôàêòè÷íî, öÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹ ðiâíiñòü íóëþ îá'¹ìó òåòðàåäðà, äëÿ ÿêîãî öi ÷îòè-
ðè òî÷êè ¹ âåðøèíàìè. Öå âèïëèâà¹ ç âiäîìî¨ ôîðìóëè Þíãióñà îá'¹ìó òåòðàåäðà
÷åðåç äîâæèíè éîãî ðåáåð [9, ñ. 99�100]. Íàâåäåíó âèùå ðiâíiñòü ìîæíà çàïèñàòè çà
äîïîìîãîþ âèçíà÷íèêà Êåëi-Ìåíãåðà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a e d 1
a 0 b f 1
e b 0 c 1
d f c 0 1
1 1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Îáèäâi ðiâíîñòi çàíàäòî ñêëàäíi ó âèêîðèñòàííi. Ó ðàçi âèêîðèñòàííÿ êóòîâèõ
õàðàêòåðèñòèê öi óìîâè ìîæíà ñïðîñòèòè. Ó [5] ìè îòðèìàíè àíàëîã ôîðìóëè Þí-
ãióñà ç âèêîðèñòàííÿì ïëîñêèõ êóòiâ ïðè îäíié âåðøèíi òåòðàåäðà. Ó öié æå ïðàöi
îïèñàíî êàëüêóëÿòîð, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà îá÷èñëèòè îá'¹ì òåòðàåäðà çà äîâ-
æèíàìè óñiõ éîãî ðåáåð. Êàëüêóëÿòîð âðàõîâó¹ óñi ìîæëèâi êîìáiíàöi¨ öèõ ðåáåð i
ðîáèòü âèñíîâîê ïðî iñíóâàííÿ òåòðàåäðà äëÿ êîæíî¨ ç êîìáiíàöié. Ñàì êàëüêóëÿòîð
ðîçìiùåíî çà àäðåñîþ:

http://ksuonline.ksu.ks.ua/mod/resource/view.php?id=2645.

Ïîâåðíóâøèñü äî ïðèêëàäó 2 öi¹¨ ïðàöi, çà äîïîìîãîþ êàëüêóëÿòîðà ëåãêî äî-
âåñòè, ùî ó ïðîñòîði C[0,1] íå iñíó¹ òåòðàåäðà ç âåðøèíàìè ó òî÷êàõ y1, y2, y3, y4.
Òîáòî, ó ãåîìåòði¨ Åâêëiäà íåìîæëèâî ïîáóäóâàòè òåòðàåäð ç òàêèìè äîâæèíàìè
ðåáåð, ïðè çàäàíié îði¹íòàöi¨ éîãî âåðøèí. Öåé ôàêò òåæ ïîÿñíþ¹ íåîäíîçíà÷íiñòü,
ÿêà âèíèêëà ç ïðÿìîëiíiéíîþ ðîçìiùåíiñòþ öèõ òî÷îê ó ïðîñòîði C[0,1].

ßêùî ÷åðåç a1, a2, a3 ïîçíà÷èòè äîâæèíè òðüîõ ðåáåð òåòðàåäðà, ùî âèõîäÿòü
ç îäíi¹¨ âåðøèíè, à ÷åðåç γ12, γ13, γ23 âiäïîâiäíi ïëîñêi êóòè ìiæ íèìè, òî ôîðìóëà
îá'¹ìó òåòðàåäðà íàáóäå âèãëÿäó [5, ñ. 61]

V =
a1a2a3

6

√
1 + 2cosγ12cosγ13cosγ23 − cos2γ12 − cos2γ13 − cos2γ23.

Òåïåð óìîâó ðiâíîñòi íóëþ îá'¹ìà òåòðàåäðà ìîæíà çàïèñàòè íàáàãàòî ïðîñòiøå

1 + 2cosγ12cosγ13cosγ23 − cos2γ12 − cos2γ13 − cos2γ23 = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷íèê òðåòüîãî ïîðÿäêó, öþ ðiâíiñòü ìîæíà çàïèñàòè òàê:∣∣∣∣∣∣
1 cosγ12 cosγ13

cosγ12 1 cosγ23
cosγ13 cosγ23 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Îòðèìàíó ðiâíiñòü òåïåð ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ îçíà÷åííÿ ïëîñêîãî ðîçìiùåííÿ
òî÷îê ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.
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Îçíà÷åííÿ 6. Áóäåìî êàçàòè, ùî òî÷êè a, b, c, d ïðîñòîðó Π ïëîñêî ðîçìiùåíi,
ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∣∣∣∣∣∣

1 ϕ(a, b, c) ϕ(a, b, d)
ϕ(a, b, c) 1 ϕ(c, b, d)
ϕ(a, b, d) ϕ(c, b, d) 1

∣∣∣∣∣∣ = 0. (2)

Öå îçíà÷åííÿ ìà¹ âëàñòèâiñòü ñèìåòðè÷íîñòi, òîáòî, ó ðàçi âèêîíàííÿ ðiâíîñòi
(2) âîíà áóäå âèêîíóâàòèñü i äëÿ âèïàäêiâ, êîëè çà âåðøèíó êóòiâ âèáèðàòè òî÷êè
a, c, d (îá'¹ì ïiðàìiäè âñå îäíî äîðiâíþâàòèìå íóëþ).

Îçíà÷åííÿ 6 ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê óçàãàëüíåííÿ îçíà÷åííÿ 3. Ñïðàâäi, ðiâíiñòü
ϕ(a, b, c) = ±1, ùî çà îçíà÷åííÿì 3 ¹ îçíàêîþ ïðÿìîëiíiéíîãî ðîçìiùåííÿ òðüîõ
òî÷îê ïðîñòîðó Π, ìîæíà çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ âèçíà÷íèêà äðóãîãî ïîðÿäêó∣∣∣∣ 1 ϕ(a, b, c)

ϕ(a, b, c) 1

∣∣∣∣ = 0.

Äëÿ ìíîæèíè òî÷îê ïðîñòîðó ïðèðîäíî íàâåñòè òàêå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 7. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà A òî÷îê ïðîñòîðó Π ïëîñêî ðîçìiùåíà,
ÿêùî áóäü-ÿêi ÷îòèðè ¨¨ òî÷êè ïëîñêî ðîçìiùåíi.

Ïîâåðíóâøèñü çíîâó äî ïðèêëàäó 2 öi¹¨ ïðàöi, ïåðåïîçíà÷èìî òî÷êè ïðîñòîðó:
y1 = a, y2 = b, y3 = c, y4 = d, i ïiäñòàâèìî ó ðiâíiñòü (2) âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ êóòîâèõ
õàðàêòåðèñòèê

ϕ(a, b, c) = −1, ϕ(a, b, d) = −1, ϕ(c, b, d) =
1

2
.

Îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü ∣∣∣∣∣∣
1 −1 −1
−1 1 1

2
−1 1

2 1

∣∣∣∣∣∣ = −12 6= 0.

Îñêiëüêè âèçíà÷íèê íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òî çà îçíà÷åííÿì 6 òî÷êè a, b, c, d íå ¹
ïëîñêî ðîçìiùåíèìè. Öåé ôàêò äîäàòêîâî ïîÿñíþ¹ íåîäíîçíà÷íiñòü ïðÿìîëiíiéíîãî
ðîçìiùåííÿ òî÷îê y1, y2, y3, y4.

Ïðèêëàä 3. Íàâåäåìî ïðèêëàä ïëîñêîãî ðîçìiùåííÿ òî÷îê ïðîñòîðó. Äëÿ öüîãî ó
ïðîñòîði C[0,1] âiçüìåìî ÷îòèðè òî÷êè

y1 = x, y2 = 0, y3 = x− 1, y4 =
2
√
3

3
(x− 0, 5).

Çíàéäåìî âiäñòàíi ìiæ öèìè òî÷êàìè

ρ(y1, y2) = 1, ρ(y1, y3) = 1, ρ(y1, y4) =

√
3

3
,

ρ(y2, y3) = 1, ρ(y2, y4) =

√
3

3
, ρ(y3, y4) =

√
3

3
.

Çà ôîðìóëîþ (1) çíàéäåìî êóòîâi õàðàêòåðèñòèêè

ϕ(y1, y4, y2) = −0,5, ϕ(y1, y4, y3) = −0,5, ϕ(y2, y4, y3) = −0,5.
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Äëÿ çðó÷íîñòi îá÷èñëåíü ïåðåïîçíà÷èìî òî÷êè

y1 = a, y4 = b, y2 = c, y3 = d.

Ïiäñòàâèìî öi çíà÷åííÿ ó ôîðìóëó (2). Ìàòèìåìî:∣∣∣∣∣∣
1 −0,5 −0,5
−0,5 1 −0,5
−0,5 −0,5 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Çà îçíà÷åííÿì 6 òî÷êè y1, y2, y3, y4 ïëîñêî ðîçìiùåíi.

Ç iíøîãî áîêó, ëåãêî ïîìiòèòè, ùî íiÿêi òðè ç öèõ òî÷îê íå ðîçìiùåíi ïðÿìîëi-
íiéíî (íåìà¹ âiäñòàíi, ùî äîðiâíþ¹ ñóìi äâîõ iíøèõ). Ó ãåîìåòði¨ Åâêëiäà òî÷êà y4
¹ öåíòðîì ðiâíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà ç âåðøèíàìè ó òî÷êàõ y1, y2, y3.

Âëàñòèâiñòü ïðÿìîëiíiéíîñòi ðîçìiùåííÿ òî÷îê çíà÷íîþ ìiðîþ çàëåæèòü âiä
ìåòðèêè ïðîñòîðó. Ïðî öå ñâiä÷èòü òàêèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 4. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið CL ôóíêöié, íåïåðåðâíèõ íà âiäðiçêó [0;1], â ÿêîìó
âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè f(x) òà g(x) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ïðàâèëîì

ρ(f, g) =

∫ 1

0

|f(x)− g(x)|dx.

Òàêèé ïðîñòið ¹ ìåòðè÷íèì [10, ñ. 105]. Ôóíêöi¨

y1 = x+ 1, y2 = x, y3 = x− 2, y4 = −x,

ðîçãëÿíóòi ó ïðèêëàäi 2, òàêîæ ¹ òî÷êàìè ïðîñòîðó CL. Çíàéäåìî âiäñòàíi ìiæ íèìè
ó öüîìó ïðîñòîði

ρ(y1, y2) = 1, ρ(y1, y3) = 3, ρ(y1, y4) = 2,

ρ(y2, y3) = 2, ρ(y2, y4) = 1, ρ(y3, y4) = 1.

Çà ôîðìóëîþ (1) çíàéäåìî êóòîâi õàðàêòåðèñòèêè

ϕ(y1, y2, y3) = −1, ϕ(y1, y2, y4) = −1, ϕ(y3, y2, y4) = 1.

Ç öèõ ðiâíîñòåé, çà îçíà÷åííÿì 3, âèïëèâà¹, ùî óñi ÷îòèðè òî÷êè ðîçìiùåíi ïðÿìî-
ëiíiéíî ó òàêîìó ïîðÿäêó: y1, y2, y4, y3.

Ëåìà 1. ßêùî òî÷êè a, b, c, d ïðîñòîðó Π ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi, òî âîíè ïëîñêî

ðîçìiùåíi.

Äîâåäåííÿ. Áåç âòðàò äëÿ çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî òî÷êè ðîçìiùåíi ó òîìó
ñàìîìó ïîðÿäêó ùî i çàïèñàíi, òîáòî, òî÷êà b ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè a i c, à òî÷êà
c ðîçòàøîâàíà ìiæ òî÷êàìè b i d. Ó öüîìó âèïàäêó êóòîâi õàðàêòåðèñòèêè áóäóòü:
ϕ(a, b, c) = −1, ϕ(a, b, d) = −1, ϕ(c, b, d) = 1. Ïiäñòàâèâøè öi çíà÷åííÿ ó ðiâíiñòü (2),
îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü ∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1
−1 1 1
−1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Îòæå, çà îçíà÷åííÿì 6 òî÷êè a, b, c, d ïëîñêî ðîçìiùåíi. �
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Ç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî òî÷êè y1, y2, y3, y4, ÿêi ðîçãëÿäàëè ó ïðèêëàäi 4, ïëîñêî
ðîçìiùåíi ó ïðîñòîði CL.

Íàäàëi íàì ïîòðiáíå áóäå ïîíÿòòÿ ñóìiæíîãî êóòà ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði. Ó
ãåîìåòði¨ Åâêëiäà öå êóò, ÿêèé äîïîâíþ¹ çàäàíèé êóò äî ðîçãîðíóòîãî. Âèùå ìè
äîâåëè, ùî ÷îòèðè òî÷êè ðîçãëÿíóòi ó ïðèêëàäi 2 íå ¹ ïëîñêî ðîçìiùåíèìè, õî÷à
ñåðåä íèõ ¹ äâi òðiéêè òî÷îê, ÿêi ðîçìiùåíi ïðÿìîëiíiéíî. Îòæå, äëÿ ââåäåííÿ ïî-
íÿòòÿ ñóìiæíîãî êóòà ó äîâiëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ïîòðiáíi áóäóòü äîäàòêîâi
âèìîãè äî òî÷îê, ùî óòâîðþþòü öi êóòè.

Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî êðèòåðié ïëîñêî¨ ðîçìiùåíîñòi ÷îòèðüîõ òî÷îê ïðîñòîðó
Π ó âèïàäêó, êîëè òðè ç íèõ ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi.

Ëåìà 2. Íåõàé òî÷êè a, b, c ïðîñòîðó Π ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi, à êóò ∠(a, b, c)
ðîçãîðíóòèé. Äëÿ òîãî, ùîá òî÷êè a, b, c, d öüîãî ïðîñòîðó áóëè ïëîñêî ðîçìiùåíi,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü ϕ(a, b, d) = −ϕ(c, b, d).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òî÷êè a, b, c, d ïëîñêî ðîçìiùåíi. Îñêiëüêè, çà óìîâîþ,
êóò ∠(a, b, c) ðîçãîðíóòèé, òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ϕ(a, b, c) = −1. Iç óìîâè (2) ïëî-
ñêî¨ ðîçìiùåíîñòi òî÷îê a, b, c, d îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü∣∣∣∣∣∣

1 −1 ϕ(c, b, d)
−1 1 ϕ(a, b, d)

ϕ(c, b, d) ϕ(a, b, d) 1

∣∣∣∣∣∣ = 0,

àáî
1− 2ϕ(a, b, d)ϕ(c, b, d)− ϕ2(a, b, d)− ϕ2(c, b, d)− 1 = 0.

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi îòðèìó¹ìî (ϕ(a, b, d) + ϕ(c, b, d))2 = 0, àáî ϕ(a, b, d) = −ϕ(c, b, d).
Íåõàé òåïåð, íàâïàêè, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ϕ(a, b, d) = −ϕ(c, b, d). Ïiäñòàâè-

ìî çíà÷åííÿ êóòîâèõ õàðàêòåðèñòèê âiäïîâiäíèõ êóòiâ ó ëiâó ÷àñòèíó ôîðìóëè (2).
Ìàòèìåìî ∣∣∣∣∣∣

1 −1 −ϕ(c, b, d)
−1 1 ϕ(c, b, d)

−ϕ(c, b, d) ϕ(c, b, d) 1

∣∣∣∣∣∣ =
= 1 + ϕ2(c, b, d) + ϕ2(c, b, d)− ϕ2(c, b, d)− ϕ2(c, b, d)− 1 = 0.

Çà îçíà÷åííÿì 6 òî÷êè a, b, c, d ïëîñêî ðîçìiùåíi. �

Çàóâàæèìî, ùî ëåìà 2 ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêîæ ó âèïàäêó, êîëè óñi ÷îòèðè òî÷-
êè ðîçìiùåíi ïðÿìîëiíiéíî, îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó òåæ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü,
íàâåäåíà ó ôîðìóëþâàííi ëåìè. Òîáòî, ëåìà 2 óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàò ëåìè 1.

Iç ëåìè 2 âèïëèâà¹, ùî ðiâíiñòü ϕ(a, b, d) = −ϕ(c, b, d) ëîãi÷íî âçÿòè çà îñíîâó
îçíà÷åííÿ ñóìiæíîãî êóòà.

Îçíà÷åííÿ 8. Íåõàé òî÷êè a, b, c ïðîñòîðó Π ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi, êóò ∠(a, b, c)
¹ ðîçãîðíóòèì, à òî÷êà d öüîãî ïðîñòîðó òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ϕ(a, b, d) =
−ϕ(c, b, d). Òîäi êóòè ∠(a, b, d) i ∠(c, b, d) áóäåìî íàçèâàòè ñóìiæíèìè.

Iç îçíà÷åííÿ 8 i ëåìè 2 âèïëèâà¹, ùî òî÷êè, ÿêi óòâîðþþòü ñóìiæíi êóòè, ïëîñêî
ðîçìiùåíi. Êðiì òîãî, ðîçãîðíóòèé i íóëüîâèé êóòè � ñóìiæíi, à ç ðiâíîñòi 0 = −0
âèïëèâà¹, ùî êóò ñóìiæíèé ç ïðÿìèì êóòîì òåæ ¹ ïðÿìèì. Çîêðåìà, ó ïðèêëàäi 4



66
Âàëåðié ÊÓÇÜÌÈ×

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2017. Âèïóñê 83

êóòè ∠(y1, y2, y4) i ∠(y3, y2, y4) ¹ ñóìiæíèìè ó ïðîñòîði CL, îñêiëüêè âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi ϕ(y1, y2, y4) = −1 i ϕ(y3, y2, y4) = 1, à óñi ÷îòèðè òî÷êè ðîçìiùåíi ïðÿìî-
ëiíiéíî.

Ç iíøîãî áîêó, ÷îòèðè òî÷êè ç ïðèêëàäó 2 íå óòâîðþþòü ñóìiæíi êóòè ó ïðîñòîði
C[0,1], iíàêøå, çà ëåìîþ 2, âîíè ìàëè áóòè ïëîñêî ðîçìiùåíèìè.

Ó ãåîìåòði¨ Åâêëiäà ñóìiæíèé êóò ðîçóìiþòü ÿê êóò, ÿêèé äîïîâíþ¹ çàäàíèé
äî ðîçãîðíóòîãî (äèâ. [1, ñ. 11] i [2, ñ. 12]). Ó ïðîñòîði Π òàêîãî îçíà÷åííÿ ñóìiæíîãî
êóòà äàòè íå ìîæíà, îñêiëüêè ó öüîìó ïðîñòîði íàâiòü äëÿ ïðÿìîãî êóòà, êóò ÿêèé
äîïîâíþ¹ éîãî äî ðîçãîðíóòîãî, íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ïðÿìèì.

Ïðèêëàä 5. Ðîçãëÿíåìî òî÷êè

y1 = x+ 1, y2 = x, y3 = x− 2, y4 = −x
ïðîñòîðó C[0,1], ÿêi ðîçãëÿäàëè ó ïðèêëàäi 2. Âiçüìåìî òî÷êó y5 = (1−

√
2)x+1, ùî

òàêîæ íàëåæèòü ïðîñòîðó C[0,1]. Çíàéäåìî âiäñòàíi

ρ(y1, y5) =
√
2, ρ(y2, y5) = 1, ρ(y3, y5) = 3, ρ(y4, y5) = 3−

√
2.

Êðiì òîãî, ρ(y1, y2) = 1.
Îòîæ, êóò ∠(y1, y2, y5) ¹ ïðÿìèì, îñêiëüêè çà ôîðìóëîþ (1) îòðèìà¹ìî

ϕ(y1, y2, y5) = 0. Ó ïðèêëàäi 2 äîâåäåíî, ùî òî÷êè y1, y2, y3 ïðÿìîëiíiéíî ðîçìi-
ùåíi, i òî÷êè y1, y2, y4 òåæ ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi. Òîìó âàðòî î÷iêóâàòè, ùî
êóòè ∠(y3, y2, y5) i ∠(y4, y2, y5), ÿêi äîïîâíþþòü êóò ∠(y1, y2, y5) äî ðîçãîðíóòîãî,
òåæ ìàþòü áóòè ïðÿìèìè. Îäíàê çà ôîðìóëîþ (2) îòðèìó¹ìî: ϕ(y3, y2, y5) = −1 i

ϕ(y4, y2, y5) =
3
√
2− 3

2
.

Îòæå, ïðèêëàä 5, íà íàø ïîãëÿä, çàñâiä÷ó¹ äîðå÷íiñòü îçíà÷åííÿ 8 äëÿ ââåäåííÿ
ïîíÿòòÿ ñóìiæíîãî êóòà ó ïðîñòîði Π.

Òåîðåìà 1, ÿê i ëåìà 2, äà¹ êðèòåðié ïëîñêî¨ ðîçìiùåíîñòi ÷îòèðüîõ òî÷îê ïðîñ-
òîðó Π ó âèïàäêó, êîëè òðè ç íèõ óòâîðþþòü ïðÿìèé êóò.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði Π êóò ∠(a, b, c) ¹ ïðÿìèì. Äëÿ òîãî,

ùîá òî÷êè a, b, c, d áóëè ïëîñêî ðîçìiùåíi ó öüîìó ïðîñòîði, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,

ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü

ϕ2(a, b, d) + ϕ2(c, b, d) = 1. (3)

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ 5 âèïëèâà¹ ðiâíiñòü: ϕ(a, b, c) = 0. Ïiäñòàâèìî öå çíà÷åííÿ
ó ðiâíiñòü (2) i ðîçêðè¹ìî âèçíà÷íèê∣∣∣∣∣∣

1 0 ϕ(a, b, d)
0 1 ϕ(c, b, d)

ϕ(a, b, d) ϕ(c, b, d) 1

∣∣∣∣∣∣ = 1− ϕ2(a, b, d)− ϕ2(c, b, d).

Iç öi¹¨ ðiâíîñòi òà îçíà÷åííÿ 6 âèïëèâà¹, ùî ðiâíiñòü (3) íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ
äëÿ òîãî, ùîá çà óìîâè òåîðåìè òî÷êè a, b, c, d áóëè ïëîñêî ðîçìiùåíi. �

Öÿ òåîðåìà ìà¹ ñàìîñòiéíå çíà÷åííÿ, îñêiëüêè çà ¨¨ äîïîìîãîþ ó äîâiëüíîìó
ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ìîæíà âèçíà÷èòè ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñòîñîâíî
òðüîõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê öüîãî ïðîñòîðó.
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Òåîðåìà 2 äà¹ çìîãó âèçíà÷èòè âñòàíîâëþâàòè ðiâíiñòü ÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê
êóòiâ, ÿêi ìàþòü ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi âiäïîâiäíi ñòîðîíè.

Òåîðåìà 2. Íåõàé a, b, c, d òî÷êè ïðîñòîðó Π, à êóò ∠(a, b, c) ¹ ðîçãîðíóòèì. Äëÿ
òîãî, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü ϕ(b, a, d) = ϕ(c, a, d), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

êóòè ∠(a, b, d) i ∠(c, b, d) áóëè ñóìiæíèìè.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ òåîðåìè êóò ∠(a, b, c) ¹ ðîçãîðíóòèì, i îòæå, òî÷êè a, b, c
ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi. Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü ρ(a, c) = ρ(a, b) + ρ(b, c).

Ïðèïóñòèìî, ùî êóòè ∠(a, b, d) i ∠(c, b, d) ñóìiæíi. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
ϕ(a, b, d) = −ϕ(c, b, d). Ïiäñòàâèìî ó öþ ðiâíiñòü âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ êóòîâèõ õàðà-
êòåðèñòèê. Ìàòèìåìî

ρ2(a, b) + ρ2(b, d)− ρ2(a, d)
2ρ(a, b)ρ(b, d)

= −ρ
2

(b, c) + ρ2(b, d)− ρ2(c, d)
2ρ(b, c)ρ(b, d)

;

ρ(b, c)(ρ2(a, b) + ρ2(b, d)− ρ2(a, d)) = −ρ(a, b)(ρ2(b, c) + ρ2(b, d)− ρ2(c, d));
ρ(b, c)ρ2(a, b) + ρ(b, c)ρ2(b, d)− ρ(b, c)ρ2(a, d)) =

= −ρ(a, b)ρ2(b, c)− ρ(a, b)ρ2(b, d) + ρ(a, b)ρ2(c, d);

ρ(b, c)ρ2(a, d)− ρ(b, c)ρ2(b, d)− ρ(a, b)ρ2(b, d) =
= ρ(b, c)ρ2(a, b) + ρ(a, b)ρ2(b, c)− ρ(a, b)ρ2(c, d).

Äîäàìî äî îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi âèðàç

ρ3(a, b) + ρ2(a, b)ρ(b, c) + ρ(a, b)ρ2(a, d).

Îäåðæó¹ìî

ρ3(a, b) + ρ2(a, b)ρ(b, c) + ρ(a, b)ρ2(a, d) + ρ(b, c)ρ2(a, d)− ρ(b, c)ρ2(b, d)−
− ρ(a, b)ρ2(b, d) = ρ3(a, b) + ρ2(a, b)ρ(b, c) + ρ(a, b)ρ2(a, d)+

+ ρ(b, c)ρ2(a, b) + ρ(a, b)ρ2(b, c)− ρ(a, b)ρ2(c, d).
Çãðóïó¹ìî ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi ïåðøèé, òðåòié i øîñòèé äîäàíêè, âèíåñåìî

ç íèõ çà äóæêè ìíîæíèê ρ(a, b), à çãðóïóâàâøè äðóãèé, ÷åòâåðòèé i ï'ÿòèé äîäàíêè,
âèíåñåìî ç íèõ çà äóæêè ìíîæíèê ρ(b, c). Ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi âèíåñåìî ç óñiõ
äîäàíêiâ çà äóæêè ìíîæíèê ρ(a, b). Ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

ρ(a, b)(ρ2(a, b) + ρ2(a, d)− ρ2(b, d)) + ρ(b, c)(ρ2(a, b) + ρ2(a, d)− ρ2(b, d)) =
= ρ(a, b)((ρ2(a, b) + 2ρ(a, b)ρ(b, c) + ρ2(b, c)) + ρ2(a, d)− ρ2(c, d));

(ρ(a, b) + ρ(b, c))(ρ2(a, b) + ρ2(a, d)− ρ2(b, d)) =
= ρ(a, b)((ρ(a, b) + ρ(b, c))2 + ρ2(a, d)− ρ2(c, d)),

àáî

ρ(a, c)(ρ2(a, b) + ρ2(a, d)− ρ2(b, d)) = ρ(a, b)(ρ2(a, c) + ρ2(a, d)− ρ2(c, d)).
Ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi íà âèðàç 2ρ(a, b)ρ(a, c)ρ(a, d). Îòðèìà¹ìî ðiâ-

íiñòü
ρ2(a, b) + ρ2(a, d)− ρ2(b, d)

2ρ(a, b)ρ(a, d)
=
ρ2(a, c) + ρ2(a, d)− ρ2(c, d)

2ρ(a, c)ρ(a, d)
,
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àáî ϕ(b, a, d) = ϕ(c, a, d).
Îñêiëüêè ìè ïðîâåëè òîòîæíi ïåðåòâîðåííÿ (íi îäíà ç âiäñòàíåé íå äîðiâíþ¹

íóëþ), òî, ïðîâiâøè öi ïåðåòâîðåííÿ ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó, îòðèìà¹ìî ïî÷àòêîâó
ðiâíiñòü, ùî i äîâîäèòü òåîðåìó. �

Òåîðåìà 2 äà¹ óìîâó ðiâíîñòi êóòîâèõ õàðàêòåðèñòèê êóòiâ, ó ÿêèõ ñïiëüíà âåð-
øèíà, à ñòîðîíè ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi. Öþ óìîâó ìîæíà âèêîðèñòàòè ÿê îçíà÷åí-
íÿ ðiâíîñòi ñàìèõ êóòiâ.

Ïîðiâíÿâøè ëåìó 2 i òåîðåìó 2, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê ïðî òå, ùî ó âèïàäêó,
êîëè ó ïðîñòîði Π ¹ òðè ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi òî÷êè a, b, c, à êóò ∠(a, b, c) ðîç-
ãîðíóòèé, òî ìíîæèíó óñiõ òî÷îê d öüîãî ïðîñòîðó, ïëîñêî ðîçìiùåíèõ iç çàäàíèìè,
ìîæíà îïèñàòè ÿê òî÷êè, äëÿ ÿêèõ êóòè ∠(a, b, d) i ∠(c, b, d) � ñóìiæíi, àáî äëÿ ÿêèõ
êóòè ∠(b, a, d) i ∠(c, a, d) ìàþòü ðiâíi õàðàêòåðèñòèêè.

ßê i ó âèïàäêó ïðÿìîëiíiéíîãî ðîçìiùåííÿ òî÷îê ïðîñòîðó Π, òðåáà î÷iêóâàòè
íåîäíîçíà÷íîñòi ïðè ïëîñêîìó ðîçìiùåííi òî÷îê öüîãî ïðîñòîðó. Ñïðàâäi, ïðî öå
ñâiä÷èòü òàêèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 6. Ðîçãëÿíåìî òî÷êè

y1 = x+ 1, y2 = x, y5 = (1−
√
2)x+ 1

ïðîñòîðó C[0,1], ÿêi ìè ðîçãëÿäàëè ó ïðèêëàäàõ 2 i 5. Êðiì òîãî, ðîçãëÿíåìî òî÷êè

y6 = (
√
2 − 1)(x − 1) i y7 = (2 −

√
2)x +

√
2

2
, ùî òàêîæ íàëåæàòü ïðîñòîðó C[0,1].

Çíàéäåìî âiäñòàíi

ρ(y1, y2) = 1, ρ(y1, y5) =
√
2, ρ(y1, y6) = 2, ρ(y1, y7) =

√
2

2
, ρ(y2, y5) = 1,

ρ(y2, y6) = 1, ρ(y2, y7) =

√
2

2
, ρ(y5, y6) =

√
2, ρ(y5, y7) =

√
2

2
, ρ(y6, y7) = 2−

√
2

2
.

Iç îòðèìàíèõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹, ùî òî÷êè y1, y2, y6 ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi,
îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ρ(y1, y6) = ρ(y1, y2) + ρ(y2, y6).

Äîâåäåìî, ùî êóò ∠(y5, y2, y6) ¹ ïðÿìèì. Ñïðàâäi, çà ôîðìóëîþ (1) ìà¹ìî
ϕ(y5, y2, y6) = 0. Êðiì òîãî, ó ïðèêëàäi 5 äîâåëè, ùî êóò ∠(y1, y2, y5) òåæ ¹ ïðÿìèì.
Îòîæ, öi êóòè ¹ ñóìiæíèìè, i çà òåîðåìîþ 2 òî÷êè y1, y2, y5, y6 � ïëîñêî ðîçìiùåíi.

Òåïåð äîâåäåìî, ùî òî÷êè y1, y2, y5, y7 òåæ ïëîñêî ðîçìiùåíi. Äëÿ öüîãî çà ôîð-
ìóëîþ (1) îá÷èñëèìî êóòîâi õàðàêòåðèñòèêè

ϕ(y1, y2, y7) =

√
2

2
i ϕ(y5, y2, y7) =

√
2

2
.

Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ϕ2(y1, y2, y7) + ϕ2(y5, y2, y7) = 1.

Îñêiëüêè êóò ∠(y1, y2, y5) ¹ ïðÿìèì, òî ç îòðèìàíî¨ ðiâíîñòi i òåîðåìè 1 âèïëèâà¹,
ùî òî÷êè y1, y2, y5, y7 � ïëîñêî ðîçìiùåíi.
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Äëÿ äâîõ ðîçãëÿíóòèõ ìíîæèí òî÷îê òðè òî÷êè y1, y2, y5 � ñïiëüíi. Ó ãåîìåòði¨
Åâêëiäà öüîãî äîñòàòíüî äëÿ òîãî, ùîá óñi ï'ÿòü òî÷îê y1, y2, y5, y6, y7 íàëåæàëè
îäíié ïëîùèíi. Îäíàê ó ïðîñòîði Π öå íå çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ. Äîâåäåìî, ùî òî÷êè
y2, y5, y6, y7 íå ¹ ïëîñêî ðîçìiùåíèìè. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî êóòîâó õàðàêòåðèñòèêó

ϕ(y6, y2, y7) = −
√
2

4
.

Îòîæ, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ϕ2(y5, y2, y7) + ϕ2(y6, y2, y7) =
5

8
.

Îñêiëüêè êóò ∠(y5, y2, y6) ¹ ïðÿìèì, òî çà òåîðåìîþ 1 òî÷êè y2, y5, y6, i y7 íå ¹ ïëîñêî
ðîçìiùåíèìè.

Áiëüøå òîãî, òî÷êè y1, y2, y6, y7 òåæ íå ¹ ïëîñêî ðîçìiùåíèìè. Ùîá óïåâíèòèñü
ó öüîìó, çà òåîðåìîþ 2 äîñòàòíüî ïîðiâíÿòè õàðàêòåðèñòèêè êóòiâ ∠(y1, y2, y7) i
∠(y6, y2, y7), îñêiëüêè òî÷êè y1, y2, y6 ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi.

Êðiì òîãî, ìîæíà äîâåñòè, ùî òî÷êè y1, y5, y6, y7 òåæ íå ¹ ïëîñêî ðîçìiùåíèìè.
Ñïðàâäi, òî÷êè y1, y5, y7 ïðÿìîëiíiéíî ðîçìiùåíi, îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ρ(y1, y5) = ρ(y1, y7) + ρ(y5, y7).

Êðiì òîãî, êóò ∠(y1, y7, y5) ¹ ðîçãîðíóòèì. Òåïåð âiäïîâiäíî äî ëåìè 2 äîñòàòíüî
äîâåñòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ϕ(y1, y7, y6) 6= −ϕ(y5, y7, y6). Äëÿ öüîãî îá-
÷èñëèìî êóòîâi õàðàêòåðèñòèêè

ϕ(y1, y7, y6) = −
3

4
, ϕ(y5, y7, y6) =

1

4
.

Îòæå, òî÷êè y1, y5, y6, y7 íå ¹ ïëîñêî ðîçìiùåíèìè.

Iç ðiâíîñòi (2) ìîæíà îòðèìàòè êðèòåðié ïëîñêîãî ðîçìiùåííÿ ÷îòèðüîõ òî÷îê
ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó äåùî â iíøîìó âèãëÿäi, íiæ ó îçíà÷åííi 6.

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî, ùîá òî÷êè a, b, c, d ïðîñòîðó Π áóëè ïëîñêî ðîçìiùåíi,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü

ϕ(a, b, c) = ϕ(a, b, d)ϕ(c, b, d)±
√
(1− ϕ2(a, b, d))(1− ϕ2(c, b, d)). (4)

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ ðiâíîñòi (2) ó ðàçi âèêîíàííÿ óìîâè òåîðåìè. Äëÿ
öüîãî ðîçêðè¹ìî âèçíà÷íèê ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi i ïiäñòàâèìî â îòðèìàíèé âèðàç
ðiâíiñòü (4). Ìàòèìåìî ∣∣∣∣∣∣

1 ϕ(a, b, c) ϕ(a, b, d)
ϕ(a, b, c) 1 ϕ(c, b, d)
ϕ(a, b, d) ϕ(c, b, d) 1

∣∣∣∣∣∣ =
= 1 + 2ϕ(a, b, c)ϕ(a, b, d)ϕ(c, b, d)− ϕ2(a, b, c)− ϕ2(a, b, d)− ϕ2(c, b, d) =

=1 + 2ϕ(a, b, d)ϕ(c, b, d)(ϕ(a, b, d)ϕ(c, b, d)±
√
(1− ϕ2(a, b, d))(1− ϕ2(c, b, d)))−

− (ϕ(a, b, d)ϕ(c, b, d)±
√

(1− ϕ2(a, b, d))(1− ϕ2(c, b, d)))2 − ϕ2(a, b, d)− ϕ2(c, b, d) =

= 1+ϕ2(a, b, d)ϕ2(c, b, d)− (1− ϕ2(a, b, d))(1− ϕ2(c, b, d))− ϕ2(a, b, d)− ϕ2(c, b, d) = 0.
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Îñêiëüêè ðiâíiñòü (2) âèêîíó¹òüñÿ, òî òî÷êè a, b, c, d ïëîñêî ðîçìiùåíi.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî òî÷êè a, b, c, d ïëîñêî ðîçìiùåíi ó ïðîñòîði Π. Òîäi (íà-
ïðèêëàä, äëÿ òî÷êè b) ìà¹ âèêîíóâàòèñü ðiâíiñòü (2). Ðîçêðèâøè âèçíà÷íèê ó ëiâié
÷àñòèíi, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

1 + 2ϕ(a, b, c)ϕ(a, b, d)ϕ(c, b, d)− ϕ2(a, b, c)− ϕ2(a, b, d)− ϕ2(c, b, d) = 0,

àáî

ϕ2(a, b, c)− 2ϕ(a, b, d)ϕ(c, b, d)ϕ(a, b, c) + ϕ2(a, b, d) + ϕ2(c, b, d)− 1 = 0.

Ðîçâ'ÿçàâøè öå êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ ñòîñîâíî ϕ(a, b, c), îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (4). �

Ëåìà 2 ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì òåîðåìè 3. Ñïðàâäi, çà óìîâàìè ëåìè 2 îòðèìà¹ìî

ϕ(a, b, c) = −1, ϕ(a, b, d) = −ϕ(c, b, d),
i ðiâíiñòü (4) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó òîòîæíiñòü.

Ó ãåîìåòði¨ Åâêëiäà ðiâíiñòü (4) ìà¹ ïðîñòå ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ: îäíà ç
âåðøèí òåòðàåäðà ðîçòàøîâàíà ó ïëîùèíi îñíîâè, ùî óòâîðåíà òðüîìà iíøèìè éî-
ãî âåðøèíàìè. Ó öüîìó ëåãêî âïåâíèòèñü, ïîìiòèâøè, ùî ðiâíiñòü (4) ¹ àíàëîãîì
ôîðìóë êîñèíóñà ñóìè àáî ðiçíèöi äâóõ êóòiâ.

3. Âèñíîâêè. Ç íàâåäåíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ìîæíà
ðîçãëÿäàòè îñíîâíi ïîíÿòòÿ åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨ áåç âèìîãè ïîâíîòè ñàìîãî ïðîñ-
òîðó. Îäíàê çíà÷íî çðîñòà¹ ñêëàäíiñòü âèçíà÷åííÿì ñïiââiäíîøåíü ìiæ îêðåìèìè
ìíîæèíàìè òî÷îê ïðîñòîðó, îñêiëüêè íå âèêîíóþòüñÿ êëàñè÷íi àêñiîìè ãåîìåòði¨. Öi
àêñiîìè íåîáõiäíî çàìiíþâàòè ïåâíèìè àíàëiòè÷íèìè ñïiââiäíîøåííÿìè ìiæ òî÷-
êàìè öèõ ìíîæèí, i âiä ñàìèõ ñïiââiäíîøåíü çàëåæàòèìå âíóòðiøíÿ ãåîìåòðè÷íà
êîíñòðóêöiÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó.

Íàäàëi òðåáà ïðàöþâàòè ó íàïðÿìêó âèçíà÷åííÿ óìîâ ïàðàëåëüíîñòi ìíîæèí
òî÷îê ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó òà âèçíà÷åííÿ ñïiââiäíîøåíü ìiæ ïîíÿòòÿìè ïàðàëåëü-
íîñòi òà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ìíîæèí òî÷îê ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ÿêi àíàëîãi÷íi äî
âiäîìèõ êëàñè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü.

Àâòîð âäÿ÷íèé Þ. Â. Êóçüìè÷ó çà ãðàôi÷íó ïiäòðèìêó òåêñòó ðîáîòè.
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FLAT PLACEMENT SET OF POINTS IN A METRIC SPACE

Valery KUZ'MICH

State University of Kherson

27, Universytetska Str., 73000, Kherson, Ukraine

e-mails: kuzmich@ksu.ks.ua, kuzmich121251@ukr.net

We consider the concept of angle in any metric space, a landscaped three
elements of this space. As the numerical of this angle we choose the cosine in
the Euclidean geometry, as is proposed by A. D. Aleksandrov. This approach
allows us to introduce the concept of a �at placement for points of a metric
space without applying this concept to its completeness. The paper, in some
way, continues the investigations of V. F. Kagan, who exhaustively studied the
concept of straight placing points in metric space. Examples of application of
these concepts in speci�c metric spaces are given.

Key words: metric space, a straight line, straight image, plane, parallelism,
perpendicularity, tetrahedron.


