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Ïîñëiäîâíiñòü (xn) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ öiëîþ ñòîñîâíî çðî-
ñòàþ÷î¨ äî +∞ ïîñëiäîâíîñòi (λn) äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêùî ðÿä Äiðiõëå ç êîå-
ôiöi¹íòàìè xn i ïîêàçíèêàìè λn ¹ öiëèì. Óçàãàëüíåíèì ïîðÿäêîì ïîñëiäîâ-
íîñòi (xn) áóäåìî íàçèâàòè óçàãàëüíåíèé ïîðÿäîê âiäïîâiäíîãî ðÿäó Äiðiõ-
ëå. Çíàéäåíî íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ (ank) âiäî-
áðàæàëà êëàñ öiëèõ ïîñëiäîâíîñòåé óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó ≤ % ∈ (0,+∞)
ó êëàñ öiëèõ ïîñëiäîâíîñòåé óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó ≤ µ ∈ (0,+∞).

Êëþ÷îâi ñëîâà: ðÿä Äiðiõëå, ìàòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ, óçàãàëüíåíèé
ïîðÿäîê.

1. Âñòóï. Çãiäíî ç [1] ïîñëiäîâíiñòü x = (xn) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ
öiëîþ, ÿêùî òàêîþ ¹ ôóíêöiÿ f(z) =

∑
n xnz

n. Ïîðÿäêîì % ïîñëiäîâíîñòi x = (xn)

íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäîê ôóíêöi¨ f , òîáòî çà òåîðåìîþ Àäàìàðà % = lim
n→∞

n ln n

− ln |xn|
. Äëÿ

ôiêñîâàíîãî % ∈ (0, +∞) ÷åðåç Ω(%) ïîçíà÷èìî êëàñ âñiõ öiëèõ ïîñëiäîâíîñòåé ïî-
ðÿäêó ≤ %.

Íåõàé ξ = (ξn) � ïîñëiäîâíiñòü íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, à s(ξ) =
= {x : ξnxn → 0 (n → ∞)}. ßêùî ïîçíà÷èìî ||x||ξ = sup{|ξnxn| : n ≥ 1}, òî ïðîñòið
(s(ξ), || · ||ξ) ¹ [2] áàíàõîâèì i êîìïàêòíèì. Â [1] äîñëiäæåíî óìîâè, çà ÿêèõ ìàòðèöÿ
A = (ank)n, k≥1 âiäîáðàæà¹ s(ξ) â s(η) = {y : ηnyn → 0 (n→∞)}.

Íåõàé (ξ(j)) i (η(i)) � ïîñëiäîâíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé (òîáòî ξ(j) = (ξ
(j)
n ) i η(i) =

(η
(i)
k )) òàêi, ùî s(ξ(k)) ⊂ s(ξ(j)) i s(η(k)) ⊂ s(η(j)) äëÿ k > j. Ïðèéìåìî S =

⋂
j

s(ξ(j)),

T =
⋂
i

s(η(i)) i ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî j iñíó¹ òàêå k > j, ùî
∑
n

|ξ(j)n /ξ(k)n | <

+∞, à äëÿ êîæíîãî i iñíó¹ òàêå l > i, ùî
∣∣η(i)n /η

(l)
n

∣∣ → 0 (n → ∞). Íàðåøòi, çà
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îçíà÷åííÿì ìàòðèöÿ A âiäîáðàæà¹ S â T , ÿêùî äëÿ êîæíîãî i iñíó¹ òàêå j, ùî A
âiäîáðàæà¹ s(ξ(j)) â s(η(i)). Â [1] äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A âiäîáðàæàëà S â T , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,
ùîá äëÿ êîæíîãî i iñíóâàëè òàêi j i M ∈ (0, +∞), ùî äëÿ âñiõ n i k∣∣∣η(i)n ank/ξ

(j)
k

∣∣∣ ≤M. (1)

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ëåìó, â [1] äîâåäåíî, ùî äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A âiäîáðà-
æàëà Ω(%) â Ω(µ), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ êîæíîãî t > µ iñíóâàëè òàêi r > %
i M ∈ (0, +∞), ùî äëÿ âñiõ n i k

nn/t|ank|k−k/r ≤M.

Öåé ðåçóëüòàò áóäå óçàãàëüíåíî, ç îäíîãî áîêó, íà âèïàäîê öiëèõ ïîñëiäîâíîñòåé,
îçíà÷åíèõ çáiæíiñòþ ðÿäiâ Äiðiõëå çi çðîñòàþ÷èìè äî +∞ ïîêàçíèêàìè, à ç iíøî-
ãî � íà óçàãàëüíåíi ïîðÿäêè çðîñòàííÿ.

2. Îñíîâíà ÷àñòèíà. Îòæå, íåõàé λ = (λn) � çðîñòàþ÷à äî +∞ ïîñëiäîâíiñòü
äîäàòíèõ ÷èñåë. Ïîñëiäîâíiñòü x = (xn) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë áóäåìî íàçèâà¹òè öiëîþ
ñòîñîâíî ïîñëiäîâíîñòi λ, ÿêùî ðÿä Äiðiõëå

F (z) =

∞∑
n=1

xn exp{zλn}, z = σ + it, (2)

àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ â óñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Äëÿ öüîãî ðÿäó ïðèéìåìî
M(σ, F ) = sup{|F (σ + iτ)| : τ ∈ R}.

×åðåç L ïîçíà÷èìî êëàñ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ íà (−∞,+∞) ôóíêöié α òàêèõ,
ùî α(x) = α(x0) äëÿ −∞ < x ≤ x0 i α(x) ↑ +∞ ïðè x0 ≤ x→ +∞. Áóäåìî ãîâîðèòè,
ùî α ∈ L0, ÿêùî α ∈ L i α((1 + o(1))x) = (1 + o(1))α(x) ïðè x → +∞. Íàðåøòi,
α ∈ Lïç, ÿêùî α ∈ L i α(cx) = (1 + o(1))α(x) ïðè x→ +∞ äëÿ êîæíîãî c ∈ (0,+∞),
òîáòî α � ïîâiëüíî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ. Çðîçóìiëî, ùî Lïç ⊂ L0.

Äëÿ α ∈ L i β ∈ L óçàãàëüíåíèì ïîðÿäêîì %α,β [F ] öiëîãî ðÿäó Äiðiõëå (2)
íàçèâà¹òüñÿ [3] âåëè÷èíà

%α,β [F ] = lim
σ→+∞

α(ln M(σ, F ))

β(σ)
,

à äëÿ ¨¨ çíàõîäæåííÿ ïðàâèëüíå [4, c. 26] òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2. Íåõàé 0 < p < +∞, α ∈ L i β ∈ L � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ i
âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

à) α ∈ L0, β(ln x) ∈ L0,
dβ−1(cα(x))

d ln x
→ 1

p
(x → +∞) äëÿ êîæíîãî c ∈ (0,+∞)

i ln n = o(λn) (n→∞);

á) α ∈ Lïç, β(ln x) ∈ Lïç,
dβ−1(cα(x))

d ln x
= O(1) (x → +∞) äëÿ êîæíîãî c ∈

(0,+∞) i ln n = O(λn) (n→∞).
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Òîäi %α,β [F ] = %α,β [x] = %α,β [(xn)], äå

%α,β [x] = lim
n→∞

α(λn/p)

β

(
1

p
+

1

λn
ln

1

|xn|

) . (3)

Óçàãàëüíåíèì ïîðÿäêîì öiëî¨ ñòîñîâíî λ = (λn) ïîñëiäîâíîñòi x = (xn) áóäåìî
íàçèâàòè óçàãàëüíåíèé ïîðÿäîê âiäïîâiäíîãî öiëîãî ðÿäó Äiðiõëå (2), òîáòî âåëè÷è-
íó (3).

Äëÿ ôiêñîâàíîãî % ∈ (0, +∞) ÷åðåç Ωα,β(%) ïîçíà÷èìî êëàñ âñiõ öiëèõ ñòîñîâíî
λ = (λn) ïîñëiäîâíîñòåé x = (xn) óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó %α,β [x] ≤ % i äîâåäåìî
íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 3. Íåõàé (%j) � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë i %j ↓ % (j →∞). Ïðèïóñòèìî,
ùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ à) ÷è á) ëåìè 2, i ïðèéìåìî

ξ(j)n = exp

{
λn

(
β−1

(
1

%j
α

(
λn
p

))
− 1

p

)}
.

Òîäi

Ωα,β(%) =
⋂
j

s(ξ(j)).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî
⋂
j

s(ξ(j)) ⊂ Ωα,β(%). Îñêiëüêè

s(ξ(j)) = {(xn) : ξ(j)n xn → 0 (n→∞)},

òî äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ n

|xn| ≤
1

ξ
(j)
n

= exp

{
−λn

(
β−1

(
1

%j
α

(
λn
p

))
− 1

p

)}
, (4)

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
1

λn
ln

1

|xn|
→ +∞ (n→∞),

i ç îãëÿäó íà óìîâó ln n = O(λn) (n → ∞) àáñöèñà çáiæíîñòi ðÿäó Äiðiõëå (2) ç
òàêèìè êîåôiöi¹íòàìè äîðiâíþ¹ +∞ (äèâ. [5]). Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü x = (xn) ¹ öiëîþ
ñòîñîâíî ïîñëiäîâíîñòi λ = (λn). Ç íåðiâíîñòi (4) âèïëèâà¹ òàêîæ,
ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî j

lim
n→∞

α(λn/p)

β

(
1

p
+

1

λn
ln

1

|xn|

) ≤ %j
i îñêiëüêè %j ↓ % (j → ∞), òî %α,β [x] ≤ %, òîáòî s(ξ(j)) ⊂ Ωα,β(%), i îòæå,⋂
j

s(ξ(j)) ⊂ Ωα,β(%).

Íàâïàêè, ÿêùî (xn) ∈ Ωα,β(%), òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0

|xn| ≤ exp

{
−λn

(
β−1

(
1

%+ ε)
α

(
λn
p

))
− 1

p

)}
, n > n0(ε),
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i

|xnξ(j)n | ≤ exp

{
−λn

(
β−1

(
1

%+ ε
α

(
λn
p

))
− β−1

(
1

%j
α

(
λn
p

)))}
, n > n0(ε). (5)

Çàóâàæèìî òàêå: ÿêùî β(ln x) ∈ L0 i δ > 0, òî

t{β−1((1 + δ)α(t))− β−1(α(t))} → +∞, t→ +∞. (6)

Ñïðàâäi, ÿêùî äëÿ äåÿêî¨ ïðÿìóþ÷î¨ äî +∞ ïîñëiäîâíîñòi (tk) ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

tk{β−1((1 + δ)α(tk))− β−1(α(tk))} ≤ K < +∞,
òî

(1 + δ)α(tk) ≤ β(β−1(α(tk)) +K/tk) = β
(

ln
(
eβ

−1(α(tk))eK/tk)
))

=

= β
(

ln
{

(1 + o(1))eβ
−1(α(tk))

})
= (1 + o(1))α(tk), k →∞,

ùî íåìîæëèâî.
Ç îãëÿäó íà (6) i íåðiâíiñòü %j > % ç (5) âèïëèâà¹, ùî |xnξjn| → 0 (n→∞), òîáòî

(xn) ∈ s(ξ(j)) äëÿ êîæíîãî j, i îòæå, Ωα,β(%) ⊂
⋂
j

s(ξ(j)). Ëåìó 3 äîâåäåíî. �

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìè 1 i 3, äîâåäåìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ôóíêöi¨ α ∈ L òà β ∈ L i ïîñëiäîâíiñòü λ = (λn) çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè ëåìè 2, % ∈ (0, +∞) i µ ∈ (0, +∞. Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A = (ank)
âiäîáðàæàëà Ωα,β(%) â Ωα,β(µ), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ êîæíîãî t > µ
iñíóâàëè òàêi r > % i M ∈ (0, +∞), ùî äëÿ âñiõ n i k

|ank| exp

{
λn

(
β−1

(
1

t
α

(
λn
p

))
− 1

p

)
− λk

(
β−1

(
1

r
α

(
λk
p

))
− 1

p

)}
≤M.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (µi) � òàêà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî µi ↓ µ, à

η(i)n = exp

{
λn

(
β−1

(
1

µi
α

(
λn
p

))
− 1

p

)}
.

Çà ëåìîþ 3 Ωα,β(µ) =
⋂
i

s(η(i)) i Ωα,β(%) =
⋂
j

s(ξ(j)). Ëåãêî ïåðåâiðèòè òàêå: ÿêùî

%k < %j äëÿ k > j, òî ξ
(j)
n ≤ ξ(k)n äëÿ k > j, çâiäêè çãiäíî ç îçíà÷åííÿì âèïëèâà¹, ùî

s(ξ(k)) ⊂ s(ξ(j)) äëÿ k > j. Ïîäiáíî, s(η(k)) ⊂ s(η(j)) äëÿ k > j.

Äëÿ l > i, ÿê ó äîâåäåííi ñïiââiäíîøåííÿ
∣∣ξ(j)n xn

∣∣ → 0 (n → ∞) â ëåìi 3,

âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó β(ln x) ∈ L0, îòðèìó¹ìî

η
(i)
n

η
(l)
n

= exp

{
−λn

(
β−1

(
1

µl
α

(
λn
p

))
− β−1

(
1

µi
α

(
λn
p

)))}
→ 0, n→∞.

Íàðåøòi, äëÿ k > j∑
n

ξ
(j)
n

ξ
(k)
n

=
∑
n

exp

{
−λn

(
β−1

(
1

%k
α

(
λn
p

))
− β−1

(
1

%j
α

(
λn
p

)))}
. (7)

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà à) ëåìè 2. Òîäi β(ln x) ∈ L0 i, ÿê ðàíiøå,

β(x+ o(1)) = β(ln{(1 + o(1))ex}) = (1 + o(1))β(x)
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ïðè x → +∞. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî β−1(t/%k) − β−1(t/%j) ≥ hkj > 0 äëÿ âñiõ t ≥ t0,
áî ÿêùî β−1(tn/%k)− β−1(tn/%j)→ 0 äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (tn) ↑ +∞, òî

tn/%k ≤ β(β−1(tn/%j) + ε) = (1 + ε)tn/%j

ïðè n > n0(ε), ùî íåìîæëèâî. Îòæå, ç (7) ç îãëÿäó íà óìîâó ln n = o(λn) (n → ∞)
îòðèìó¹ìî ∑

n

ξ(j)n /ξ(k)n ≤
∑
n

exp {−λnhkj} < +∞, (8)

Çà óìîâè á) β(ln x) ∈ Lïç i β(x+O(1)) = (1 + o(1))β(x) ïðè x→ +∞. Òîìó òåïåð

β−1
(

1

%k
α

(
λn
p

))
− β−1

(
1

%j
α

(
λn
p

))
→ +∞, n→∞,

i ç îãëÿäó íà óìîâó ln n = O(λn) (n→∞) çíîâó îòðèìó¹ìî (8).
Îòæå, ìîæåìî çàñòîñóâàòè ëåìó 1 äî S = Ωα,β(%) i T = Ωα,β(µ), çà ÿêîþ äëÿ

òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A = (ank) âiäîáðàæàëà Ωα,β(%) â Ωα,β(µ), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,
ùîá äëÿ êîæíîãî i iñíóâàëè òàêi j i M ∈ (0, +∞), ùî äëÿ âñiõ n i k

exp

{
λn

(
β−1

(
1

µi
α

(
λn
p

))
− 1

p

)}
exp

{
λk

(
β−1

(
1

%j
α

(
λk
p

))
− 1

p

)} |ank| ≤M.

Çâiäñè ëåãêî îòðèìàòè âèñíîâîê òåîðåìè. �

Íàâåäåìî äâà ïðîñòi íàñëiäêè. ßêùî â îçíà÷åííi óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó öiëîãî
ðÿäó Äiðiõëå âèáåðåìî α(t) = ln t i β(t) = t äëÿ t ≥ t0, òî îòðèìà¹ìî îçíà÷åííÿ
R-ïîðÿäêó %R, à ÿêùî çà óìîâè %R = p ∈ (0, +∞) âèáåðåìî α(t) = t i β(t) = ept, òî
îòðèìà¹ìî îçíà÷åííÿ R-òèïó TR öüîãî ðÿäó. Ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè ëåãêî âèïëèâàþòü
òàêi äâà òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé ΩR(%) � êëàñ âñiõ öiëèõ ñòîñîâíî λ = (λn) ïîñëiäîâíîñòåé x =
(xn) R-ïîðÿäêó ≤ %. Ïðèïóñòèìî, ùî ln n = O(λn) (n→∞), à 0 < %, µ < +∞. Äëÿ
òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A = (ank) âiäîáðàæàëà ΩR(%) â ΩR(µ), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,
ùîá äëÿ êîæíîãî t > µ iñíóâàëè òàêi r > % i M ∈ (0, +∞), ùî äëÿ âñiõ n i k

|ank| exp

{
λn ln λn

t
− λk ln λk

r

}
≤M.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé ΩR(p, T ) � êëàñ âñiõ öiëèõ ñòîñîâíî λ = (λn) ïîñëiäîâíîñòåé
x = (xn), çðîñòàííÿ ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ R-ïîðÿäêó p i R-òèïó T . Ïðèïóñòèìî, ùî
ln n = o(λn) (n → ∞), à 0 < T1, T2 < +∞. Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A = (ank)
âiäîáðàæàëà ΩR(p, T1) â ΩR(p, T2), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ êîæíîãî t > T2
iñíóâàëè òàêi r > T1 i M ∈ (0, +∞), ùî äëÿ âñiõ n i k

|ank| exp

{
λn
p

ln
λn
etp
− λk

p
ln

λk
erp

}
≤M.
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Çàóâàæèìî òàêå: ÿêùî ó ñòåïåíåâîìó ðîçâèíåííi öiëî¨ ôóíêöi¨ f(z) =
∑
n

xnz
n

çðîáèìî çàìiíó z íà ez, òî îòðèìà¹ìî öiëèé ðÿä Äiðiõëå (2) ç ïîêàçíèêàìè λn = n.
Òîìó ç íàñëiäêó 1 âèïëèâà¹ íàâåäåíèé âèùå ðåçóëüòàò ç [1] äëÿ öiëèõ ïîñëiäîâíîñòåé
ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.

3. Äîïîâíåííÿ. Äëÿ α ∈ L i β ∈ L ìîäèôiêîâàíèì óçàãàëüíåíèì ïîðÿäêîì
öiëîãî ðÿäó Äiðiõëå (2) íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

%α,β [F ] = lim
σ→+∞

1

β(σ)
α

(
lnM(σ, F )

σ

)
.

Â [6] äîâåäåíî òàêå: ÿêùî α ∈ Lïç i β ∈ L0, àáî β ∈ Lïç i α ∈ L0, à ïîêàçíèêè
λn çàäîâîëüíÿþòü óìîâó lnn = o(λnβ

−1(cα(λn))) ïðè n→ +∞
äëÿ áóäü-ÿêîãî c ∈ (0,+∞), òî

%α,β [F ] = %α,β [x] := lim
n→+∞

α(λn)

β
(

1
λn

ln 1
|xn|

) .
Òîìó, ÿêùî ÷åðåç Ωα,β(%) ïîçíà÷èìî êëàñ âñiõ öiëèõ ñòîñîâíî λ = (λn) ïîñëiäîâ-

íîñòåé x = (xn) ìîäèôiêîâàíîãî óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó %αβ [x] 6 ρ, òî, ïîâòîðþþ÷è
äîâåäåííÿ òåîðåìè 1, ïåðåéäåìî äî òåîðåìè 2, ôîðìóëþâàííÿ ÿêî¨ çíà÷íî ïðîñòiøå,
íiæ òåîðåìè 1.

Òåîðåìà 2. Íåõàé àáî α ∈ Lïç i β ∈ L0, àáî β ∈ Lïç i α ∈ L0, lnn =
o(λnβ

−1(cα(λn))) ïðè n→ +∞ äëÿ êîæíîãî c ∈ (0,+∞), % ∈ (0,+∞) i µ ∈ (0,+∞).
Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A = (anh) âiäîáðàæàëà Ωαβ(%) â Ωαβ(µ), íåîáõiäíî i äî-
ñòàòíüî, ùîá äëÿ êîæíîãî t > µ iñíóâàëè r > % i M ∈ (0,+∞) òàêi, ùî äëÿ âñiõ
n i h

|anh| exp

{
λnβ

−1
(

1

t
α(λn)

)
− λhβ−1

(
1

r
α(λh)

)}
6M.
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ON MATRIX MAPS OF ENTIRE SEQUENCES

Myroslav Sheremeta

Ivan Franko National University of Lviv,

str. Universytetska,1, Lviv, 79000

e-mail: m_m_sheremeta@list.ru

A sequence (xn) of complex numbers is called entire with respect to a
sequence (λn) of positive numbers increasing to +∞, if the Dirichlet series
with coe�cients xn and exponents λn is entire. We will de�ne the generalized
order of the sequence (xn) as the generalized order of this Dirichlet series. We
�nd a necessary and su�cient condition for a matrix (ank) to map a class of
entire sequences of the generalized order ≤ % ∈ (0,+∞) into a class of entire
sequences of the generalized order ≤ µ ∈ (0,+∞).

Key words: Dirichlet series, matrix map, generalized order
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