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Äëÿ îñîáëèâèõ ìàòðèöü äðóãîãî ïîðÿäêó íàä êîìóòàòèâíîþ îáëàñòþ
Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1,5 çíàéäåíî ôîðìó Ñìiòà òà ïåðåòâîðþâàëüíi ìàò-
ðèöi ¨õíüîãî íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî ëiâîãî äiëüíèêà òà íàéìåíøîãî ñïiëü-
íîãî ïðàâîãî êðàòíîãî.

Êëþ÷îâi ñëîâà: êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1,5, íàé-
áiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìàòðèöü, íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ìàòðèöü,
ôîðìà Ñìiòà, ïåðåòâîðþâàëüíà ìàòðèöÿ.

Ó 2008 ð. Ó. ÌàêÃîâåðí ââiâ ó ðîçãëÿä êiëüöÿ ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Òîáòî
êiëüöÿ íåòðèâiàëüíi ãîìîìîðôíi îáðàçè ÿêèõ ¹ êiëüöÿìè ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 [4].

Íà ïiäñòàâi öüîãî êëàñó êiëåöü Â. Ùåäðèê ââiâ ïîíÿòòÿ êiëüöÿ ñòàáiëüíîãî ðàí-
ãó 1,5. Êiëüöå R ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1,5, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ âçà¹ìíî ïðî-
ñòèõ çëiâà åëåìåíòiâ a, b, c iç R , c 6= 0 iñíó¹ òàêèé åëåìåíò r ∈ R, ùî åëåìåíòè
a+ br, c âçà¹ìíî ïðîñòi çëiâà [3]. Äîñëiäæóþ÷è ñòðóêòóðó êiëåöü ìàòðèöü, âií äîâiâ,
ùî êiëüöå ìàòðèöü äðóãîãî ïîðÿäêó íàä êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1,5 ¹ êiëüöåì
ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1,5. Òîìó, ïðèðîäíî, âèíèêëà çàäà÷à äîñëiäæåííÿ àðèôìåòè÷íèõ
âëàñòèâîñòåé êiëåöü ìàòðèöü äðóãîãî ïîðÿäêó íàä òàêèìè êiëüöÿìè.

Íåõàé R � êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1,5 ç 1 6= 0 i A òà B �
ìàòðèöi íàä R. ßêùî A = BC, òî êàæóòü, ùî ìàòðèöÿ B ¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöi

A, à ìàòðèöÿ A ¹ ïðàâèì êðàòíèì ìàòðèöi B.
ßêùî A = DA1 òà B = DB1, òî ìàòðèöþ D íàçèâàþòü ñïiëüíèì ëiâèì äiëü-

íèêîì ìàòðèöü A òà B. Êðiì òîãî, ÿêùî êîæíèé iíøèé ñïiëüíèé ëiâèé äiëüíèê
ìàòðèöü A òà B äiëèòü çëiâà ìàòðèöþ D, òî ìàòðèöÿ D íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøèì

ñïiëüíèì ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöü A òà B (â ïîçíà÷åííÿõ (A,B)l).
ßêùî M = AP = BQ, òî ìàòðèöþ M íàçèâàþòü ñïiëüíèì ïðàâèì êðàòíèì

ìàòðèöü A òà B. Êðiì òîãî, ÿêùî ìàòðèöÿ M ¹ ëiâèì äiëüíèêîì êîæíîãî iíøîãî
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ñïiëüíîãî ïðàâîãî êðàòíîãî ìàòðèöü A òà B, òî ìàòðèöþ M íàçèâàþòü íàéìåíøèì
ñïiëüíèì ïðàâèì êðàòíèì ìàòðèöü A òà B (â ïîçíà÷åííÿõ [A,B]r).

Ïðîäîâæóþ¹ìî äîñëiäæåííÿ ðîçïî÷àòi â [2], çîêðåìà, âñòàíîâëþþòüñÿ âçà¹-
ìîçâ'ÿçêè ìiæ ôîðìàìè Ñìiòà i ïåðåòâîðþâàëüíèìè ìàòðèöÿìè äâîõ îñîáëèâèõ
ìàòðèöü òà ôîðìàìè Ñìiòà, i ïåðåòâîðþâàëüíèìè ìàòðèöÿìè ¨õíüîãî íàéáiëüøîãî
ñïiëüíîãî äiëüíèêà òà íàéìåíøîãî ñïiëüíîãî êðàòíîãî íàä êîìóòàòèâíîþ îáëàñòþ
Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1,5.

Íåõàé A òà B � îñîáëèâi 2 × 2 ìàòðèöi íàä R. Äëÿ íèõ iñíóþòü òàêi îáîðîòíi
ìàòðèöi PA, QA òà PB , QB , ùî

PAAQA = E, äå E = diag(ε1, 0),

PBBQB = ∆, äå ∆ = diag(δ1, 0).

Ìàòðèöi E òà ∆ íàçèâàþòüñÿ ôîðìàìè Ñìiòà [6], à ìàòðèöi PA, PB òà QA, QB ëiâèìè
òà ïðàâèìè ïåðåòâîðþâàëüíèìè ìàòðèöÿìè ìàòðèöü A òà B, âiäïîâiäíî.

Íåõàé a ∈ R. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Ga âñiõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü âèãëÿäó∥∥∥∥ h11 h12
ah21 h22

∥∥∥∥ .
Î÷åâèäíî, ùî Ga ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ãðóïîþ. ßêùî a = 0, òî Ga = G0 � ãðóïà
îáîðîòíèõ âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç PA òà PB ìíîæèíè âñiõ ëiâèõ ïåðåòâîðþâàëüíèõ ìàòðèöü äëÿ
ìàòðèöü A òà B, âiäïîâiäíî. Çãiäíî ç ðåçóëüòàòàìè [1], [5], PA = G0PA, PB = G0PB .
Ñèìâîëàìè [a, b] áóäåìî ïîçíà÷àòè íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå åëåìåíòiâ a òà b, ÷åðåç
a|b � åëåìåíò a äiëèòü åëåìåíò b.

Ëåìà 1. Íåõàé A, B � îñîáëèâi ìàòðèöi ç M2(R), PBP
−1
A = ‖sij‖21 = S. Òîäi

åëåìåíò s21[ε1, δ1] ¹ iíâàðiàíòîì ñòîñîâíî âèáîðó ïåðåòâîðþâàëüíèõ ìàòðèöü PB
òà PA.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = diag(ε1, 0) B = diag(δ1, 0) i FA òà FB iíøi ëiâi ïåðåòâî-
ðþâàëüíi ìàòðèöi öèõ ìàòðèöü. Tîáòî FA ∈ PA, FB ∈ PB . Òîäi iñíóþòü òàêi

HA =

∥∥∥∥ e′1 v12
0 e′2

∥∥∥∥ òà HB =

∥∥∥∥ e1 h12
0 e2

∥∥∥∥, ùî FA = HAPA, FB = HBPB . Ïîçíà-

÷èìî FBF
−1
A =

∥∥s′ij∥∥21 = S′. Äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè ïîòðiáíî ç'ÿñóâààòè, ùî s21 òà s
′
21

àñîöiéîâíi â êiëüöi R. Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê ìàòðèöü

S′ = FBF
−1
A = HBPB(HAPA)−1 = HBPBP

−1
A H−1A = HBSH

−1
A ,

äå S = PBP
−1
A . Çàïèøåìî öi ìàòðèöi â ÿâíîìó âèãëÿäi, òîáòî∥∥∥∥ s′11 s′12

s′21 s′22

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ e1 h12
0 e2

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ s11 s12
s21 s22

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ e′−11 ∗
0 e′−12

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ s′′11 s′′12
s21u s′′22

∥∥∥∥,
äå u = e2e

′−1
1 � îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ R. Îòæå, s′21 = s21u, ùî i ïîòðiáíî áóëî

äîâåñòè. �

Ëåìà 2. Íåõàé A, B � îñîáëèâi ìàòðèöi ç M2(R), PBP
−1
A =

∥∥∥∥ e1 s
0 e2

∥∥∥∥ . Òîäi
PA = PB .
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

PBP
−1
A =

∥∥∥∥ e1 s
0 e2

∥∥∥∥ = H ∈ G0,

òî PB = HPA, äå H ∈ G0. Çàóâàæèâøè, ùî PA = G0PA, îòðèìó¹ìî, ùî

PB = G0PB = G0HPA = G0PA = PA.

�

Ëåìà 3. Íåõàé A, B � îñîáëèâi ìàòðèöi ç M2(R), PBP
−1
A =

∥∥∥∥ s11 s12
0 s22

∥∥∥∥ . Òîäi äëÿ
áóäü-ÿêèõ iíøèõ ìàòðèöü P ′A ∈ PA òà P ′B ∈ PB ìàòèìåìî

P ′BP
′−1
A =

∥∥∥∥ s′11 s′12
0 s′22

∥∥∥∥ .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé P ′A òà P ′B iíøi ëiâi ïåðåòâîðþâàëüíi ìàòðèöi ìàòðèöü A òà B.
Tîáòî P ′A ∈ PA, P

′
B ∈ PB . Òîäi iñíóþòü òàêi HA ∈ G0 òà HB ∈ G0, ùî P

′
A = HAPA,

P ′B = HBPB .
Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê ìàòðèöü

P ′BP
′−1
A = HBPB(HAPA)−1 = HBPBP

−1
A H−1A = HBSH

−1
A =

∥∥s′ij∥∥21 .
Çàïèøåìî öi ìàòðèöi â ÿâíîìó âèãëÿäi, òîáòî

HBSH
−1
A =

∥∥∥∥ h11 h12
0 h22

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ s11 s12
0 s22

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ l11 l12
0 l22

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ s′11 s′12
0 s′22

∥∥∥∥ .
Îòæå, s′21 = 0, ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. �

Òåîðåìà 1. Íåõàé R � êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1,5, A =
diag(ε1, 0), B = diag(δ1, 0), PBP

−1
A = ‖sij‖21, PB ∈ PB, PA ∈ PA. Òîäi:

1) ÿêùî s21 6= 0, òî

(A,B)l = (LAPA)−1Φ = (LBPB)−1Φ,

äå

Φ =

∥∥∥∥ ϕ1 0
0 ϕ2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ (ε1, δ1) 0
0 s21[ε1, δ1]

∥∥∥∥ ,
à ìàòðèöi LA òà LB çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü L−1B LA = PBP

−1
A i íàëåæàòü,

âiäïîâiäíî, ãðóïàì G ϕ2
(ϕ2,ε1)

òà G ϕ2
(ϕ2,δ1)

;

2) ÿêùî s21 = 0, òî (A,B)l = P−1Φ, äå

Φ =

∥∥∥∥ (ε1, δ1) 0
0 0

∥∥∥∥ , P ∈ PA = PB .

Äîâåäåííÿ. 1. Íà ïiäñòàâi ëåìè 1 åëåìåíò s21[ε1, δ1], à îòæå, i ìàòðèöÿ Φ íå çàëå-
æàòü âiä âèáîðó ïåðåòâîðþâàëüíèõ ìàòðèöü PA òà PB . Äàëi äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ
àíàëîãi÷íî ÿê ó òåîðåìi 2 ç [2].

2. Çãiäíî ç ëåìîþ 3 åëåìåíò s21 äîðiâíþ¹ íóëþ íåçàëåæíî âiä âèáîðó ìàòðèöü
PA òà PB . Íà ïiäñòàâi ëåìè 2 ìà¹ìî, ùî PA = PB . Íåõàé U ∈ PA = PB . Öå îçíà÷à¹,
ùî ìàòðèöi A òà B ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

A = U−1EQ−1A , B = U−1∆Q−1B .
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Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

D = U−1
∥∥∥∥ (ε1, δ1) 0

0 0

∥∥∥∥ = U−1Φ.

Îñêiëüêè

A =

(
U−1

∥∥∥∥ (ε1, δ1) 0
0 0

∥∥∥∥)× (∥∥∥∥ ε1
(ε1,δ1)

0

0 0

∥∥∥∥Q−1A )
= DA1,

B =

(
U−1

∥∥∥∥ (ε1, δ1) 0
0 0

∥∥∥∥)× (∥∥∥∥ δ1
(ε1,δ1)

0

0 0

∥∥∥∥Q−1B )
= DB1,

òî D ¹ ñïiëüíèì ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöü A òà B.
Íåõàé T = P−1T ΓQ−1T , äå

Γ =

∥∥∥∥ γ1 0
0 γ2

∥∥∥∥ , γ1 |γ2 ,
� iíøèé ñïiëüíèé ëiâèé äiëüíèê ìàòðèöü A òà B, òîáòî A = TA2, B = TB2. Îòæå,
Γ |E òà Γ |∆ . Îñêiëüêè γ1 |ε1 òà γ1 |δ1 , òî γ1 |(ε1, δ1) . Îòîæ, Γ |Φ . Òîäi, íà ïiäñòàâi
ëåìè 5 ç [2] ìàòðèöÿ T ¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöiD. Îòæå,D ¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì
ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöü A òà B. �

Òåîðåìà 2. Íåõàé R � êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1,5, A =
diag(ε1, 0), B = diag(δ1, 0),

PBP
−1
A = ‖sij‖21 , PB ∈ PB , PA ∈ PA.

Òîäi

1) ÿêùî s21 6= 0, òî M = [A,B]r = 0;
2) ÿêùî s21 = 0, òî [A,B]r = P−1Ω, äå

Ω =

∥∥∥∥ [ε1, δ1] 0
0 0

∥∥∥∥ , P ∈ PA = PB .

Äîâåäåííÿ. 1. Äëÿ äîâåäåííÿ òðåáà äîâåñòè, ùî, êðiì íóëüîâî¨ ìàòðèöi, íå iñíó¹
iíøîãî ñïiëüíîãî ïðàâîãî êðàòíîãî ìàòðèöü A òà B.

Ïðèïóñòèìî, ùî M = P−1M ΥQ−1M 6= 0 � ñïiëüíå ïðàâå êðàòíå ìàòðèöü A òà B.
Òîäi E|Υ òà ∆|Υ. Îòæå, Υ = diag(τ1, 0). Îêðiì òîãî, M = AA2 òà M = BB2.

Îñêiëüêè A|M òà B|M çëiâà, òî íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1 ç [5] PA = LMPM òà
PB = LM1PM , äå LM ∈ G ε2

(ε2,τ1)
i LM1

∈ G δ2
(δ2,τ1)

. Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó

G ε2
(ε2,τ1)

= G δ2
(δ2,τ1)

=

∥∥∥∥ e1 ∗
0 e2

∥∥∥∥
� ãðóïà îáîðîòíèõ âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü. Òîäi PM = L−1M PA i PM = L−1M1

PB ,

òîáòî L−1M PA = L−1M1
PB . À öå îçíà÷à¹, ùî LM1

L−1M = PBP
−1
A = S. Îòæå,∥∥∥∥ e1 ∗

0 e2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ s11 s12
s21 s22

∥∥∥∥ ,
òîáòî s21 = 0. Öå ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè.
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2. Çãiäíî ç ëåìîþ 3 íåçàëåæíî âiä âèáîðó ìàòðèöü PA òà PB åëåìåíò s21 äîðiâ-
íþ¹ íóëþ. Íà ïiäñòàâi ëåìè 2 ìà¹ìî, ùî PA = PB . Íåõàé U ∈ PA = PB . Öå îçíà÷à¹,
ùî ìàòðèöi A òà B ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

A = U−1EQ−1A , B = U−1∆Q−1B .

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

M = U−1
∥∥∥∥ [ε1, δ1] 0

0 0

∥∥∥∥ = U−1Ω.

Îñêiëüêè

M =

(
U−1

∥∥∥∥ ε1 0
0 0

∥∥∥∥Q−1A )
×
(

(QA

∥∥∥∥ [ε1,δ1]
ε1

0

0 0

∥∥∥∥) =

=

(
U−1

∥∥∥∥ δ1 0
0 0

∥∥∥∥Q−1B )
×
(
QB

∥∥∥∥ [ε1,δ1]
δ1

0

0 0

∥∥∥∥) ,
òî M ¹ ñïiëüíèì ïðàâèì êðàòíèì ìàòðèöü A òà B.

Íåõàé F = P−1F ΓQ−1F � iíøå ñïiëüíå ïðàâå êðàòíå ìàòðèöü A òà B. Öå îçíà-
÷à¹, ùî âiäïîâiäíi iíâàðiàíòíi ìíîæíèêè ìàòðèöi F êðàòíi iíâàðiàíòíèì ìíîæíèêàì
ìàòðèöü A òà B. Îñêiëüêè øíøi iíâàðiàíòíi ìíîæíèêè öèõ ìàòðèöü ¹ íóëÿìè, òî
ìàòðèöÿ Γ ìà¹ âèãëÿä Γ = diag(γ1, 0). Îêðiì òîãî, ε1|γ1 òà δ1|γ1. Òîìó [ε1, δ1]|γ1,
òîáòî γ1 = [ε1, δ1]α. Îòæå, Ω | Γ. Îñêiëüêè F = AF1, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 ç [5]
PA = U = LPF , äå L ∈ G ε2

(ε2,γ1)
� ãðóïà îáîðîòíèõ âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü. Çà-

óâàæèâøè, ùî G ε2
(ε2,γ1)

= G ω2
(ω2,γ1)

îòðèìó¹ìî, ùî U = LPF , äå L ∈ G ω2
(ω2,γ1)

, à öå íà

ïiäñòàâi ëåìè 6 ç [2] îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ M ¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöi F. Îòæå, M
¹ íàéìåíøèì ñïiëüíèì ïðàâèì êðàòíèì ìàòðèöü A òà B. �
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For a singular matrix of the second order over a commutative Bezout
domain of stable range 1.5, the Smith normal form and transforming matrices
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