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Ó òåðìiíàõ àáñòðàêòíèõ êðàéîâèõ îïåðàòîðiâ äîñëiäæåíî îäèí êëàñ
ðîçøèðåíü LA ôiêñîâàíîãî çàìêíåíîãî ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ L0 ó ãiëüáåð-
òîâîìó ïðîñòîði. Âñòàíîâëåíî ðîçìiðíiñòü ìíîãîâèäó íóëiâ, êîðîçìiðíiñòü
îáëàñòi çíà÷åíü i êðèòåðié íîðìàëüíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi âiäíîøåííÿ LA−λ (λ ∈
C). Çíàéäåíî ðåçîëüâåíòíó ìíîæèíó òà ïîáóäîâàíó ðåçîëüâåíòó ðîçãëÿäó-
âàíîãî ðîçøèðåííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ëiíiéíå âiäíîøåííÿ, îïåðàòîð, ðå-
çîëüâåíòà.

1. Âñòóï. Òåîðiÿ ëiíiéíèõ âiäíîøåíü (�áàãàòîçíà÷íèõ îïåðàòîðiâ� ó ãiëüáåð-
òîâîìó ïðîñòîði) � âàæëèâèé ðîçäië ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó. �¨ çàïî÷àòêîâàâ Ð.
Àðåíñ [1] i çíàéøëà ñâié ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ó ïðàöÿõ Å.À. Êîäiíãòîíà [2] (ñà-
ìîñïðÿæåíi ðîçøèðåííÿ íåùiëüíî âèçíà÷åíèõ åðìiòîâèõ îïåðàòîðiâ), À. Äàéêñìè i
Ã. Ñíîî [3] (îïèñ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ â òåðìiíàõ
äåôåêòíèõ ïðîñòîðiâ), Ô.Ñ. Ðîôå-Áåêåòîâà [4], À.Í. Êî÷óáåÿ [5], Â.I. Ãîðáà÷óê i
Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà [6] (çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ëiíiéíèõ âiäíîøåíü äî îïèñó ñàìîñïðÿæå-
íèõ òà äèñèïàòèâíèõ ðîçøèðåíü ðiçíèõ êëàñiâ ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ) òà iíøèõ
ìàòåìàòèêiâ. Ïðîòÿãîì îñòàííiõ äâàäöÿòè ðîêiâ çàöiêàâëåíiñòü äî òåîði¨ âiäíîøåíü
çíà÷íî ïîñèëèëàñÿ. Öå ïîâ'ÿçàíî, çîêðåìà, ç òèì, ùî âîíà çíàéøëà ðiçíîìàíiòíi
çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ ðîçøèðåíü íåùiëüíî âèçíà÷åíèõ îïåðàòîðiâ, ïåðåäóñiì äèôå-
ðåíöiàëüíèõ (äèâ., íàïðèêëàä [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14], äå ðîçâèâà¹òüñÿ êîíöåïöiÿ
ïðîñòîðó ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü i âiäïîâiäíî¨ ôóíêöi¨ Âåéëÿ äëÿ ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ,
òà öèòîâàíó òàì ëiòåðàòóðó).

2. Ïîçíà÷åííÿ òà ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi. Ïiä H
ðîçóìi¹ìî ôiêñîâàíèé êîìïëåêñíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·|·).
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Áóäü-ÿêèé (çàìêíåíèé) ëiíiéíèé ìíîãîâèä â H2 = H ⊕ H íàçèâà¹òüñÿ (çàìêíå-
íèì) ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì â H. Ïðèêëàäîì ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ ¹ ãðàôiê GrT
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà T , òîìó â òåîði¨ ëiíiéíèõ âiäíîøåíü îïåðàòîð îòîòîæíþþòü ç
éîãî ãðàôiêîì. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òàêi ïîçíà÷åííÿ: D(T ), R(T ), kerT� âiäïîâiäíî,
îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü çíà÷åíü i ìíîãîâèä íóëiâ âiäíîøåííÿ (îïåðàòîðà) T :

D(T ) = {y ∈ H|(∃y′ ∈ H) : (y, y′) ∈ T}; R(T ) = {y′ ∈ H|(∃y ∈ H) : (y, y′) ∈ T};

kerT = {y ∈ T : (y, 0) ∈ T}; αT = {(y, αy′) : (y, y′) ∈ T};
ÿêùî λ ∈ C, òî T − λ = {(y, y′ − λy) : (y, y′) ∈ T} (îòîæ,

ker(T − λ) = {y ∈ H : (y, 0) ∈ T − λ} (= {y ∈ H : (y, λy) ∈ T});

k̂er(T − λ) = {(y, λy) : y ∈ ker(T − λ)}; T−1 = {(y′, y) ∈ H2 : (y, y′) ∈ T};

T (0) = {y′ ∈ H : (0, y′) ∈ T};
äëÿ áóäü-ÿêîãî ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ T ⊂ H2 ñïðÿæåíå (ëiíiéíå) âiäíîøåííÿ T ∗

âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:
T ∗ = H2 	 ĴT = Ĵ(H2 	 T ),

äå

Ĵ =

(
0 −i1H
i1H 0

)
; (1)

ρ(T ) = {λ ∈ C : ker(T −λ) = {0}, R(T −λ) = H} (ðåçîëüâåíòíà ìíîæèíà âiäíîøåííÿ
T ).

Äàëi, ÿêùî X,Y � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, òî (·|·)X� ñèìâîë ñêàëÿðíîãî äîáóòêó
íà X; B(X,Y ) � ñóêóïíiñòü ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ S : X → Y òàêèõ, ùî
D(S) = X; B(X) = B(X,X):

1X � òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ ïðîñòîðó X;
S ↓ E � çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ S íà ìíîæèíó E;
+̇,⊕ � âiäïîâiäíî ñèìâîëè ïðÿìî¨ òà îðòîãîíàëüíî¨ ñóìè;
	 � ñèìâîë îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ;
SE � îáðàç ìíîæèíè E ïðè âiäîáðàæåííi S;
E � çàìèêàííÿ ìíîæèíè E.

Ðîëü ïî÷àòêîâîãî îá'¹êòà âiäiãðà¹ ïàðà (L,L0) çàìêíåíèõ ëiíiéíèõ âiäíîøåíü â

H òàêèõ, ùî L0 ⊂ L. Ïðèéìåìî M
def
= L∗0, M0

def
= L∗. Âiäîìî [16], ùî iñíóþòü ãiëüáåð-

òîâi ïðîñòîðè G1, G2 òà ëiíiéíi îïåðàòîðè Ãi ∈ B(L,Gi) (i = 1, 2) òàêi, ùî

R(Ã1 ⊕ Ã2) = G1 ⊕G2, ker(Ã1 ⊕ Ã2) = L0 i Ã̃1 ∈ B(M,G2), Ã̃2 ∈ B(M,G1)

(ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî, âèõîäÿ÷è ç G1, G2,Ã1,Ã2) òàêi, ùî

R(Ã̃1 ⊕ Ã̃2) = G2 ⊕G1, ker(Ã̃1 ⊕ Ã̃2) = M0,

∀ŷ = (y, y′) ∈ L, ∀ẑ = (z, z′) ∈M (y′|z)− (y|z′) = (Ã1ŷ|Ã̃2ẑ)G1 − (Ã2y|Ã̃1ẑ)G2 .

Ïðè öüîìó

Ã1Ĵ Ã̃
∗
1 = 0, Ã1Ĵ Ã̃

∗
2 = i1G1

, Ã2Ĵ Ã̃
∗
1 = −i1G2

, Ã2Ĵ Ã̃
∗
2 = 0, (2)
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äå Ĵ âèçíà÷åíî çãiäíî ç (1). Áóäü-ÿêå çàìêíåíå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ L1(M1) òàêå, ùî
L0 ⊂ L1 ⊂ L (âiäïîâiäíî, M0 ⊂ M1 ⊂ M ) ìè íàçèâà¹ìî âëàñíèì ðîçøèðåííÿì
âiäíîøåííÿ L0(M0).

Íåõàé F � äåÿêèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið òàêèé, ùî dimF = dim(G1⊕G2). Íåâàæêî
äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî âëàñíîãî ðîçøèðåííÿ L1 âiäíîøåííÿ L0 iñíó¹ A ∈ B(G1⊕
G2, F ) òàêå, ùî L1 = kerAÃ. Äàëi ïèñàòèìåìî LA çàìiñòü L1. Îòîæ

LA = ker(A1Ã1 +A2Ã2) = {ŷ ∈ L : A1Ã1ŷ +A2Ã2ŷ = 0}, äå Ai = A ↓ Gi (i = 1, 2).

Çðîçóìiëî, ùî Ai ∈ B(Gi, F ).

Äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî ðåçîëüâåíòíà ìíîæèíà ρ(L2) âiäíîøåííÿ L2
def
= kerÃ2 íå-

ïîðîæíÿ. Íåõàé λ ∈ ρ( L2), à îòæå, λ ∈ ρ(M2), äå M2
def
= ker Ã̃2 (= L∗2). Òîäi

Lλ
def
= (L2 − λ)−1 ∈ B(H), Mλ

def
= (M2 − λ

−1
) (= L∗λ) ∈ B(H).

Â òåðìiíàõ àáñòàêòíèõ ãðàíè÷íèõ îïåðàòîðiâ, òîáòî ó âèãëÿäi, ÿêèé ó âèïàäêó äè-
ôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ïðèâîäèòü áåçïîñåðåäíüî äî êðàéîâèõ óìîâ, âñòàíîâëåíî
ðîçìiðíiñòü ìíîãîâèäó íóëiâ, êîðîçìiðíiñòü îáëàñòi çíà÷åíü i êðèòåðié íîðìàëüíî¨
ðîçâ'ÿçíîñòi âiäíîøåííÿ LA − λ (λ ∈ C). Çîêðåìà, ç'ÿñîâàíî, êîëè öå âiäíîøåííÿ
¹ ðîçâ'ÿçíèì, òîáòî, êîëè ker(LA − λ) = {0}, R(A − λ) = H. Ó öüîìó âèïàäêó ïî-
áóäîâàíî ðåçîëüâåíòó âiäíîøåííÿ LA. Îêðåìó óâàãó ïðèäiëåíî âèïàäêó, êîëè A ¹
íîðìàëüíî ðîçâ'ÿçíèì îïåðàòîðîì.

3. Äîïîìiæíi îïåðàòîð-ôóíêöi¨. Íåõàé λ ∈ ρ(L2). Ïðèéìåìî

∀y ∈ H L̂λy = (Lλy, y + λLλy), i ∀z ∈ H M̂λz = (Mλz, z + λMλz).

Ëåìà 1.

R(L̂λ) = L2, R(Mλ) = M2. (3)

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî L̂λ ∈ B(H,H2). Äàëi GrLλ = {(y, Lλy) : y ∈ H}, òîìó
L2 − λ = {(Lλy, y) : y ∈ H}, à îòæå, L2 = {(Lλy, y + Lλy : y ∈ H)} = R(L̂λ). Ïåðøó ç
ðiâíîñòåé (3) äîâåäåíî. Äðóãó äîâîäèìî àíàëîãi÷íî. �

Íàñëiäîê 1. ∀y ∈ H Ã2L̂λy = 0, ∀z ∈ H Ã̃2M̂λz = 0.

Ïðèéìåìî Zλ
def
= (Ã̃1M̂λ)∗, Z̃λ

def
= (Ã1L̂λ)∗.

Ëåìà 2.

Zλ ∈ B(G2, H), Zλ = (Lλ(π1 + λπ2) + π2)Ã̃
∗
1, (4)

Z̃λ ∈ B(G1, H), Z̃λ = (Mλ(π1 + λπ2) + π2)Ã∗1, (5)

äå π1 : H2 → H ⊕ {0}, π2 : H2 → {0} ⊕H � îðòîïðîåêòîðè.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè M̂λ ∈ B(H,H2) i R(M̂λ) = M2 ⊂M, òî M̂λ ∈ B(H,M); îñêiëü-

êè Ã̃1 ∈ B(H,G2), òî Ã̃1M̂λ ∈ B(H,G2). Òîìó Zλ ∈ B(G2, H).
Äàëi, ∀a ∈ G2,∀z ∈ H

(z|Zλa) = (Ã̃1M̂λz|a)G2
= (M̂λz|Ã̃

∗
1a) = ((Mλz, z + λMλz)|(π1Ã̃

∗
1a, π2Ã̃

∗
1a))H2 =

= (Mλz|π1Ã̃
∗
1a)+(z|π2Ã̃

∗
1a)+(λMλz|π2Ã̃

∗
1a) = (z|Lλπ1Ã̃

∗
1a)+(z|π2Ã̃

∗
1a)+(z|λLλπ2Ã̃

∗
1a) =
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= (z|(Lλπ1 + π2 + λLλπ2))Ã̃
∗
1a.

Îòæå, (4) äîâåäåíî, (5) äîâîäèìî àíàëîãi÷íî. �

Ïîçíà÷åííÿ: ∀a ∈ G2 Ẑλa
def
= (Zλa, λZλa).

Ëåìà 3. R(Ẑλ) ⊂ L i Ã2Ẑλ = 1G.

Äîâåäåííÿ.

Ẑλ = (Zλ, λZλ) = (Lλ(π1 + λπ2)Ã̃
∗
1 + π2Ã̃

∗
1, λ(Lλ(π1 + λπ2)Ã̃

∗
1 + π2Ã̃

∗
1)) =

= (Lλ(π1 + λπ2)Ã̃
∗
1, λLλ(π1 + λπ2)Ã̃

∗
1 + (π1 + λπ2)Ã̃

∗
1) + (π2Ã̃

∗
1,−π1Ã̃

∗
1) =

L̂λ(π1 + λπ2)Ã̃
∗
1 + iĴ Ã̃

∗
1,

äå Ĵ âèçíà÷åíî çãiäíî ç (1). Àëå

∀a ∈ G2 L̂λ(π1 + λπ2)Ã̃
∗
1a ⊂ L2 ⊂ L

(äèâ. ëåìó 1), Ã̃
∗
1a ∈M 	M0, òîìó (äèâ. [17]) iĴ Ã̃

∗
1a ∈ L	 L0 ⊂ L. Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî Ẑλa ∈ L. Äàëi, âðàõîâóþ÷è (2) i Íàñëiäîê 1, áà÷èìî, ùî

∀a ∈ G2 Ã2L̂λ(π1 + λπ2)Ã̃
∗
1a = 0,Ã2(iĴ Ã̃

∗
1)a = a,

òîìó Ã2Ẑλa = a. �

Ëåìà 4.

ẐλÃ2 ↓ k̂er(L− λ) = 1
k̂er(L−λ), (6)

R(Zλ) = ker(L− λ) (7)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé y ∈ ker(L− λ), x ∈ H. Çàñòîñîâóþ÷è ðiâíiñòü

(y′|z)− (y|z′) = (Ã1ŷ|Ã̃2z)G1
− (Ã2y|Ã̃1z)G2

ïðè ŷ = (y, λy)(∈ k̂er(L− λ)), z = Mλx, îòðèìó¹ìî (âðàõîâóþ÷è íàñëiäîê 1)

ZλÃ2ŷ|x) = (Ã2ŷ|Ã̃1M̂λx) = −[(Ã1ŷ|Ã̃2M̂λx)G1 − (Ã2ŷ|Ã̃1M̂λx)G2
] =

= (−[(λy|Mλx)− (y|x) + λMλx] = (y|x).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ ker(L− λ) ZλÃ2(y, λy) = y, à òîìó

1) ẐλÃ2(y, λy) = (y, λy), òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ (6);
2) ker(L− λ) ⊂ R(Zλ).

Êðiì òîãî, ç ëåìè 2 âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñÿêîãî a ∈ G2( Zλa, λZλa) ∈ L, òîáòî Zλa ∈
ker(L − λ). Iíøèìè ñëîâàìè, R(Zλ) ⊂ ker(L − λ). Ðiâíiñòü (7), à ç íåþ i ëåìó 4,
äîâåäåíî. �

Ïðèéìåìî M(λ)
def
= Ã1Ẑλ.

Çàóâàæåííÿ 1.

M(λ) = Ã1L̂λ(π1 + λπ2)Ã̃
∗
1. (8)
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Ñïðàâäi, Ẑλ = L̂λ(π1 + λπ2)Ã̃
∗
1 + iĴ Ã̃

∗
1 (äèâ äîâåäåííÿ ëåìè 3), òîìó

M(λ) = Ã1Ẑλ = Ã1L̂λ(π1 + λπ2)Ã̃
∗
1 + iÃ1Ĵ Ã̃

∗
1.

Îñêiëüêè, ç îãëÿäó íà (2), Ã1Ĵ Ã̃
∗
1 = 0, òî (8) äîâåäåíî.

Ëåìà 5.

D(L2) + ker(L− λ) = D(L). (9)

Äîâåäåííÿ. Âêëþ÷åííÿ D(L2) + ker(L − λ) ⊂ D(L) ¹ î÷åâèäíèì. Íàâïàêè, íåõàé
y ∈ D(L). Òîäi iñíó¹ y′ ∈ H òàêå, ùî (y, y′ − λy) ∈ L − λ. Àëå H = R(L2 − λ), òîìó
iñíó¹ u ∈ D(L2) òàêå, ùî (u, y′ − λy) ∈ L2 − λ ⊂ L− λ. Òîìó (y − u, 0) ∈ L− λ, òîáòî
y − u ∈ ker(L− λ). Îòîæ, y = u+ (y − u) ∈ D(L2) + ker(L− λ). �

Çàóâàæåííÿ 2. Ñóìà (9), çàãàëîì, íå ¹ ïðÿìîþ. Òî÷íiøå

D(L2)
⋂

ker(L− λ) = {0} ⇐⇒ L2(0) = L(0).

Äîâåäåííÿ. (⇒) Íåõàé v ∈ L(0) = (L − λ)(0). Òîäi (0; v) ∈ L − λ. Äàëi, îñêiëüêè
R(L2 − λ) = H, òî iñíó¹ u ∈ D(L2 − λ) = D(L2) òàêå, ùî (u, v) ∈ L2 − λ ⊂ L − λ.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (u, 0) = (u, v) − (0, v) ∈ L − λ, òîáòî u ∈ ker(L − λ). Îòîæ,
u ∈ ker(L − λ) ∩ D(L2), òîáòî u = 0. À öå îçíà÷à¹, ùî (0, v) ∈ L − λ. Îòæå, v ∈
(L2 − λ)(0) = L2(0).

(⇐) Íåõàé u ∈ D(L2) ∩ ker(L− λ). Öå îçíà÷à¹:

1) (∃v ∈ H) : (u, v) ∈ L2 ⊂ L;
2) (u, λu) ∈ T .

Ìà¹ìî: (0, v − λu) ∈ L ⇒ v − λu ∈ L(0) = L2(0) ⇒ (0, v − λu) ∈ S ⇒ (u, λu) =
(u, v)− (0, v − λu) ∈ S ⇒ u ∈ ker(S − λ)⇒ u = 0. �

Ëåìà 6. L2+̇k̂er(L− λ) = L.

Äîâåäåííÿ. a) L2 ∩ k̂er(L − λ) = {0}. Íåõàé (y, y′) ∈ L2 ∩ k̂er(L − λ), çîêðåìà iñíó¹
a ∈ G2 òàêå, ùî (y, y′) = (Zλa, λZλa) (äèâ. (7)), à îòæå, (y, y′ − λy) = (y, 0) ∈ L2 − λ,
àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, y ∈ ker(L2 − λ). Àëå ker(L2 − λ) = 0, òîìó (y, y′) = (0, 0).

á) L2 + k̂er(L− λ) = L. Âêëþ÷åííÿ L2 + k̂er(L− λ) ⊂ L î÷åâèäíå. Ïðîòèëåæíå
âêëþ÷åííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî (∀ŷ ∈ L) ŷ = (ŷ − ẐλÃ2y) + ẐλÃy i ëåì 3, 4. �

Ëåìà 7. à) L0 ∩ k̂er(L− λ) = {0};
á) L0+̇k̂er(L− λ) ⊂ ker(Ã1 −M(λ)Ã2)

Äîâåäåííÿ. a) Ïðàâèëüíiñòü öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 6.
á) ßêùî ŷ = (y, y′) ∈ L0, òî Ã1ŷ = Ã2ŷ = 0, à îòæå, Ã1ŷ = M(λ)Ã2ŷ. ßêùî

ŷ ∈ k̂er(L − λ), òî, ç îãëÿäó íà ëåìè 3, 4, iñíó¹ a ∈ G2 òàêå, ùî y = Ẑλa, à îòæå
Ã1ŷ −M(λ)Ã2ŷ = Ã1Ẑλa−M(λ)Ã2Ẑλa = M(λ)a = M(λ)a = 0. �

Íàñëiäîê 2. L0+̇k̂er(L− λ) = ker(Ã1 −M(λ)Ã2).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé ŷ ∈ k̂er(Ã1−M(λ)Ã2). Ç îãëÿäó íà ëåìè 4, 6, ŷ ∈ L = L2+̇k̂er(L−λ)

i iñíóþòü û ∈ L2, a ∈ G2 òàêi, ùî ŷ = û + Ẑλa, à îòæå, (Ã1 −M(λ)Ã2)(û + Ẑλa) = 0.
Îòîæ,

0 = Ã1û+ Ã1Zλa−M(λ)Ã2u−M(λ)Ã2û−M(λ)Ã2Zλa = Ã1û.

Îñêiëüêè Ã2û = 0, òî û ∈ L0. �

Çàóâàæåííÿ 3. Ìiíÿþ÷è ðîëÿìè ïàðè (L,L0) òà (M,M0), àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî:

ÿêùî ̂̃Zλdef= (Z̃λ, λZ̃λ), òî R(
̂̃
Zλ) = k̂er(M − λ), Ã̃2

̂̃
Zλ = 1G1

,̂̃
ZλÃ̃2 ↓ k̂er(M − λ) = 1

k̂er(M−λ);

ÿêùî M̃(λ)
def
= Ã̃1

̂̃
Zλ, òî M̃(λ) ∈ B(G1, G2), M̃(λ) = Ã̃1M̂λ(π1 + λπ2)Ã∗1,

M0+̇k̂er(M − λ) = ker(Ã̃1 − M̃(λ)Ã̃2).

Êðiì òîãî, ∀λ ∈ ρ(L2) M(λ)∗ = M̃(λ).

Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêèõ a ∈ G1, b ∈ G2

(M̃(λ)a|b)G2
= (Ã̃1

̂̃
Zλa|b)G2

= (
̂̃
Zλa|Ã̃

∗
1b)H2 = ((Z̃λa, λZ̃λa)|(π1Ã̃

∗
1b, π2Ã̃

∗
1b))H2 =

= (Z̃λa|π1Ã̃
∗
1b) + (λZ̃λa|π2Ã̃

∗
1b) = (Z̃λa|(π1 + λπ2)Ã̃

∗
1b) =

= (a|Ã1L̂λ(π1 + λπ2)Ã̃
∗
1b)G1 = (a|M(λ)b)G1 .

4. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 8. Ïðèïóñòèìî, ùî λ ∈ ρ(L2). Ó öüîìó âèïàäêó:

a) åëåìåíò f ∈ H íàëåæèòü äî R(LA − λ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

A1Z̃
∗
λf ∈ R(A1M(λ) +A2); (10)

á) ker(LA − λ) = Zλ ker(A1M(λ) +A2). (11)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ H. Îñêiëüêè R(L2 − λ) = H, òî f ∈ R(L2 − λ), à îòæå,
(Lλf, f) ∈ L2 − λ ⊂ L− λ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî y ∈ H (y, f) ⊂ L− λ. Òîäi
(y − Lλf, 0) ∈ L− λ, à îòæå, iñíó¹ a ∈ G2 òàêå, ùî

y = Lλf + Zλa. (12)

Ìà¹ìî
f ∈ R(LA − λ)⇔ (y, f) ∈ LA − λ⇔ (y, f + λy) ∈ LA ⇔

⇔ (Lλf + Zλa, f + λLλf + λZa) ∈ LA ⇔ L̂λf + Ẑλa ∈ ker(A1Ã1 +A2Ã2)⇔
A1Ã1(L̂λf+Ẑλa)+A2Ã2(L̂λf+Ẑλa) ≡ A1Ã1L̂λf+A1Ã1Ẑλa+A2Ã2L̂λf+A2Ã2Ẑλa = 0⇔

⇔ A1Z̃
∗
λ
f +A1M(λ)a+ +A2a = 0.

Îñòàííþ ðiâíiñòü ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

(A1M(λ) +A2)a = −A1Z̃
∗
λ
f. (13)

Îòæå, f ∈ R(LA − λ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ a ∈ G2 òàêå, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ
(13), òîáòî, êîëè âèêîíó¹òüñÿ (10). Ïîâòîðþþ÷è öi ìiðêóâàííÿ ïðè f = 0, áà÷èìî,
ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ (11). �
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Ïðèéìåìî Aλ
def
= A1M(λ) +A2.

Çàóâàæåííÿ 4. Íåõàé λ ∈ ρ(L2). Òîäi

a) ker Z̃λ = 0;
á) ker(Z̃∗

λ
↓ ker(M − λ)) = {0};

â) R(Ã1L̂λ) ≡ R(Z̃∗
λ
) = G1; (14)

ã) Ã1L̂λ ↓ R(L0 − λ) ≡ Z̃∗
λ
↓ R(L0 − λ) = 0. (15)

Äîâåäåííÿ. a) Z̃λa = 0⇒ ̂̃
Z
∗

λa = 0⇒ a = Ã̃2
̂̃
Z
∗

λa = 0.

á) Íåõàé u ∈ ker(M −λ), Z̃λu = 0. Îñêiëüêè ker(M −λ) = R(Z̃λ), òî iñíó¹ a ∈ G1

òàêå, ùî Z̃λa = u. Ìà¹ìî 0 = Z̃∗
λ
u = Z̃∗

λ
Z̃λa, òîìó Zλa = u = 0.

â) Îñêiëüêè R(L̂λ) = L2 = kerÃ2, òî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî R(Ã1 ↓ kerÃ2) = G1.
À öå cghfdls òàê, òîìó ùî R(Ã1 ⊕ Ã2) = R(Ã1) ⊕ R(Ã2), à îòæå, R(Ã1 ↓ kerÃ2) =
R(Ã1) = G1.

ã) Íåõàé v ∈ R(L0 − λ). Iñíó¹ u ∈ H òàêå, ùî (u, v) ∈ L0 − λ ⊂ L2 − λ. Ìà¹ìî
L̂λv = (Lλv, v + λLλv) = (u, v + λu). Àëå (u, v) ∈ L0 − λ, òîìó (u, v + λu) ∈ L0, îòæå,
Ã1L̂λv = 0. �

Íàñëiäîê 3. Iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì Πλ ∈ B(G1, ker(M − λ)) òàêèé, ùî

R(LA − λ) = R(L0 − λ)⊕Πλ(A−11 R(Aλ)). (16)

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî R(L0 − λ) � çàìêíåíèé ìíîãîâèä, à îòæå

H = R(L0 − λ)⊕ ker(M − λ).

Çâiäñè, à òàêîæ ç (14) i (15) âèïëèâà¹, ùî R(Z̃∗λ ↓ ker(M − λ)) = R(Z̃∗
λ
) = G1.

Òîìó (Z̃∗λ ↓ ker(M − λ)) ∈ B(ker(M − λ, G1)) � ãîìåîìîðôiçì, à îòæå

Πλ
def
= (Z̃∗λ ↓ ker(M − λ))−1 ∈ B(G1, ker(M − λ))

� ãîìåîìîðôiçì G1 → ker(M − λ).
Äàëi f ∈ R(LA − λ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü f0 ∈ R(L0 − λ) i

f1 ∈ R(LA − λ)	R(L0 − λ) = R(LA − λ) ∩ ker(M − λ)

òàêi, ùî f = f0 + f1. Ç iíøîãî áîêó, âðàõîâóþ÷è (10) i (15), áà÷èìî, ùî

f ∈ R(LA − λ)⇔ Z̃∗
λ
f ∈ A−11 R(Aλ)⇔ Z̃∗λf0 + Z̃∗

λ
f1 ∈ A−11 R(Aλ)⇔

⇔ (Z̃∗λ ↓ ker(M − λ)f1) ∈ A−1R(Aλ)⇔ f1 ∈ Πλ(A−11 R(Aλ)).

Ðiâíiñòü (16) äîâåäåíî. �

Òåîðåìà 1. Íåõàé λ ∈ ρ(L2). Òîäi:

à) dim ker(LA − λ) = dim kerAλ; (17)

á) dim[H/R(LA − λ)] = dim[R(A1)/(R(A1) ∩R(Aλ))]; (18)

â) R(LA − λ) çàìêíåíèé â H òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A−11 R(Aλ) çàìêíåíèé â

G1;
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ã) λ ∈ ρ(LA) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè kerAλ = {0}, R(A1) ⊂ R(Aλ), òîáòî,
êîëè A−1λ A1 ∈ B(G1, G2).

Ó öüîìó âèïàäêó

(LA − λ)−1 = Lλ − ZλA−1λ AλZ̃
∗
λ
. (19)

Äîâåäåííÿ. a) Ðiâíiñòü (17) âèïëèâà¹ ç (11) i íåïåðåðâíî¨ îáîðîòíîñòi îïåðàòîðà Zλ.
á) Íåõàé ker(M − λ) = Πλ(A−11 R(Aλ))+̇L1, òîáòî

ΠλG1 = Πλ(A−11 R(Aλ))+̇Πλ(Π−1λ L1),

àáî, ùî ¹ ðiâíîñèëüíèì,
G1 = A−11 R(Aλ)+̇Π−1λ L1. (20)

Ç iíøîãî áîêó, âðàõîâóþ÷è (16), îòðèìó¹ìî

H = R(L0 − λ)+̇ ker(M − λ) = R(L0 − λ)+̇Πλ(A−11 R(Aλ)+̇L1 = R(LA − λ)+̇L1,

à îòæå (äèâ. (20))

dim[H/R(LA − λ)] = dimL1 = dim Π−1λ L1 = dim[G1/A
−1
1 R(Aλ)].

Àëå A−11 R(Aλ) = A−11 (R(A1) ∩R(Aλ)), òîìó ðiâíiñòü (18) ðiâíîñèëüíà òàêié:

dim[G1/A
−1
1 (R(A1) ∩R(Aλ))] = dim[R(A1)/(R(A1) ∩R(Aλ))].

Äîâåäåìî ¨¨. Íåõàé
G1 = A−11 (R(A1) ∩R(Aλ))+̇L,

a îòæå,
R(A1) = (R(A1) ∩R(Aλ)+̇A1L.

Êðiì òîãî, ÿêùî l ∈ L i A1l = 0, òî l ∈ A−11 ({0}) ⊂ A−11 (R(A1) ∩ R(Al). Îòîæ,
l ∈ A−11 (R(A1) ∩R(Aλ)) ∩ L = 0. Òîìó dimL = dimA1L, à îòæå,

dim[G1/A
−1
1 (R(A1) ∩R(Aλ))] = dimL = dimA1L = dim[R(A1)/(R(A1) ∩R(Aλ))].

Òâåðäæåííÿ á) äîâåäåíî.
â) Ïðàâèëüíiñòü öüîãî òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç (16).
ã) Ç (17), (18) âèïëèâà¹, ùî

ker(LA − λ) = {0} ⇔ kerAλ = {0} (21)

R(LA − λ) = H ⇔ R(A1) ⊂ R(Aλ). (22)

Âðàõîâóþ÷è (21), (22) i çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî çàìêíåíèé ãðàôiê (äèâ. [15,
c. 211]), áà÷èìî, ùî

(LA − λ)−1 ∈ B(H)⇔ A−1λ A1 ∈ B(G1, G2).

Ïðèïóñòèìî, ùî óìîâè (21), (22) ñïðàâäæóþòüñÿ. Çíàéäåìî ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà
LA, òîáòî ðîçâ'ÿæåìî òàêó çàäà÷ó:

íåõàé f ∈ R(LA − λ) (= H); çíàéòè y ∈ H òàêå, ùî (y, f) ∈ LA − λ.

Äëÿ öüîãî ïîâòîðèìî ìiðêóâàííÿ, âèêîðèñòàíi äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè 8. Îòðèìó-
¹ìî (y, f) ∈ L− λ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ a ∈ G2 òàêå, ùî y = Lλf + Zλa (äèâ.
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(12)); ïðè öüîìó f ∈ R(LA − λ) òîäi i òiëüêè òîäi , êîëè Aλa = −A1Z̃
∗
λ
f (äèâ. (13)).

Ïiäñòàâëÿþ÷è (13) â (12), áà÷èìî, ùî

(LA − λ)−1f = y = Lλf − ZλA−1λ A1Z̃
∗
λ
f.

Ðiâíiñòü (19) äîâåäåíî. �

Äàëi ñêðiçü ïiä B∞(X1, X2), äå X1, X2� ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, ðîçóìi¹ìî ìíî-

æèíó êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ ç B(X1, X2), à B∞(H)
def
= B∞(H,H).

Íàñëiäîê 4. Â óìîâàõ òåîðåìè 1

(LA − λ)−1 − Lλ ∈ B∞(H)⇔ A−1λ A1 ∈ B∞(G1, G2).

Äîâåäåííÿ. (⇒) Íåõàé λ ∈ ρ(L2) ∩ ρ(LA) i (LA − λ)−1Lλ ≡ −ZλA−1λ A1Z̃
∗
λ
∈ B∞(H).

Òîäi
ZλA

−1
λ A1Z̃

∗
λ
↓ ker(M − λ) ∈ B∞(ker(M − λ), H),

à îòæå,
ZλA

−1
λ A1Z̃

∗
λ
Πλ = ZλA

−1
λ A1 ∈ B∞(G1, H).

Îñêiëüêè, kerZλ = {0}, à R(Zλ) = ker(L− λ), òî Z−1λ ∈ B(ker(L− λ), G2), òîìó

A−1λ A1 = Z−1λ ZλA
−1
λ A1 ∈ B∞(G1, G2).

(⇐) Îñêiëüêè Zλ ∈ B(G2, H), A−1λ A1 ∈ B∞(G1, G2), Z̃∗
λ
∈ B(H,G1), òî ç (19)

âèïëèâà¹, ùî (LA − λ)−1 − Lλ ∈ B∞(H). �

5. Âèïàäîê, êîëè R(A) � çàìêíåíèé ïiäïðîñòið. Ó öüîìó âèïàäêó òâåðä-
æåííÿ, âèñëîâëåííi â òåîðåìi 1 òà íàñëiäêó 4, äîïóñêàþòü äåÿêi óòî÷íåííÿ. Äàëi

ñêðiçü ââàæà¹ìî, ùî LA � âiäíîøåííÿ îïèñàíå â ï. 1, ïðè÷îìó R(A) = R(A)
def
= F1

(öå ïðèïóùåííÿ íå çìåíøó¹ çàãàëüíîñòi).

Ëåìà 9.

L∗A = {ẑ ∈M |∃h ∈ F1 : Ã̃1ẑ = A∗1h, Ã̃2ẑ = −A∗1h}. (23)

Äîâåäåííÿ. Ó ïðàöi [16] äîâåäåíî, ùî iñíó¹ B ∈ B(G2 ⊕G1, F 	 F1) òàêèé, ùî

L∗A = kerBÃ̃ = {z ∈M : BÃ̃z = 0}def= MB .

Áiëüøå òîãî, MB = L∗A ⇔ kerA = J∗R(B∗), äå

J =

(
0 i1G2

−i1G1 0

)
.

Ìiíÿþ÷è ðîëÿìè A òà B i âðàõîâóþ÷è íîðìàëüíó ðîçâ'ÿçíiñòü îïåðàòîðà A (à îòæå,
i îïåðàòîðà A∗ � äèâ. [15, ñ. 295]), áà÷èìî, ùî L∗A = MB ⇔ kerB = JR(A∗).

Àëå ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (23) � öå {ẑ ∈ M : Ã̃ẑ ∈ JR(A∗)}, â òîé ÷àñ, ÿê
MB = {z ∈M : Ã̃ẑ ∈ kerB}. Ëåìó äîâåäåíî. �

Ëåìà 10. Íåõàé λ ∈ ρ(L2). Iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì Π̃λ ∈ B(G2, ker(L− λ)) òàêèé, ùî

R(L∗A − λ) = R(M0 − λ)⊕ Π̃λR(A∗λ). (24)
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Äîâåäåííÿ. Ìiðêóþ÷è òàê, ÿê ïðè äîâåäåííi çàóâàæåííÿ 4, áà÷èìî, ùî

ker(Z∗λ ↓ ker(L− λ)) = {0}, R(Z∗λ ↓ ker(L− λ)) = G2.

Òîìó Π̃λ

def
= (Z∗λ ↓ ker(L− λ))−1 ∈ B(G2, ker(L− λ) � ãîìåîìîðôiçì G2 → ker(L− λ).

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1, çàóâàæåííÿ 3 òà ëåìó 9, îòðèìó¹ìî:

M − λ = {(Mλf + Z̃λa, f) : f ∈ H, a ∈ G1}, (25)

M̂λf +
̂̃
Zλa ∈ L∗A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ h ∈ F1 òàêå, ùî{

Ã̃1M̂λf + Ã̃1Z̃λa = A∗2h

Ã̃2M̂λf + Ã̃1Z̃λa = −A∗1h
⇔
{
Z∗λf + M̃(λ)a = A∗2h
a = −A∗1h

⇔

⇔ Z∗λf = (M(λ)∗A∗1 +A∗2)h ≡ A∗λh.
Îòæå, (äèâ. (25)), f ∈ R(L∗A − λ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ h ∈ F1 òàêå, ùî
Z∗λf = A∗λh, òîáòî, êîëè Z

∗
λf ∈ R(A∗λ) (ïîð. ç (10)). Çîêðåìà,

f ∈ R(L∗A − λ) ∩ [H 	R(M0 − λ)] = R(L∗A − λ) ∩ ker(L− λ)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (Z∗λ ↓ ker(L− λ)f ∈ R(A∗λ)), òîáòî, êîëè f ∈ Π̃λR(A∗λ). Ëåìó
äîâåäåíî. �

Íàñëiäîê 5.

ker(L∗A − λ) = Z̃λA
∗
1 kerA∗λ. (26)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåêîíàòèñÿ ó ïðàâèëüíîñòi (26), äîñòàòíüî ïîâòîðèòè
ìiðêóâàííÿ, âèêîðèñòàíi â ïðîöåñi äîâåäåííÿ ëåìè 10, ïðè f = 0. �

Òåîðåìà 2. Íåõàé R(A) = F1, λ ∈ ρ(L2). Òîäi

à) dim ker(L∗A − λ) = dim kerA∗λ; (27)

á) dim[H/R(L∗A − λ)] = dim[G2/R(A∗λ)]; (28)

â) R(LA − λ) çàìêíåíèé â H òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R(Aλ) çàìêíåíèé ó F1.

Ó öüîìó âèïàäêó

dim[H 	R(LA − λ)] = dim[F1 	R(Aλ)], (29)

dim[H 	R(L∗A − λ)] = dim[G1 	R(A∗λ)]; (30)

ã) λ ∈ ρ(LA) òîäi i òiëüêè òîäi , êîëè A−1λ ∈ B(F1, G2). Ó öüîìó âèïàäêó

(LA − λ)−1Lλ ∈ B∞(H)⇔ A1 ∈ B∞(G1, F1).

Äîâåäåííÿ. a) Çðîçóìiëî, ùî R(A1) + R(Aλ) = R(A) ≡ F1, òîìó (äèâ. [15, c. 279])
kerA∗1 ∩ kerA∗λ = 0. Çâiäñè , ç (26) òà ç îáîðîòíîñòi îïåðàòîðà Z̃λ âèïëèâà¹ (27).

á) Íåõàé
ker(L− λ)−1 = Π̃λR(A∗λ)+̇L. (31)

Ç (31) âèïëèâà¹ òàêå:

1) H = R(M0 − λ)+̇Π̃λR(A∗λ)+̇L òàê ùî dim[H/(R(L∗A − λ))] = dimL;
2) G2 = Π̃−1

λ
ker(L − λ) = R(A∗λ)+̇Π̃−1

λ
L, òàê ùî dim[G2/R(A∗λ)] = dim Π̃−1

λ
L =

dimL.



184
Îëüãà ÏIÃÓÐÀ, Îëåã ÑÒÎÐÎÆ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2016. Âèïóñê 82

Ðiâíiñòü (28) äîâåäåíî.
â) Îñêiëüêè R(M0 − λ)� çàìêíåíèé ìíîãîâèä, òî ïðàâèëüíiñòü öüîãî òâåðä-

æåííÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç (24), ïðè öüîìó ïîòðiáíî âçÿòè äî óâàãè òåîðåìó
ïðî îäíî÷àñíó çàìêíåíiñòü îáëàñòåé çíà÷åíü âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ
(âiäíîøåíü) (äèâ. [3],[15, c. 295]), à òàêîæ çàñòîñóâàâøè òâåðäæåííÿ à) i òåîðåìó ïðî
âçà¹ìíó îðòîãîíàëüíiñòü ìíîãîâèäiâ íóëiâ òà îáëàñòåé çíà÷åíü âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ
îïåðàòîðiâ (âiäíîøåíü) (äèâ. [1, 2, 3]).

ã) Áåçïîñåðåäíüî ç (29), (30) âèïëèâà¹, ùî

R(LA − λ) = H ⇔ R(Aλ) = F1, R(L∗A − λ) = H ⇔ R(A∗λ) = G2.

Âðàõîâóþ÷è öþ îáñòàâèíó òà äîâåäåíå âèùå, áà÷èìî, ùî

λ ∈ ρ(LA)⇔ λ ∈ ρ(L∗A)⇔ ker(L∗A − λ) = {0},
R(L∗A − λ) = {0} ⇔ ker(A∗λ) = = {0},

R(A∗λ)−1 ∈ B(G2, F1)⇔ A−1λ ∈ B(F1, G2).

Äàëi (äèâ. íàñëiäîê 4)

(LA − λ)−1 − Lλ ∈ B∞(H)⇔ A−1λ ∈ B∞(G1, G2).

Àëå A−1λ ∈ B(F1, G2), òîìó A−1λ Aλ ∈ B∞(G1, G2) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A1 ∈
B∞(G1, F1). Òåîðåìó äîâåäåäåíî. �
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In the terms of abstract boundary operators a class of extensions LA of a
�xed closed linear relation L0 in a Hilbert space is investigated. The dimension
of the null space, the codimension of range and a criterion of normal solvability
for the relation LA − λ (λ ∈ C) are established. The resolvent set of the
considered extension is founded and its resolvent is constructed.
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