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Äëÿ àáñöèñè çáiæíîñòi iíòåãðàëó Ëàïëàñà-Ñòiëüòü¹ñà îòðèìàíî íîâó

ôîðìóëó. Çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ Ëàïëàñà-Ñòiëüòü¹ñà çâîäèòüñÿ äî çáiæíîñòi

ðÿäiâ Äiðiõëå.

Êëþ÷îâi ñëîâà: iíòåãðàë Ëàïëàñà-Ñòiëüòü¹ñà, ðÿä Äiðiõëå.

1. Âñòóï. Íåõàé V � êëàñ íåâiä'¹ìíèõ íåñïàäíèõ íåïåðåâíèõ ñïðàâà íåîáìå-
æåíèõ íà [0,+∞) ôóíêöié F , à f � íåâiä'¹ìíà íà [0,+∞) ôóíêöiÿ. Iíòåãðàë

I(σ) =

∫ ∞

0

f(x)exσdF (x), σ ∈ R (1)

íàçèâà¹òüñÿ [1, c.7] iíòåãðàëîì Ëàïëàñà-Ñòiëüòü¹ñà. Çðîçóìiëî, ùî iíòåãðàë (1) àáî
çáiæíèé äëÿ âñiõ σ ∈ R, àáî ðîçáiæíèé äëÿ âñiõ σ ∈ R, àáî iñíó¹ ÷èñëî σ3[I] òàêå,
ùî öåé iíòåãðàë çáiæíèé äëÿ σ < σ3[I] i ðîçáiæíèé äëÿ σ > σ3[I]. Â îñòàííüîìó
âèïàäêó ÷èñëî σ3[I] íàçèâà¹òüñÿ àáñöèñîþ çáiæíîñòi. ßêùî iíòåãðàë (1) ðîçáiæíèé
äëÿ âñiõ σ ∈ R, òî ââàæà¹ìî σ = −∞, à ÿêùî çáiæíèé äëÿ âñiõ σ ∈ R, òî ââàæà¹ìî
σ = +∞.

2. Îñíîâíà ÷àñòèíà.

Òâåðäæåííÿ 1 ([1], ñ.11). ßêùî F ∈ V i lim
x→∞

lnF (x)

x
= τ , òî

σ3 > α− τ, α =: lim
x→∞

1

x
ln

1

f(x)
, (2)

êðiì âèïàäêó, êîëè τ = α = +∞. Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêå: ÿêùî F ∈ V i lnF (x) = o(x)
ïðè x → ∞, òî σ3[I] > α.

Â [1, c.16] äîâåäåíî, ùî äëÿ êîæíèõ −∞ 6 γ 6 β 6 +∞ iñíó¹ äîäàòíà i íåïå-

ðåðâíà íà [0,+∞) ôóíêöiÿ f òàêà, ùî äëÿ iíòåãðàëà I(σ) =

∫ ∞

0

f(x)exσdx ïðàâèëüíi

c⃝ Äîáóøîâñüêèé Ì., 2016
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ðiâíîñòi σ3[I] = β > γ = α. Ùîá îòðèìàòè ðiâíiñòü σ3[I] = α, ÿê â [1, c.21], áóäå-
ìî ãîâîðèòè, ùî íåâiä'¹ìíà íà [0,+∞) ôóíêöiÿ f ðåãóëÿðíî çìiíþ¹òüñÿ ñòîñîâíî
F ∈ V , ÿêùî iñíóþòü ÷èñëà a > 0, b > 0 i δ > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ x > a∫ x+b

x−a

dF (x) > δf(x). (3)

Òâåðäæåííÿ 2 ([1], ñ.11). Íåõàé F ∈ V i f ðåãóëÿðíî çìiíþ¹òüñÿ ñòîñîâíî F , òî

σ3[I] 6 α.

Îá'¹äíóþ÷è òâåðäæåííÿ 1 i 2, ïðèõîäèìî äî òàêîãî ðåçóëüòàòó.

Òâåðäæåííÿ 3. ßêùî F ∈ V i f ðåãóëÿðíî çìiíþ¹òüñÿ ñòîñîâíî F . Òîäi, ÿêùî

lnF (x) = o(x) ïðè x → ∞, òî σ3[I] = α.

Òóò áóäå íàâåäåíèé iíøèé ïiäõiä äî äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi iíòåãðàëiâ Ëàïëàñà-
Ñòiëüòü¹ñà, ÿêèé  ðóíòó¹òüñÿ íà çâåäåííi iíòåãðàëà äî ðÿäó Äiðiõëå.

Îòæå, íåõàé (λn) � äîâiëüíà çðîñòàþ÷à äî +∞ ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë
òàêà, ùî λ0 = 0, λn+1 − λn 6 h < +∞ i lnn = o(λn) ïðè n → ∞. Òîäi

I(σ) =
∞∑

n=0

∫ λn+1

λn

f(x)exσdF (x). (4)

ßêùî σ > 0, òî

eλnσ

∫ λn+1

λn

f(x)dF (x) 6
∫ λn+1

λn

f(x)exσdF (x) 6

6 eλn+1σ

∫ λn+1

λn

f(x)dF (x) 6 ehσeλnσ

∫ λn+1

λn

f(x)dF (x),

(5)

à ÿêùî σ 6 0, òî

eλnσ

∫ λn+1

λn

f(x)dF (x) >
∫ λn+1

λn

f(x)exσdF (x) >

> eλn+1σ

∫ λn+1

λn

f(x)dF (x) > ehσeλnσ

∫ λn+1

λn

f(x)dF (x),

(6)

Ïðèéìåìî

an =

∫ λn+1

λn

f(x)dF (x), n > 0 (7)

i ðîçãëÿíåìî ðÿä Äiðiõëå

F (σ) =
∞∑

n=0

ane
λnσ. (8)

Òîäi ç (4)�(6) âèïëèâà¹, ùî F (σ) 6 I(σ) 6 ehσF (σ), ÿêùî σ > 0, i ehσF (σ) 6
I(σ) 6 F (σ), ÿêùî σ 6 0. Òîìó àáñöèñà çáiæíîñòi iíòåãðàëà (1) çáiãà¹òüñÿ ç àáñöèñîþ
çáiæíîñòi ðÿäó Äiðiõëå (8). Îñêiëüêè lnn = o(λn) ïðè n → ∞, òî [2,c.15] äëÿ àáñöèñè
çáiæíîñòi σ3[F ] ðÿäó Äiðiõëå ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

σ3[F ] = lim
n→∞

1

λn
ln

1

an
.

Îòæå, ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1. Íåõàé F ∈ V , f � íåâiä'¹ìíà íà [0,+∞) ôóíêöiÿ, à (λn) � äîâiëüíà

çðîñòàþ÷à äî +∞ ïîñëiäîâíiñòü òàêà, ùî λn+1 − λn < h < +∞ i lnn = o(λn) ïðè
n → ∞.
Òîäi

σ3[I] = lim
n→∞

1

λn
ln

1∫ λn+1

λn
f(x)dF (x)

. (9)

Çàóâàæèìî, ùî ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè âèïëèâàþòü òâåðäæåííÿ 2 i 3.
Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, α > −∞. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî α∗ < α i âñiõ x > x0(α

∗) ç
(2) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü f(x) 6 e−α∗x. Òîìó äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ n∫ λn+1

λn

f(x)dF (x) 6
∫ λn+1

λn

e−α∗xdF (x) 6 F (λn+1)e
−α∗λn+1 + α∗

∫ λn+1

λn

F (x)e−α∗xdx

i ÿêùî lnF (x) = o(x) ïðè x → ∞, òî∫ λn+1

λn
f(x)dF (x) 6 exp{−α∗(1 + o(1))λn+1}+ α∗ ∫ λn+1

λn
exp{−α∗(1 + o(1))x}dx 6

6 exp{−α∗(1 + o(1))λn}+ exp{−α∗(1 + o(1))λn} = exp{−α∗(1 + o(1))λn} n → ∞.

Òîìó ç (9) âèïëèâà¹, ùî

σ3[I] > lim
n→∞

1

λn
ln eα

∗(1+o(1))λn = α∗,

òîáòî ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü α∗ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü σ3[I] > α, ÿêà ¹ î÷åâèäíîþ,
êîëè α = −∞. Îòæå, ç òåîðåìè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ 2.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî α < +∞. Òîäi äëÿ êîæíîãî α∗ > α iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
(xk) ↑ +∞ òàêà, ùî f(xh) > exp{−α∗xh}. Òîìó, ÿêùî f ðåãóëÿðíî çìiíþ¹òüñÿ ñòî-
ñîâíî F, òî ç (3) ìàòèìåìî∫ xh+b

xh−a

f(t)dF (t) > δf(xh) > δ exp{−α∗xh}.

Ìîæåìî ââàæàòè, ùî xh+1 − a > xh + b i âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü λnh
òàê, ùîá

λnh
= xh−a i λnh+1 = xh+b. Òîäi λnh+1−λnh

= b+a < ∞. Ðåøòó ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi
ìîæåìî âèáðàòè äîâiëüíî, ùîá λn+1 − λn 6 h(h > b+ a) i lnn = o(λn) ïðè n → ∞.

Òîäi ç (9) âèïëèâà¹, ùî

σ3[I] 6 lim
n→∞

1

λnh

ln
1∫ λnh+1

λnh
f(t)dt

6 lim
n→∞

1

xh − a
ln

1

δ exp{−α∗xh}
= α∗,

òîáòî ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü α∗ îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü σ3[I] 6 α, ÿêà ¹ î÷åâèäíîþ,
ÿêùî α = +∞. Îòîæ, ç òåîðåìè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ 3.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹ òàêèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé F ∈ V i f � íåâiä'¹ìíà íà [0,+∞) ôóíêöiÿ òàêà, ùî ln f(x) =
o(x) ïðè x → +∞, à (λn) � òàêà çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë , ùî

λn+1 − λn 6 h < +∞ äëÿ âñiõ n i ln f(x) = o(x) ïðè x → +∞. Òîäi

σ3[I] = lim
n→∞

1

λn
ln

1

F (λn + 1)− F (λn)
. (10)
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Ñïðàâäi, äëÿ êîæíîãî ε > 0 i âñiõ x > x0(ε) ìà¹ìî −εx 6 ln f(x) 6 xε. Òîìó
äëÿ âñiõ n > n0(ε)

e−ελn+1(F (λn + 1)− F (λn)) 6
∫ λn+1

λn

f(x)dF (x) 6 eελn+1(F (λn + 1)− F (λn)),

òîáòî

ln
e−ελn+1

(F (λn + 1)− F (λn))
6 1∫ λn+1

λn
f(x)dF (x)

6 ln
eελn+1

(F (λn + 1)− F (λn))
.

Çâiäêè ç îãëÿäó íà (9) âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

1

λn
ln

1

(F (λn + 1)− F (λn))
− ε 6 σ3[I] 6 lim

n→∞

1

λn
ln

1

(F (λn + 1)− F (λn))
+ ε,

i çàâäÿêè äîâiëüíîñòi ε ïðàâèëüíà ðiâíiñòü (10).
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For the abscissa of the convergence of Laplace-Stieltjes integral a new

formula is obtained. The convergence of the Laplace-Stieltjes integrals reduces

to the convergence of Dirichlet series.
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