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Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ç ïåðøî¨ ÷àñòèíè, äîâåäåíî òåîðåìè ïðî
àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî çðîñ-
òàííÿ â ïðîêîëåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi ïðè r → +∞ òà r → 0 ïîçà
äåÿêèìè E0-ìíîæèíàìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ôóíêöiÿ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî çðîñòàííÿ, iíäèêàòîð
çðîñòàííÿ, ôóíêöiÿ ñêií÷åííîãî λ-òèïó, âåðõíÿ âiäíîñíà ìiðà, êîåôiöi¹íòè
Ôóð'¹, ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ.

1. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Öÿ ñòàòòÿ ¹ áåçïîñåðåäíiì ïðîäîâæåííÿì [1]. Ìè âè-
êîðèñòîâóâàòèìåìî òóò îçíà÷åííÿ òà ïîçíà÷åííÿ ââåäåíi ó ïåðøié ÷àñòèíi. Çîêðåìà,
íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ âåðõíüî¨ âiäíîñíî¨ ìiðè ìíîæèíè E ⊂ (0,+∞) ([1])

m∗
0(E) = lim

r→∞

mes(E ∩ (1, r))

r
+ lim

r→∞

mes(E′ ∩ (1, r))

r
, äå E′ = {1

r
: r∈E ∩ (0, 1)}.

Ìíîæèíó E ç íóëüîâîþ âåðõíüîþ âiäíîñíîþ ìiðîþ íàçèâàòèìåìî E0-ìíîæèíîþ. Â
öié ÷àñòèíi ìè äîâîäèìî òåîðåìè ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨
öiëêîì ðåãóëÿðíîãî çðîñòàííÿ â ïðîêîëåíié ïëîùèíi C∗ := C \ {0} ([2]) ïðè r → +∞
òà r → 0 ïîçà äåÿêèìè E0-ìíîæèíàìè. Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ¹ òàêi òåîðåìè.

Òåîðåìà 5. Íåõàé f ∈ Λ0
H . Òîäi iñíóþòü E0-ìíîæèíè E

(1)
0 , E

(2)
0 òàêi, ùî âèêîíó-

¹òüñÿ

lim
r→∞
r ̸∈E

(1)
0

log |f(reiφ)|
λ(r)

= h1(φ, f), (1)

lim
r→∞
r ̸∈E

(2)
0

log |f( 1r e
iφ)|

λ(r)
= h2(φ, f). (2)

ðiâíîìiðíî äëÿ φ ∈ [0, 2π].

c⃝ Âèøèíñüêèé Î., Õðèñòiÿíèí À., 2016
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Òåîðåìà 6. Íåõàé f ∈ ΛH , ôóíêöiÿ λ(r) îïóêëà ñòîñîâíî log r òà iñíóþòü E0-

ìíîæèíè E
(1)
0 , E

(2)
0 , à òàêîæ äiéñíi ôóíêöi¨ H1(φ), H2(φ) íà [0, 2π] òàêi, ùî

lim
r→∞
r ̸∈E

(1)
0

log |f(reiφ)|
λ(r)

= H1(φ), lim
r→∞
r ̸∈E

(2)
0

log |f( 1r e
iφ)|

λ(r)
= H2(φ), (3)

ðiâíîìiðíî äëÿ φ ∈ [0, 2π]. Òîäi f ∈ Λ0
H i

h1(φ, f) = H1(φ), h2(φ, f) = H2(φ) (4)

äëÿ âñiõ φ ∈ [0, 2π].

2. Äîïîìiæíi ïîíÿòòÿ òà ðåçóëüòàòè. Íåõàé f ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ â ïðî-
êîëåíié ïëîùèíi C∗, âiäìiííà âiä òîòîæíîãî íóëÿ. Ìè âæèâàòèìåìî äåùî ìîäè-

ôiêîâàíi ïîçíà÷åííÿ ç [3], [4] òà [5]. À ñàìå, ÷åðåç n
(1)
0 (t, f), n

(2)
0 (t, f) òà n0(T, f)

ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü íóëiâ aj ôóíêöi¨ f ç óðàõóâàííÿì ¨õíüî¨ êðàòíîñòi âiäïîâiäíî â
{z : 1< |z|6 t}, {z : 1

t 6 |z|<1}, t > 1, òà íà îäèíè÷íîìó êîëi T = {z : |z| = 1}. Òàêîæ
íåõàé

N
(i)
0 (r, f) =

r∫
1

n
(i)
0 (t, f)

t
dt, i = 1, 2.

Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî k ̸= 0 ïðèéìåìî n
(1)
k (t, f) =

∑
1<|aj |6t

e−ikγj , n
(2)
k (t, f) =∑

1
t6|aj |<1

e−ikγj , nk(T, f) =
∑

|aj |=1

e−ikγj , äå γj = arg aj , à òàêîæ

N
(i)
k (r, f) =

r∫
1

n
(i)
k (t, f)

t
dt, i = 1, 2.

Çàóâàæåííÿ 3. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü iíòåãðàëà Ñòiëüòü¹ñà ([6], ñ. 217-218)
ìîæåìî çàïèñàòè

r∫
1

dn
(1)
k (t, f)

tk
=

∑
1<|aj |6r

e−ikγj

|aj |k
,

r∫
1

dn
(2)
k (t, f)

tk
=

∑
1
r6|aj |<1

e−ikγj |aj |k,

r∫
1

tkdn
(1)
k (t, f) =

∑
1<|aj |6r

e−ikγj |aj |k,
r∫

1

tkdn
(2)
k (t, f) =

∑
1
r6|aj |<1

e−ikγj

|aj |k
.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïiä ôóíêöi¹þ çðîñòàííÿ ìè ðîçóìi¹ìî äîäàòíó, íåñïàäíó, íåïå-
ðåðâíó, íåîáìåæåíó ôóíêöiþ λ. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî òàê çâàíi ôóíêöi¨ ïîìiðíîãî çðîñ-
òàííÿ, òîáòî òàêi ôóíêöi¨ çðîñòàííÿ äëÿ ÿêèõ (∃M > 0) (∀r > 1) : λ(2r) 6 Mλ(r).

Îçíà÷åííÿ 5. Êëàñ ôóíêöié Λ◦
H áóäåìî íàçèâàòè òðèâiàëüíèì, ÿêùî äëÿ âñiõ

ôóíêöié ç öüîãî êëàñó iíäèêàòîðè h1 ≡ 0, h2 ≡ 0. Â iíøîìó âèïàäêó áóäåìî êàçàòè,

ùî êëàñ Λ◦
H ¹ íåòðèâiàëüíèì.

Ôóíêöi¨ çðîñòàííÿ λ(r) òà λ̃(r), äëÿ ÿêèõ λ(r)/λ̃(r) → 1 ïðè r → +∞ áóäåìî
ââàæàòè åêâiâàëåíòíèìè é îòîòîæíþâàòè.
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Ëåìà 1. Äëÿ òîãî, ùîá êëàñ Λ◦
H áóâ íåòðèâiàëüíèì, äîñòàòíüî, ùîá ôóíêöiÿ çðîñ-

òàííÿ λ(r) áóëà åêâiâàëåíòíîþ äî äåÿêî¨ îïóêëî¨ ñòîñîâíî log r ôóíêöi¨ çðîñòàííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ çðîñòàííÿ λ(r) åêâiâàëåíòíà äî äåÿêî¨ îïóêëî¨ ñòîñîâíî
log r ôóíêöi¨ çðîñòàííÿ. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî ôóíê-
öiÿ λ âèçíà÷åíà ïðè r > 0. Â òàêîìó âèïàäêó íåòðèâiàëüíèì áóäå êëàñ Λ◦

E öiëèõ
ôóíêöié öiëêîì ðåãóëÿðíîãî çðîñòàííÿ (äèâ. [7] àáî [8, c. 85]), à îòæå, iñíóâàòèìå
öiëà ôóíêöiÿ f äëÿ ÿêî¨ iíäèêàòîð h1 ̸≡ 0. Êîæíà öiëà ôóíêöiÿ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî
çðîñòàííÿ ñòîñîâíî λ â êëàñè÷íîìó ðîçóìiííi [8], [9] áóäå òàêîæ ôóíêöi¹þ öiëêîì
ðåãóëÿðíîãî çðîñòàííÿ i â ïðîêîëåíié ïëîùèíi C∗. Ñïðàâäi, ÿêùî T (r, f) ¨¨ êëàñè÷íà
õàðàêòåðèñòèêà Íåâàíëiííè [10], òî ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü T0(r, f) 6 T (r, f) äëÿ

âñiõ r > 1 (äèâ. [3]). Êðiì òîãî, iñíóâàòèìóòü ãðàíèöi lim
r→∞

ck(
1
r ,f)

λ(r) = 0 äëÿ âñiõ k ∈ Z.
À îòæå, f çàäîâîëüíÿòèìå Îçíà÷åííÿ 2 ç ïåðøî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ ïðàöi. Ó öüîìó âèïàäêó
ãîëîìîðôíà ó C∗ ôóíêöiÿ f(1/z) òàêîæ íàëåæàòèìå äî êëàñó Λ◦

H ç iíäèêàòîðîì
h2 ̸≡ 0. �

Ëåìà 2. Íåõàé λ(r) ôóíêöiÿ ïîìiðíîãî çðîñòàííÿ îïóêëà ñòîñîâíî log r. Íåõàé
1<γ<2. Òîäi

sup
r>1

λ(γr)

λ(r)
6 1 +M3(γ − 1).

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè ¹ àíàëîãi÷íèì äî äîâåäåííÿ Ëåìè 7.2 ç [8, ñò. 81], [11].

Ëåìà 3. Íåõàé f ∈ ΛH . Òîäi

∀k ∈ Z ∃Ak ∀γ ∈ (1, 2) ∀r > 1 :

∣∣∣∣ck(γr, f)− ck(r, f)

∣∣∣∣ 6 Ak(γ − 1)λ(r).

Ëåìà 4. Íåõàé f ∈ ΛH . Òîäi

∀k ∈ Z ∃Ak ∀γ ∈ (1, 2) ∀r > 1 :

∣∣∣∣ck ( 1

γr
, f

)
− ck

(
1

r
, f

) ∣∣∣∣ 6 Ak(γ − 1)λ(r).

Äîâåäåííÿ öèõ äâîõ ëåì ìè ïîäà¹ìî íèæ÷å.

3. Äîâåäåííÿ ëåìè 3. Îñêiëüêè f ∈ ΛH , òî (∃A > 0) (∀r > 1) (∀k ∈ Z) :
|ck(2r, f)|6Aλ(r), n0(2r, f)6Aλ(r).

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê k = 0. Íàì çíàäîáèòüñÿ òàêà ôîðìóëà, ÿêó ìîæ-
íà çíàéòè â äîâåäåííi àíàëîãà ôîðìóëè �íñåíà äëÿ êiëüöÿ ç ðîáîòè [3]

N
(1)
0 (r, f) +

1

2
n0(T, f) log r = c0(r, f)− c0(1, f) + αf log r, (5)

äå T = {z : |z| = 1}, αf � ñòàëà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä r. Ìà¹ìî

N
(1)
0 (γr, f)−N

(1)
0 (r, f) =

γr∫
r

n
(1)
0 (t, f)

t
dt 6 n

(1)
0 (γr, f) log γ 6 A(γ − 1)λ(r). (6)

Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è (5), îòðèìó¹ìî

|c0(γr, f)− c0(r, f)| ≤ A(γ − 1)λ(r) +
1

2
(n0(T, f) + |αf |) log γ ≤ B(γ − 1)λ(r),



88
Îëåã ÂÈØÈÍÑÜÊÈÉ, Àíäðié ÕÐÈÑÒIßÍÈÍ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2016. Âèïóñê 81

äå B = A+
n0(T,f)+|αf |

2λ(1) .

Ïðè k ∈ N, âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ([4])

ck(r, f) =
1

2
(αkr

k + α−kr
−k) +

1

2k

∑
1<|aj |6r

( r

aj

)k

−

(
aj
r

)k
− nk(T, f)

2krk
, r > 1,

îòðèìó¹ìî

ck(γr, f)

γk
− ck(r, f) =

1

2γk

(
αk(γr)

k +
α−k

(γr)k

)
+

1

2kγk

∑
1<|aj |6γr

(γr

aj

)k

−

(
aj
γr

)k
−

−nk(T, f)
2kγ2krk

− 1

2
(αkr

k + α−kr
−k)− 1

2k

∑
1<|aj |6r

( r

aj

)k

−

(
aj
r

)k
+

nk(T, f)
2krk

=

=
kα−k − nk(T, f)

2krk

(
1

γ2k
− 1

)
− 1

2kγ2k

∑
r<|aj |6γr

(
aj
r

)k

−

− 1

2k

(
1

γ2k
− 1

) ∑
1<|aj |6r

(
aj
r

)k

+
1

2k

∑
r<|aj |6γr

(
r

aj

)k

.

(7)

Âðàõîâóþ÷è, ùî

γs − 1 6 2s · (γ − 1), (8)

ïðè 1 < γ < 2 òà s ∈ N, îöiíèìî ñóìè ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè (7). Ìà¹ìî∣∣∣∣ 12k
(

1

γ2k
− 1

) ∑
1<|aj |6r

(
aj
r

)k ∣∣∣∣ 6 1

2k

γ2k − 1

γ2k
n
(1)
0 (r, f) =

=
1

2k

(γk + 1)(γk − 1)

γ2k
n
(1)
0 (r, f) <

γk − 1

2k
n
(1)
0 (r, f) < 2k(γ − 1)Aλ(r),

(9)

à òàêîæ, âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ ñóì iíòåãðàëàìè Ñòiëòü¹ñà (äèâ. Çàóâàæåí-
íÿ 3) òà iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè

1

2k

∣∣∣∣ ∑
r<|aj |6γr

(
r

aj

)k

− 1

γ2k

∑
r<|aj |6γr

(
aj
r

)k ∣∣∣∣ =
=

1

2k

∣∣∣∣rk
γr∫
r

dn
(1)
k (r, f)

tk
− 1

rkγ2k

γr∫
r

tkdn
(1)
k (r, f)

∣∣∣∣ =
=

1

2k

∣∣∣∣∣rk
n

(1)
k (t, f)

tk

∣∣∣∣γr
r

+ k

γr∫
r

n
(1)
k (r, f)

tk+1
dt

−

− 1

rkγ2k

 tkn
(1)
k (t, f)

∣∣∣∣∣
γr

r

− k

γr∫
r

tk−1n
(1)
k (r, f)dt

∣∣∣∣∣ 6
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6 1

2k

(
1− 1

γ2k

)
n
(1)
0 (r, f) +

rk

2k
n
(1)
0 (γr, f)

(
1

rk
− 1

(γr)k

)
+

1

2k
n
(1)
0 (γr, f)

γk − 1

γ2k
=

=
1

2k

(
1− 1

γ2k

)
n
(1)
0 (r, f) +

1

2k

(
1− 1

γk

)
n
(1)
0 (γr, f) +

1

2k

(
1

γk
− 1

γ2k

)
n
(1)
0 (γr, f) =

=
1

2k

(
1− 1

γ2k

)
(n

(1)
0 (r, f)+n

(1)
0 (γr, f)) 6 1

k
n
(1)
0 (γr, f)

γ2k − 1

γ2k
< 2k(γ− 1)Aλ(r). (10)

Íàðåøòi,∣∣∣∣kα−k − nk(T, f)
2krk

(
1

γ2k
− 1

)∣∣∣∣ 6 |α−k|+ n0(T, f)
2

2k(γ−1) 6 |α−k|+ n0(T, f)
2λ(1)

2k(γ−1)λ(r).

(11)
Òîäi ç (7), çâàæàþ÷è íà (9) � (11), îòðèìó¹ìî

1

γk

∣∣∣∣ck(γr, f)− γkck(r, f)

∣∣∣∣ 6 (2A+
|α−k|
2λ(1)

)
2k(γ − 1)Aλ(r).

Îñêiëüêè

|ck(γr, f)− ck(r, f)| 6 (γk − 1)|ck(r, f)|+ |ck(γr, f)− γkck(r, f)|,
òî

|ck(γr, f)− ck(r, f)| 6 2k(γ − 1)Aλ(r)+

+

(
2A+

|α−k|+ n0(T, f)
2λ(1)

)
22k(γ − 1)Aλ(r) = (γ − 1)Akλ(r),

äå Ak = 2kA+
(
2A+ |α−k|+n0(T,f)

2λ(1)

)
22k.

Ïðè k ∈ Z âèêîðèñòîâó¹ìî âëàñòèâiñòü c−k(r, f) = ck(r, f).
2

4. Äîâåäåííÿ Ëåìè 4. Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè çà ñâî¹þ ñòðóêòóðîþ íàãàäó¹
äîâåäåííÿ Ëåìè 3 iç âèêîðèñòàííÿì âiäïîâiäíèõ ñïiââiäíîøåíü i ðåçóëüòàòiâ äëÿ
âèïàäêó |z| < 1.

Îñêiëüêè f ∈ΛH , òî (∃A> 0) (∀r > 1) (∀k ∈ Z) : |ck( 1
γr , f)|6Aλ(r), n0(γr, f)6

Aλ(r).
Äëÿ âèïàäêó k = 0 âèêîðèñòà¹ìî òàêå ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêå ìîæíà çíàéòè â

äîâåäåííi àíàëîãà ôîðìóëè �íñåíà äëÿ êiëüöÿ ç [3]

N
(2)
0 (r, f)− 1

2
n0(T, f) log r = c0

(
1

r
, f

)
− c0(1, f)− αf log r, r > 1, (12)

äå αf � ñòàëà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä r. Àíàëîãi÷íî äî (6) îäåðæó¹ìî

N
(2)
0 (γr, f)−N

(2)
0 (r, f) =

γr∫
r

n
(2)
0 (t, f)

t
dt 6 A(γ − 1)λ(r).

Ç (12) îòðèìó¹ìî∣∣∣∣c0( 1

γr
, f

)
− c0

(
1

r
, f

)∣∣∣∣ ≤ A(γ − 1)λ(r) +
1

2
(n0(T, f) + |αf |) log γ ≤ B(γ − 1)λ(r),

äå B = A+
n0(T,f)+|αf |

2λ(1) .
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Ïðè k ∈ N, âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ [4]

ck

(
1

r
, f

)
=

1

2
(αkr

−k +α−kr
k)+

1

2k

∑
1
r6|aj |<1

(ajr)
k −

(
1

ajr

)k
− nk(T, f)

2kr−k
, r > 1,

îòðèìó¹ìî

ck(
1
γr , f)

γk
−ck(

1

r
, f) =

αk(γr)
−k + α−k(γr)

k

2γk
+

1

2kγk

∑
1
γr6|aj |<1

(
(ajγr)

k −
(

1

ajγr

)k
)
−

−nk(T, f)
2kr−k

− 1

2
(αkr

−k + α−kr
k)− 1

2k

∑
1
r6|aj |<1

(ajr)
k −

(
1

ajr

)k
+

nk(T, f)
2kr−k

− =

=
αkr

−k

2

(
1

γ2k
− 1

)
+

1

2k

∑
1
γr6|aj |< 1

r

(ajr)
k+

+
1

2k

(
1− 1

γ2k

) ∑
1
r6|aj | <1

(
1

ajr

)k

− 1

2kγ2k

∑
1
γr6|aj |< 1

r

(
1

ajr

)k

. (13)

Îöiíèìî ñóìè ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè (13). Âèêîðèñòîâóþ÷è (8), à òàêîæ ñêií÷åííiñòü λ-
òèïó, ìà¹ìî∣∣∣∣∣ 12k

(
1

γ2k
− 1

) ∑
1
r6|aj |<1

(
1

ajr

)k
∣∣∣∣∣ 6 1

2k

γ2k − 1

γ2k
n
(2)
0 (r, f) < 2k(γ − 1)Aλ(r). (14)

Çîáðàæóþ÷è ñóìè iíòåãðàëàìè Ñòiëüòü¹ñà, êîðèñòóþ÷èñü Çàóâàæåííÿì 3 òà çàñòî-
ñîâóþ÷è iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, îòðèìó¹ìî

1

2k

∣∣∣∣∣ ∑
1
γr6|aj |< 1

r

(ajr)
k − 1

γ2k

∑
1
γr6|aj |< 1

r

(
1

ajr

)k
∣∣∣∣∣ =

=
1

2k

∣∣∣∣∣rk
γr∫
r

dn
(2)
k (r, f)

tk
− 1

rkγ2k

γr∫
r

tkdn
(2)
k (r, f)

∣∣∣∣∣ =
=

1

2k

∣∣∣∣∣rk
n

(2)
k (t, f)

tk

∣∣∣∣γr
r

+ k

γr∫
r

n
(2)
k (r, f)

tk+1
dt

−

− 1

rkγ2k

 tkn
(2)
k (t, f)

∣∣∣∣∣
γr

r

− k

γr∫
r

tk−1n
(2)
k (r, f)dt

∣∣∣∣∣ 6
6 1

2k

(
1− 1

γ2k

)
n
(2)
0 (r, f) +

rk

2k
n
(2)
0 (γr, f)

(
1

rk
− 1

(γr)k

)
+

1

2k
n
(2)
0 (γr, f)

γk − 1

γ2k
6

=
1

2k

(
1− 1

γ2k

)
(n

(2)
0 (r, f)+n

(2)
0 (γr, f)) 6 1

k
n
(2)
0 (γr, f)

γ2k − 1

γ2k
< 2k(γ−1)Aλ(r). (15)
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Íàðåøòi, ∣∣∣∣αkr
−k

2

(
1

γ2k
− 1

)∣∣∣∣ ≤ |αk|
2rk

γ2k − 1

γ2k
≤ |αk|

2λ(1)
2k(γ − 1)λ(r). (16)

Òîäi ç (14) � (16) îòðèìó¹ìî 1
γk

∣∣∣∣ck( 1
γr , f)− γkck(

1
r , f)

∣∣∣∣ 6 (2A+ |ak|
2λ(1) )2

k(γ − 1)Aλ(r).

Àëå îñêiëüêè∣∣∣∣ck ( 1

γr
, f

)
− ck

(
1

r
, f

)∣∣∣∣ 6 (γk − 1)

∣∣∣∣ck (1

r
, f

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ck ( 1

γr
, f

)
− γkck

(
1

r
, f

)∣∣∣∣ ,
òî ∣∣∣∣ck ( 1

γr
, f

)
− ck

(
1

r
, f

)∣∣∣∣ 6 2k(γ − 1)Aλ(r)+

+

(
2A+

|ak|
2λ(1)

)
22k(γ − 1)Aλ(r) = Ak(γ − 1)λ(r),

äå Ak = 2kA+ (2A+ |ak|
2λ(1) )2

2k.

Äëÿ îòðèìàííÿ áàæàíîãî ðåçóëüòàòó äëÿ âiä'¹ìíèõ öiëèõ k âèêîðèñòîâó¹ìî

ðiâíiñòü c−k(
1
r , f) = ck(

1
r , f).

2

5. Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 5. Íåõàé z = reiφ. Çà òåîðåìîþ ïðî îäíîñòàéíó íå-
ïåðåðâíiñòü [1, Òåîðåìà 3], ìà¹ìî (∀η > 0) (∃Eη) : m

∗
0(Eη) 6 η òàêå, ùî ïðè r ̸∈ Eη,

r>1 ñiì'ÿ ôóíêöié h
(1)
r (φ) := log |f(reiφ)|

λ(r) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ. Âðàõîâóþ÷è íå-

ïåðåðâíiñòü iíäèêàòîðà h1 [1, Òåîðåìà 1], îòðèìó¹ìî, ùî (∀ε > 0) (∃δ > 0) (∀η > 0)
(∀r ̸∈ Eη) (∀θ, φ) :

|θ−φ| < δ →
∣∣|h(1)

r (φ)−h1(φ)|−|h(1)
r (θ)−h1(θ)|

∣∣ < |h(1)
r (φ)−h(1)

r (θ)|+|h1(φ)−h1(θ)| <
ε

2
.

Çâiäñè

|h(1)
r (φ)− h1(φ)| < |h(1)

r (θ)− h1(θ)|+
ε

2
.

Iíòåãðóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü ñòîñîâíî θ íà [φ,φ+ δ], îäåðæèìî

|h(1)
r (φ)− h1(φ)| <

1

δ

φ+δ∫
φ

|h(1)
r (θ)− h1(θ)|dθ +

ε

2
<

1

δ

2π∫
0

|h(1)
r (θ)− h1(θ)|dθ +

ε

2
. (17)

Îñêiëüêè f ∈ Λ◦
H , òî, çâàæàþ÷è íà ([5], Òåîðåìà 1, p = 1), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

lim
r→∞

2π∫
0

∣∣∣∣ log |f(reiθ)|λ(r)
− h1(θ)

∣∣∣∣dθ = 0,

òîìó

(∃rε > 1) (∀r ∈ (rε,+∞) \ Eη) :
1

δ

2π∫
0

|h(1)
r (θ)− h1(θ)|dθ <

ε

2
.
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Îòæå, lim
r→∞
r ̸∈Eη

h
(1)
r (φ) = h1(φ) äëÿ êîæíîãî φ ∈ [0, 2π]. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìiðêóâàí-

íÿ íàâåäåíi ó [12, ñ.185-186, ï.3], îòðèìó¹ìî iñíóâàííÿ E0-ìíîæèíè E
(1)
0 òàêî¨, ùî

lim
r→∞
r ̸∈E

(1)
0

h
(1)
r (φ) = h1(φ) ðiâíîìiðíî ñòîñîâíî φ ∈ [0, 2π].

Íåõàé òåïåð z = 1
r e

iφ. Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó ïðî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü äëÿ
öüîãî âèïàäêó [1, Òåîðåìà 4], ìà¹ìî (∀µ > 0) (∃Eµ) : m∗

0(Eµ) 6 µ òàêå, ùî ïðè

r ̸∈ Eµ, r > 1 ñiì'ÿ ôóíêöié h
(2)
r (φ) :=

log |f( 1
r e

iφ)|
λ(r) áóäå îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ.

Äàëi ìiðêó¹ìî àíàëîãi÷íî ÿê ó âèïàäêó äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü iíäèêàòîðà h2 [1, Òåîðåìà 2], iíòåãðóþ÷è òà çàñòîñîâóþ÷è
ðåçóëüòàò ç [2] (Òåîðåìà 2, q = 1)

lim
r→∞

2π∫
0

∣∣∣∣ log |f( 1r eiθ)|λ(r)
− h2(θ)

∣∣∣∣dθ = 0

îòðèìó¹ìî ñïî÷àòêó, ùî lim
r→∞
r ̸∈Eµ

h
(2)
r (φ) = h2(φ, f) äëÿ êîæíîãî φ ∈ [0, 2π], à ïîòiì é

iñíóâàííÿ E0-ìíîæèíè E
(2)
0 òàêî¨, ùî lim

r→∞
r ̸∈E

(2)
0

h
(2)
r (φ) = h2(φ, f) ðiâíîìiðíî ñòîñîâíî

φ ∈ [0, 2π], çàñòîñîâóþ÷è òîé ñàìèé ìåòîä ç [12, ñ.185-186, ï.3], ùî é ó âèïàäêó
z = reiθ.

2

6. Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 6. Íåõàé λ(r) � ôóíêöiÿ çðîñòàííÿ, îïóêëà ñòîñîâíî
log r. Òîäi çà Ëåìîþ 1 êëàñ Λ◦

H ¹ íåòðèâiàëüíèì. Íåõàé f ∈ Λ◦
H . Ïðèïóñòèìî, ùî

âèêîíó¹òüñÿ (3), òîáòî

∀ε > 0 ∃r′ > 1 ∀r ∈ (r′,+∞) \ E1
0 ∀φ ∈ [0, 2π] :

∣∣∣∣ log |f(reiφ)|λ(r)
−H1(φ)

∣∣∣∣ < ε,

∀ε > 0 ∃r′′ > 1 ∀r ∈ (r′′,+∞) \ E2
0 ∀φ ∈ [0, 2π] :

∣∣∣∣ log |f( 1r eiφ)|λ(r)
−H2(φ)

∣∣∣∣ < ε.

Öi íåðiâíîñòi ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

H1(φ)− ε <
log |f(reiφ)|

λ(r)
< H1(φ) + ε, H2(φ)− ε <

log |f( 1r e
iφ)|

λ(r)
< H2(φ) + ε.

Iíòåãðóþ÷è öi íåðiâíîñòi ñòîñîâíî φ ïî [0, 2π], ìàòèìåìî

1

2π

2π∫
0

H1(φ)e
−ikφ dφ− ε <

1

λ(r)

1

2π

2π∫
0

log |f(reiφ)|e−ikφ dφ <
1

2π

2π∫
0

H1(φ)e
−ikφ dφ+ ε,

1

2π

2π∫
0

H2(φ)e
−ikφ dφ−ε <

1

λ(r)

1

2π

2π∫
0

log

∣∣∣∣f (1

r
eiφ
)∣∣∣∣ e−ikφ dφ <

1

2π

2π∫
0

H2(φ)e
−ikφ dφ+ε.
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Çâiäñè, ïîçíà÷èâøè êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ H1(φ) ÷åðåç b
(1)
k , à êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹

ôóíêöi¨ H2(φ) ÷åðåç b
(2)
k , îòðèìà¹ìî∣∣∣∣ck(r, f)λ(r)

− b
(1)
k

∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣ck( 1r , f)λ(r)
− b

(2)
k

∣∣∣∣ < ε.

À îòæå,

lim
r→∞
r ̸∈E

(1)
0

ck(r, f)

λ(r)
= b

(1)
k , lim

r→∞
r ̸∈E

(2)
0

ck(
1
r , f)

λ(r)
= b

(2)
k .

Çîêðåìà,

∀ε > 0 ∀γ > 1(γr ̸∈ E
(1)
0 ) ∀r > r1 = r1(ε) ∀k ∈ Z : |ck(γr, f)− b

(1)
k λ(γr)| < ελ(r),

(18)

∀ε > 0 ∀γ > 1(γr ̸∈ E
(2)
0 ) ∀r > r2 = r2(ε) ∀k ∈ Z : |ck(

1

γr
, f)− b

(2)
k λ(γr)| < ελ(r).

(19)
Ç îçíà÷åííÿ E0-ìíîæèíè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî γ0 òàêîãî, ùî 1 < γ0 < 2

çíàéäåòüñÿ r3 = r3(γ0) òàêå, ùî ïðè E
(1)
0 ∋ r > r3 iñíó¹ γ, 1 < γ 6 γ0, äëÿ ÿêîãî

γr ̸∈ E
(1)
0 . Îòæå, ïðè E

(1)
0 ∋ r > r′0 := max{r1, r3}, âèêîðèñòîâóþ÷è (18), Ëåìè 2, 3,

à òàêîæ ïîïåðåäí¹ çàóâàæåííÿ, äëÿ ôiêñîâàíîãî k ∈ Z çíàõîäèìî

|ck(r, f)− b
(1)
k λ(r)| 6 |ck(γr, f)− b

(1)
k λ(γr)|+ |ck(γr, f)− ck(r, f)|+ |b(1)k ||λ(γr)−λ(r)| 6

6 Mελ(r) +Ak(γ0 − 1)λ(r) + |b(1)k |M3(γ0 − 1)λ(r).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî limr→∞
ck(r,f)
λ(r) = b

(1)
k , k ∈ Z.

Àíàëîãi÷íî äëÿ äîâiëüíîãî γ0∈(1, 2) çíàéäåòüñÿ r4=r4(γ0) òàêå, ùî ïðè E
(2)
0 ∋

r > r4 iñíó¹ γ, 1 < γ 6 γ0, äëÿ ÿêîãî γr ̸∈ E
(2)
0 . À îòæå, ïðè E

(2)
0 ∋ r > r′′0 :=

max{r2, r4}, âèêîðèñòîâóþ÷è (19), Ëåìè 2, 4 äëÿ ôiêñîâàíîãî k ∈ Z îòðèìó¹ìî∣∣∣∣ck(1

r
, f

)
− b

(2)
k λ(r)

∣∣∣∣6 ∣∣∣∣ck( 1

γr
, f

)
− b

(2)
k λ(γr)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ck ( 1

γr
, f

)
− ck

(
1

r
, f

)∣∣∣∣+
+|b(2)k ||λ(γr)− λ(r)| 6 Mελ(r) +Ak(γ0 − 1)λ(r) + |b(2)k |M3(γ0 − 1)λ(r).

Òîìó

lim
r→∞

ck(
1
r , f)

λ(r)
= b

(2)
k , k ∈ Z.

Ïðèãàäóþ÷è îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî çðîñòàííÿ, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
f ∈ Λ0

H . Íà ïiäñòàâi íåïåðåðâíîñòi H1, H2 îòðèìó¹ìî âèêîíàííÿ (4).
2
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Using the results obtained in Part I we prove theorems describing
asymptotic behaviour of a holomorphic function of completely regular growth
in the punctured complex plane as r → +∞ and r → 0 outside some E0-sets.
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