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2 �� �� ���� �� 	��� � �
� 
���������� � ������� ������ �� �� ����� ��� �
�

��������� �� R
n ��� R

2� �
��� n > 2�

�	� ��
��� ������ ��	�
� 
���������� ��� ���

� ��	 cc(Rn) 
���	� 	� ��	 �� ��� ������	 ������ �����	� �� R
n ��
���
 ��	

	� ����
��� ��	���� ��� m ≤ n� �� ������ 	�	 R
m �� ����

�
 �� R

n �� 	� ��	
(x1, . . . , xm, 0 . . . , 0)� ��� m ≤ n� 	� ��� ��	��� ��� pr : R

n → R
m ��
���� 	� ��	����

��� A �→ pr(A) : cc(Rn) → cc(Rm)� !	 �� ����"#���� 	�	 	� ��
���
 ��� $�� ��������
	� ��	�	��� pr ��� �	% �� ����� &�������� 	�� ��� �� ���� ���	�

' �����
 ������ ��
( C �� R
n �� �� &*-.)(-) /�0)' d > 0 ��

C − C = {x− y | x, y ∈ C} = Bnd (0)

$	� �����
 ���� �� R
n �� ��
��� d > 0 ���	���
 �	 	� ���)��%� *�� �� �+�������	 	� 	�

��������), 	� 
��	���� ��	���� 	� 	�� ������	��) ������ 	� 	� ��
( �� )���� 
����	���
�� ��
����
��	 �� 
����	��� ��
 �+���� d�

��	 cwd(Rn) 
���	� 	� ��	 �� ��� ������ ��
��� �� ����	��	 ��
	 d > 0 �� R
n� -�

��
�� 	�� ��	 ��	 	� ����
��� ��	���� *�� ��	���� dH � �� �� ���	 
�.��
 �� 	� �����(
exp R

n �� ��� ������	( ������	 �����	� �� R
n,

dH(A,B) = inf{ε > 0 | A ⊂ Oε(B), B ⊂ Oε(A)}, A,B ∈ expX.
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!	 �� �����
 �� /�0 $��� ���� /�0 ��� �� ��	����	��� �����% 	�	� ��� n ≥ 2� 	� ����� cwd(Rn)
�� � �������
 ��
���
 �� 	� ������	 ���� Q $� Q"�������
%� *�� �����	 ���������
� 	�
	� ����"#���� �����	 
�� 	� 1�
���� 2���� ��
 3	����#�� /40 	�	 cc(Rn) �� � Q"�������

�� n ≥ 2� �������� 	��� �� �� ������	� �����)( ��	���� 	� ���� �� ������	 ������ ��	�
��
 	�	 �� ������	 ������ ��	� �� ����	��	 ��
	� 1����(� �	 �� �����
 �� /�0 	�	 	�
��
���
 ��� ��	��� ��� pr : cwd(R3) → cwd(R2) �� ��	 �����

5����� 	�	 � ��� �� 	�����)���� ������ �� *1#- �� 	� ���)� �� ����( ���� ��	 �� �����
-� ��( 	�	 � ��� �� *1#- () ( 1*�-) �� 	� ���)� �� ��( ���)�����
 �� 	�� ����	
�� � $��	 ����������( ����% ���)�����
 �� 	� ���)� �� 	� ����	� !� � ��� ��	��� ���
f : X → Y �� ��	��� ������ �� ���� �	 � ����	 x ∈ X � 	�� ��� ����( ��+����� (yi) �� Y
������)��) 	� f(x) 	��� ����	� � ��+����� (xi) �� X ������)��) 	� x ��� 	�	 yi = f(xi)�
i = 1, 2, . . . �

' ��� f : X → Y �� .*2) �� ��� ����( �����	�	��� 
��)���

A
ψ ��

i

��

X

f

��
Z ϕ

�� Y,

���� i : A → Z �� � �����
 ����

��) ��	� � ����������	 ����� Z� 	��� ����	� � ���
Φ: Z → X ��� 	�	 Φ|A = ψ ��
 fΦ = ϕ� *� ��	��� �� ���	 ��� ��� ��	��
���
 �(
6�7� 3����� /�80�

*� ��� �� 	�� ��	� �� 	� ��� 	�	 	� ��	 �� ����	� �	 ��� 	� ��� pr : cwd(R3) →
cwd(R2) �� ��	 ���� �� 
���� �� cwd(R3)�

9( ∂A �� 
���	� 	� ����
��( �� A� !� A �� � ������ ��
( �� R
n �� ����	��	 ��
	

d > 0 	�� ��( ���
 [v, w] �� A ��	 d(v, w) = ‖v − w‖ = d �� ���
 	� �� � 0�(3#)#$ ��
A�

2. ������� -� ���� ���
 	� ��������) )����	��� �	�	����	�

����������� � �#) A ∈ cwd(Rn)� 4*$ #5#$6 ε > 07 )'#$# #8�.). δ > 0 /'�&' .()�.9#.
)'# 2*++*/�-: 1$*1#$)6� 4*$ #5#$6 &*31(&) &*-5#8 B /�)' diamB ≤ d (-0 dH(A,B) < δ7
(-0 #5#$6 B′ ∈ cwd(Rn) /�)' A′ ⊃ B7 /# '(5# dH(A′, A) < ε�

������ !	 �� ��:����	 	� ����� 	�	 B′ ⊂ Ocε(A)� !� 	���� �	 �� ��:����	 	� ����� 	�	
∂B′ ⊂ Ocε(A)�

��	 x ∈ ∂B′� *��� ����	� y ∈ B′ ��� 	�	 ‖x − y‖ = d� *��� ����	� � 
����	��
[a, b] �� A �������� 	� [x, y]� &�������� �� ������ 	�	 y − x = b − a� *�� 	��� ����	
a1, b1 ∈ B ��� 	�	 ‖a1 − a‖ < δ� ‖b1 − b‖ < δ� ��	 b2 = b + (a1 − a)� 	�� 	� ������
��)���	� [x, y] ��
 [a, b2] ��� ��������� 1�	� 	�	 |‖a1 − b2‖ − d| < 2δ�

*��� ����	� b3 ∈ R
n ��� 	�	 	� ������ ��)���	� [x, y] ��
 [a, b3] ��� �������� ��


‖a − b3‖ = ‖x − y‖ = d� ;���	� �( h 	� ��)	 �� 	� ���������)��� P ��	 ���	����
x, y, a, b3� ���� 	� 
��	���� ��	���� 	� ����� ���	�����) [x, y] ��
 [a, b3] ������	����(�
;���	� �( C 	� ������� ���)	 �� 	� 
��)���� �� P � *�� C ≥ √

d2 + h2 ≥ d+ h� <�
	� �	�� ��
� C ≤ d+5ε� ����� h ≤ 5ε� ��	 c �� � ����	 �� 	� ���� ���	�����) [a, b3]
��� 	�	 	� ��)���	� [x, c] ��
 [a, b3] ��� ��	�)����� 3���� C ≤ d + 5ε� �� ������
�
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	�	 ‖a− c‖ < 5ε� *��

‖x− a‖ ≤ ‖x− c‖ + ‖c− a‖ ≤ 5ε+ 5ε = 10ε

��
 �� ��� 
����
��	 C �� � ��	 �� ����	��	 ��
	 �� R

2� ' �����	 V �� ∂C $	� ����
��( �� C% ��
���
 	� �� � 1�-&'�-: ��	 �� C �� ����( 
����	�� $� ������� ���
% �� C �� ����
��	 ��	
�	 ����	 ��� ����	 �� V � -� ��( 	�	 � ��	 �� ����	��	 ��
	 �� � ;#<+#(<8 1*+6:*- �� �	
�� � .��	� ������) ��	� !	 �� ����"#���� $���� ��)� /=0% 	�	 	� �����( �� ��� 5�������
���()��� �� ��
	 d �� 
���� $��	 ������	 	� 	� ����
��� 
��	����% �� cwd(R2)� -�
�����
�� 	� ��� ��	��� pr : R

3 → R
2�

!	 �� ����"#���� $��
 ���( 	� �����% 	�	� ��� ����( A ∈ cwd(R3)� �� ��� pr(A) ∈
cwd(R2)� -� 
���	� �( e(A) 	� ��	 A ∩ (pr−1(∂pr(A)))� !	 �� ���( 	� ��� 	�	 	� ���
pr|e(A) : e(A) → ∂pr(A) �� � ������������

����� � ='# 3(1 A �→ e(A) �. &*-)�-<*<. /�)' $#.1#&) )* )'# >(<.0*$? 3#)$�& (. (
3(1 2$*3 cwd(R3) )* )'# .#) expR

3�

������ ��	 (Ai) �� � ��+����� �� cwd(R3) 	�	 ������)�� 	� A� !	 �� ����"#���� 	�	
	� ��+����� (∂Ai) ������)�� 	� ∂A ��
� ��������(� 	� ��+����� (∂pr(Ai)) ������)�� 	�
∂pr(A)�

3������ 	�	 � ��+����� (xi) �� ��� 	�	 xi ∈ e(Ai)� ��� ����( i� ��
 xi → x ��
i → ∞� *�� x ∈ A� <�������(� pr(xi) → pr(x) ��
� ����� (∂pr(Ai)) → ∂pr(A)� i → ∞�
�� ��� 	�	 pr(x) ∈ ∂A�

<� 	� �	�� ��
� ������� 	�	 x ∈ e(A)� *�� y = pr(x) ∈ ∂(pr(A)) ��
� �����
(∂pr(Ai)) → ∂pr(A)� i → ∞� 	��� ����	� � ��+����� (yi) �� R

2 ��� 	�	 yi ∈ ∂pr(Ai)�
i ∈ N� ��
 yi → y �� i→ ∞�

����� �� �#) A @# ( ;#<+#(<8 1*+6:*- �- R
2� ='#-7 2*$ (-6 C ∈ cwd(R3) /�)' pr(C) =

A7 )'# .#) e(C) �. 1+(-($ A��#� �. +*&()#0 �- ( 1+(-# �- R
3B�

������ ��	 V �� 	� ��	 �� ���	���� �� ∂A $���� 	� ������� ������) ��	%� >���� v ∈ V �

���	� �( Av 	� ��	 �� ��
����	� $
��	���	 �� v% �� 	� 
����	��� ��	 ��
����	 v� ���
��( w ∈ Av� �� ��� d(v, w) = d ��
 	�������� d(v′, w′) = d ��� ��( v′, w′ ∈ C ��	
pr(v′) = v� pr(w′) = w� *��� v′, w′ ��� ����	�
 �� � ����� �������� 	� R

2� *�� �������
	�	 Av �� ����	�
 �� � ����� �������� 	� R

2 ��
 	������� e(C) �� � ������ ��	�

������� � C�5#- d > 07 +#)

N = {A ∈ cwd(R3) | pr �. -*) *1#- () A}.

='#- )'# .#) N �. 0#-.# �- cwd(R3)�

������ ��	 A ∈ cwd(R3)� 3������ .��	 	�	 	� ��	 e(A) �� ��	 ������� -� ��� )���) 	�
��� 	�	 pr �� ��	 ���� �	 A� !�
��
� ������� 	� ���	���(� ?����
�� � ��+����� (Bi)∞i=0

�� 5������� ���()��� 	�	 ������)�� 	� ∂prA� 3���� pr �� ���� �	 A� �	 ������� ���� ����"
#���� ������	��� �� ���� ���� 	�	 	��� ����	� � ��+����� (Ai)∞i=1 	�	 ������)�� 	� A
��
 ��� 	�	 pr(Ai) = Bi� i = 1, 2, . . . � 9( ����� ��� ����( ��	 Ai �� ������ ��
� �(
����� ��� �� �� 	� ��	 e(A)� ��� )���� � ���	��
��	����
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1�� �� �����
�� 	� ���� ��� 	� ��	 e(A) �� ������� @�����)� �� ��������(� 	� � �����

���)�����
 �� � ���	���� ���	�	�� ���( �� A� ��� ��( ������ 	�	 	� ����
��(
∂A �� �� 	� ����� C1� *�� 	� �����
 ����� e(A) �� ���� �� 	� ����� C1�

*��� ����	 
����	��� [vi, wi]� i = 1, . . . , k� �� 	� ��	 A ∩ π� ��� �� ��������( ��
����	��	 ��
	 �� π� ��� 	�	 	� ��	 {v1, . . . , vk, w1, . . . , wk} �� ����� ����) 	� ∂π(A∩π)�

'� ������ �( k �� 
���	� 	� ���	 ���	�� �� 	� 
����	��� �� 	� z"����� ��	 A′ �� ��
�:�� ���( �� A ��	 ���	�� �	 �� ��	����� ����	 �� A ��
 ���:����	 c < 1 ��:����	�(
����� 	� �� *��� ����	� η > 0 ��� 	�	 	� ��	

A′′ = A′ ∪ {v2, . . . , vk, w2, . . . , wk} ∪ {v1 + ηk, w1 + ηk}
�� �� 
����	�� d� !	 ������� ���� 	� �����	� �� /A0 	�	 	��� ����	� � ������ ��
( Ã ��
����	��	 ��
	 d 	�	 ���	���� A′′� 3����� )����	��� ��)����	� ��� 	�	 ��� ��� ��#�
A′′ �� ����� 	� A �� �� ��� �( ������) c < 1 ����� ����) 	� � ��
 η > 0 ����� ����)
	� 8� *��

e(A′′) ⊃ {v2, . . . , vk, w2, . . . , wk} ∪ {v1 + ηk, w1 + ηk}
��
 	������� e(A′′) �� ��	 ������� '� �� ��� ������ ������ A′′ �� ��	 � ����	 �� ��������
�� 	� ��� pr� *�������� 	� ��	 N �� 
���� �� cwd(R3)�

<�� ��� ��������( ����� 	� ��������) �����	�

������� �� �2 n ≥ 37 )'#- )'# .#)

{A ∈ cw(Rn) | pr �. -*) *1#- () A}
�. 0#-.# �- cw(Rn)�

3. �������� *� ��	��� �� ������ ��
( �� ����	��	 ��
	 ��� �� 
�.��
 ���� �� ��(
&��#���#� ����� $���� ��( .��	�"
���������� �����
 �����%� !	 ��� �����#�
 �� /�0 	�	
	� �����
���
 ��� ��	��� ��� �� 	� (��������� �� ������	 ������ ��
��� �� ����	��	
��
	 ��� �� ���� ��� ���� ����� �� ������

����	
�� �� <11*.# )'() )'# <-�) @(++. *2 %�-D*/.D� .1(&#. ($# .)$�&)+6 &*-5#8 A��#�7
)'# <-�) .1'#$#. 0* -*) &*-)(�- +�-#($ .#:3#-).B� <11*.# (+.* )'() )'# 1$*E#&)�*-
3(1 1$#.#$5#. )'# &*-.)(-) /�0)' 1$*1#$)6� �. )'# 1$*E#&)�*- 3(1 *2 )'# &*$$#.1*-0�-:
'61#$.1(&#. *2 &*31(&) &*-5#8 .#). *2 &*-.)(-) *1#-F

*� ��	��� �� �����
 ������ ��
( �� ����	��	 ��
	 ��� �� 
�.��
 �� ��( �����

������ -� ��� ��	��� 	�	 	� '5"������	��� �� 	� (��������� �� �����
 ������ ��	� ��
�����
 ������ ��	������
 �� /B0 $��� ���� /C0% ��� 	��� ����	�����	� ��� 	� (���������
�� �����
 ������ ��
��� �� ����	��	 ��
	�

<�� ��� �������	� 	� +���	��� �� �������� �� 	� ��� ��	��� ��� ���� �� 	� ���� ��
������ 5����� 	�	 � ���� (A,B) �� ������	 ������ ��
��� �� R

n �� ���
 	� �� �� &*-.)(-)
$#+()�5# /�0)' /�0 �� A−B = Br(x) $	� �����
 ���� �� ��
��� r ���	���
 �	 � ����	 x ∈ R

n%�
<�� ��� ��� ��	��� 	�	 	� ������	( �� �������	( �� 	� ��	 e(A) �����	���D�� 	�

��	� A ∈ cw(R3) �	 ��� 	� ��� pr �� ��	 �����
!� ������	��� 	� *����� �� 	� ��������) )������ +���	��� �������

����	
�� � �#) n > m ≥ 2� �. )'# .#) *2 1*�-). �- cwd(Rn) () /'�&' )'# 1$*E#&)�*- 3(1
pr : cwd(Rn) → cw(Rm) �. -*) *1#-7 0#-.# �- cwd(Rn)F
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�� G(H6+#56&' ��I�7 J($�&'-6� %�%� <� ������ ��
��� �� ����	��	 ��
	�E *��� '����
��F $�88A%�E 1����E @��ACC"�48=�

�� G(H6+#56&' ��I� *�����)( �� 	� (�������� �� ������ ��
��� �� ����	��	 ��
	�
GG &�	� D���	#��E �� $�CC4%�E @�B�F"B�C $�� 5������%�

F� G(H6+#56&' ��I� <� 	� (�������� �� �	���	�( ������ ��
���� GG &�	� �	�
���E �

$�CCF%�E @�BF"BA�

=� G+(.&'D# K� H������ 9������ )�)������ 9���	� ��
 #�����	�� !���	�� GG &�	�
'���E 4A $�C��%�E @��8="��F�

�� %(#'($( >� ?����� ��
��� ������) ����� �� ����	��	 ��
	� GG I� >����E �� $�CB=%�E
@��8�E�84�

A� I::+#.)*- >�C� 3�	� �� ����	��	 ��
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