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����	���# �	������# ������( ���# 
"
�&���� ��&�	 ����
	��� � ���$�	����# ������( %�
��$��� ��&�& �����& 7�&��"
�����

� 1�# ������ �� �%���
��� %�
��& ���&����� ��&�� ����
	�$ 
�� 
	��� �&�$"
������� ������� �� � �� ���	����	������ ��	�	���� 8��� %�����
�	� 
	���
���������� �&�$������� �9���� ����������� �������

�© ������ ��	 
���



%&'(�)*+(,�*-.& ),('(.& & /)*+',0,*-.0 .1234*+&�.& '�0),0�* 567

 � � �����-./.0�� � �.1-�2�--��
:	�	% Oε(A) �%������ ε"��� ������ A � �	������& ������( ε � 0� ;���"

�	�& �&�3 ��
�&�� ε % 1	���� � ��1� x �%����3�$ %
	���$�� Oε(x)( 
	 x ∈ X (
ε � 0�

<	������# ������ (X, d) ��%����� 3/�4-��( ��) ���� %����	�� �&�� � X
���������

=	 �# (X, d) � (Y, ρ) > ������ �	������ ������� ?�
����	��� f : X → Y
��%����� (λ, s)
/��5�6�3�� '�&� λ > 0, s � 0*( ��)

ρ(f(x), f(y)) � λ d(x, y) + s, x, y ∈ X.

���&�$( ) ��
����	��� f : X → Y � �4����.��2-. /��5�6�3��( ��) ��
� (λ, s)"�����1	��� 
�� 
	��� λ, s�

?�
����	��� f : X → Y ��%���3�$ 3/�4-��( ��) �����% ���� ��������
������ � ���������� ?�
����	��� f : X → Y ��%���3�$ 0�78. 3/�4-��( ��)
�����% ���� ��	�	�� ������ � ��	�	���� <����& � �	������& ������
��%���3�$ .8��9�-.:( ��) ��� ������$�� � 
	���# �&��� ��� ��
������ A �
�	������& ������ (X, d) ���#�	� diamA = sup{d(x, y) | x, y ∈ A}�

=	 �# C > 0� <����& M � �	������& ������ X ��%����� C"13;�1-.:(
��) 
�� ���� x, y ∈ M ���&3�$ x0 = x, x1, ..., xn−1, xn = y ∈ M ����( )
d(xi, xi−1) � C, i = 1, ..., n� <�������$�& ')
 ���3�	���* C"%�9�%�& �����&
��%����� <.��.-�-�.: C
13;�1-.4���

� ������������ ���������� ? ,-. ��	
	� ����������& ���	���3 A� +�9��"
���� 1��� ���	���� � ������ �	������ ������( � ��@�%���� > ������ ����������
�����1	�� ��
����	����

=	 �# n ∈ N� �%����� �	�	% expn X �����& {A ⊂ X | 1 � |A| � n}� <	�����
d �� X ��
�&� �	����& A�&�
�@� dH �� expn X

dH(A, B) = inf{ε � 0| A ⊂ Oε(B), B ⊂ Oε(A)}.
B� ?�C	��� ,D. %�����&��� �	���� n
0����4������2-�= 4����-> 
�� �������

�����
& expn X � ? ,D. %�&���	�( ) expn > @&���� � ���	���� �������� '��"
������ ��&�
�@�� �������* � �	�	�	���� ��
����	�$�

����	�( ) �����&�1�� expn ��%����� @&���� � ���	����A� E	 ����������	
% ��	�
�	�$ �( �( 2�

���������� �� ?<@. (X, d) A 3/�4-�= �����2-�= ��.4���B �. (expn X, dH) A
��9 3/�4-�= �����2-�= ��.4����

���������� =	 �# A = {x1, ...xk} ∈ expn X � ε > 0� <����� C =
k⋃

i=1

Oε(xi) �

�����	���� �9�
������ ��������( ��& � ��������� ������� �%����� �	�	%
Nε(A) %����	�& �&�3 % 1	���� � ��1� A � ������ expn X

Nε(A) = {B ∈ expn X | dH(A, B) � ε} ⊆ expn Oε(A).

F	�� ������( ) Nε(A) � %����	�3 ��
�����3 � expn C� +����$�� ���"
��&�1�� expn %�	����� ����������$( � %��
�� ��������( ) ��
������ Nε(A) �
�������3 �� %����	�� ��
������ � ������� expn C�
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��� ���� ��
����	��� f : X → Y �	������ ������� %����� �	�	%
expn f : expn X → expn Y ��
����	���( ) 
�� %� @��&�3

expn f(A) = f(A) ⊂ Y, A ∈ expn X.

G����� ������( ��) A = {x1, ..., xk} ∈ expn X ( �
�

expn f(A) = {f(x1), ..., f(xk)} ∈ expn Y.

���������� � ����= f : X → Y A (λ, s)
/��5�6�3� 3�C.8��9�--�� �.C� 3�C.8��

9�--� expn f ��9 (λ, s)
/��5�6�3��

���������� =	� �
� ���%���( )

ρH(f(A), f(B)) � λ · dH(A, B) + s


�� ���� A, B ∈ expn X �

=	 �# dH(A, B) = c� 8
� 
�� ���� x ∈ A %��#
	�$�� y ∈ B ���	( ) d(x, y) � c
� 
�� ���� y ∈ B %��#
	�$�� x ∈ A ���	( ) d(y, x) � c�

+����$�� ��
����	��� f � (λ, s)"�����1	���( � 
�� 
���$�� x ∈ A %��#"

	�$�� y ∈ B ���	( ) ρ(f(x), f(y)) � λ · c + s( � 
�� 
���$�� y ∈ B %��#
	�$��
x ∈ A ���	( ) ρ(f(y), f(x)) � λ · c + s( ��� f(A) ⊂ Oε(f(B)) � f(B) ⊂ Oε(f(A))( 
	
ε = λ · c + s�

E	 %�����( )

ρH(f(A), f(B)) � λ · c + s,

��

ρH(f(A), f(B)) � λ · dH(A, B) + s.

��������� �� ��C.8��9�--� f : X → Y �����2-�� ��.4�.��3 (X, d), (Y, ρ) -�1�

3�D�>4� 0�78. ��3-.���-��B �<@. �4-7D -�4��C-� E7-<6�� ϕ : [0,∞) → [0,∞) ��<�B
@. lim

t→∞ ϕ(t) = ∞ � ρ(f(x), f(y)) � ϕ(d(x, y)) C/� 34�� x, y ∈ X�

?�
����	��� f ��%�����$�� 0�78�� 3�C.8��9�--��( ��) �� � ��&� ����"
������ � ��&� ��������

���������� �� ����= f : X → Y A 3/�4-� 3�C.8��9�--�� �.C� expn f : expn X →
expn Y A 3/�4-� 3�C.8��9�--��

���������� =	 �# A ⊂ expn Y > ������� 8
� ������ K =
⋃{C| C ∈ A} ���� �

������ ,�.�

+����$�� ��
����	��� f �����	( � f−1(K) > ������( � ��	( (expn f)−1(A) ⊂
expn(f−1(K)) > ������ �� %����	�� ��
������ ������&�

����������  � ?<@. f : X → Y A 0�78. 3/�4-� 3�C.8��9�--�B �. 3�C.8��9�--�
expn f : expn X → expn Y ��9 0�78. 3/�4-��
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���������� =	 �# G ⊂ expn Y > ��	�	�� ������� 8
� ���&3�$ A ∈ expn Y � r > 0
����( ) G ⊂ Nr(A) '�&�� ��
�&�� r % 1	���� & ��1� A � expn Y *� =	 %�	��&3��
%����$����( ��	� �������( ) A = {y0} 
�� 
	��� ���� y0 ∈ Y � 8
�

(expn f)−1(G) ⊂ (expn f)−1(Nr({y0}) = expn(f−1(Or(y0)),

��� ������ (expn f)−1(G) ��	�	��� ;��
�� �������� ��&�� ��������$ ��
���"
�	��� expn f �

���������� !� ?<@. f A 0�78� 3�C.8��9�--�B �. expn f A 0�78� 3�C.8��9�--��

���������� =	 �# f : X → Y > ��&�	 ��
����	���� 8
� �� � ��&� ����������(
� ��	( ���&� �	���
�� @&��1�� ϕ : [0,∞) → [0,∞) ����( ) lim

t→∞ϕ(t) = ∞( � ����

ρ(f(x), f(y)) � ϕ(d(x, y)), x, y ∈ X.

0%����	� 
���$�� A, B ∈ expn X. =	 �# dH(A, B) = c.

8
� 
�� ���� ���� x ∈ A ���&�( �����#���( 
�� ���� y ∈ B ����( )
d(x, y) � c� /�������( 
�� ���� ���� y ∈ B ���&�( �����#���( 
�� ���� x ∈ A
����( ) d(y, x) � c� 8
�( %� %���	���� ��&�� ��
����	���( 
�� 
���$�� ����
f(x) ∈ f(A) %��#
	�$��  �� � 
�� ���� f(y) ∈ f(B) ����( ) ρ(f(x), f(y)) � ϕ(c)(
�( ��������( 
�� 
���$�� ���� f(y) ∈ f(B) %��#
	�$��  �� � 
�� ���� f(x) ∈
f(A) ����( ) ρ(f(y), f(x)) � ϕ(c)�

8��( 
�� ���� δ > 0 ����

f(A) ⊂ Oϕ(c)+δ(f(B)), f(B) ⊂ Oϕ(c)+δ(f(A)),

%��
�� ��������( ) ρH(f(A), f(B)) � ϕ(c)� ?�� �&3�� ��	�	
�� ��	�
�	��� -(

	��&��( ) expn f > ��&�	 ��
����	����

�� ��������� "��� +
�� % ������� ���	���# � �����������# ������ ��	"

	�� � ,H.� <� ��%����� 13 ���	���3 ���	����3 0	 � �%������ R� +�9������
���	���� R � ������ �	������ ������( � ��@�%���� > ��&�� ��
����	���� I�
�����
� ��	�
�	�$ �( -( � 
	��&��( ) �����&�1�� expn ��%����� @&���� �
���	���� R '@&���� n"���	����	������ ��	�	��*�

��������� � ��C.8��9�--� f : (X, d) → (Y, ρ) -�1�3�D�>4� 0�78�� 3</�C�--��B
�<@. �4-7:�> -�4��C-� E7-<6�F ϕ1, ϕ2 : [0,∞) → [0,∞) ��<�B @.

lim
t→∞ϕ1(t) = lim

t→∞ϕ2(t) = ∞

�

ϕ1(d(x, y)) � ρ(f(x), f(y)) � ϕ2(d(x, y))

C/� 87C>
�<�� x, y ∈ X.

���������� #� G7-<�.� expn 18���0�D 0�78� 3</�C�--��
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����������������$ ���%���( ) ����&��$�� ���� ������� �	������� % %���	���
��&�� ����
	���� '8�	�
�	��� � %��	%�	�&� �������� ����� ������� �	�������*�

=	 �# ϕ1, ϕ2 : [0,∞) → [0,∞) > �	���
�� @&��1�� % %���	��� ��&�� ����
	���
� ρH(f(A), f(B)) = ε 
�� 
	��� A, B ∈ expn X � E	 %�����( ) 
�� 
���$�� ����
x ∈ A ���&� 
	��� ���� y ∈ B ����( ) ρ(f(x), f(y)) � ε � 
�� 
���$�� ���� y ∈ B
���&� 
	��� ���� x ∈ A ����( ) ρ(f(y), f(x)) � ε�

;� %���	���� ��&�� ����
	���

ϕ1(d(x, y)) � ρ(f(x), f(y)) � ε 
�� ���� x ∈ A � 
�� 
	��� y ∈ B,

� ����

ϕ1(d(y, x)) � ρ(f(y), f(x)) � ε 
�� ���� y ∈ B � 
�� 
	��� x ∈ A.

+��( ���&� m > 0 ���	( )

ϕ1(m) � ε, 
	 Om(A) ⊃ B � Om(B) ⊃ A.

+����$�� ϕ1 > �	���
�� @&��1��( � ϕ1(m) � ϕ1(c)( 
	

c = min{m| A ⊂ Om(B), B ⊂ Om(A)}.

+��	(

ϕ1(dH(A, B)) � ρH(f(A), f(B)) � ϕ2(dH(A, B)).

;��
�� ��������( ) expn f � ��&��� ����
	�����

 � ������������$ ������ +%���	��� ����������� �����& ���	���$
<� A���& ,J.� 8&� �� �%���
��� ���	 ����
� ���������� �&�$������� 
��������

=	 �# (X, d) > �	������# �������

��������� �� ��97�>B @. �4����.��2-�= 3���� �����2-.0. ��.4�.�7 X C.

��3-:D -7/: H�.1-�2�D�>4� asdim X = 0IB �<@. C/� C.3�/>-.0. D > 0 �4-7D 4��;�
�-.9�- U ��<�B @.J

 I U �.<��3�D X ;
�I U ��3-.���-. .8��9�-� H�4-7D C > 0 ��<�B @. diam U < C C/� <.9-.F

U ∈ U)K
LI 4��;� U D D
C�4<���-.:B �.8�. C/� C.3�/>-�� U, V ∈ U ��<��B @. U �= V,

��D�. inf{d(u, v)| u ∈ U, v ∈ V } > D�

G����� ������( asdimX = 0( ��) 
�� ���� D > 0 ������ X ���� %���"
%��� & �����
� �9�
����� D"
�%93����� �����( 
���	��� ��� ��	�	�� %���

	��3 ����3�

������
� ���������� �&�$������� �����& � ���� �����&�1��( ��& ��"
�� ������� ������ �������� �	����$�� �����& � �����������# �������

=	 �# (Xi)∞i=1 > ����
�����$ �����	��� �����( Xi �= ∅ 
�� ���� i� ;�@��"
�&�� ���& xi ∈ Xi�
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�%�����

X∗ = {(yi)∞i=1| yi ∈ Xi, yi = xi 
�� ��� ( ���� �����	��� �����( i}.

=� ������ X∗ �%����	� �	����&

d((yi), (zi)) = min{k| yi = zi 
�� ��� i > k}.

=	����
�& �	�	����& ��( ) d > �	����� �� X ( %������� �����	���

���������� %� M����2-�= ��.4��� (X∗, d) 3/�4-�= � asdimX∗ = 0�

���������� K����
�( � ������ X∗ %����	�� �&�� ��
�&�� ε % 1	���� � ��1� (yi)
> 1	 ������ ����
����	# (zi) ���� ( ) d((zi), (yi)) � ε( ���

Oε((yi)) = {(zi)| zi = yi 
�� ��� i > ε}.

+����$�� ������ Xi �����	���( � ������ ��� zi ∈ Xi ���� ( ) zi �= yi(
�����	���� 8
� ������ Oε((yi)) � �����	���� �9�
������ �����	��� �����(
��	( ���������

����	� �	�	�( ) �����������# ����� 1$� �����& 
����3� �&�3�
;�
�� 
���$�	 D � 1 � �	 �# n ∈ N > ��������$�	 ���&���$�	 ����( ) �	

�	�	��)&� D� ������ �����&

A = {(yi)∞i=1| yi = xi 
�� ���� i > n}.

;�%&���( ) diam A = n � D�
?��	�	� 
���$�& ����
�����$ (zi)∞i=1 ∈ X∗, (zi) = (z1, ..., zn, ...)( 
�� ���

zi �= xi  �� � 
�� 
�� ��	�� i > n.
�%����� Bn,z = {(yi)∞i=1| yi = zi 
�� ��� i > n}� 8
� diam Bn,z = n � D�

I�) (z
′
i)

∞
i=1 �= (z

′′
i )∞i=1, � ������ Bn,z′ �� Bn,z′′ ������$( ��
���
�( ��"

��
�����( ��� ��
��%��3�$��( �����#���( 
���3 ��
����3 k > n '�����	 � ���
���	���� ��# ����# ������ Bn,z*� +����$�� n > ��������$�	 ���&���$�	 ����( )
�	 �	�	��)&� D( � k > D� 8�& inf d(Bn,z′ , Bn,z′′ ) > k > D, � ���� inf d(A, Bn,z) >
k > D. ���� ��( A ∪ ⋃

z
{Bn,z} = X∗, � 1	 %�����( ) asdimX∗ = 0�

���������� &� ����= asdimX = 0, �.C� asdim (expn X) = 0.

���������� =	 �# D > 0� +����$�� asdim X = 0( � ���&� �������� ��	�	�� D"

����	��� ���9� U ��
����� ������ X ����( ) ������� X �

=	 �# A ∈ expn X � ���#�	� AU = {A′ ∈ expn X | A ∩ U �= ∅ ⇐⇒ A′ ∩ U �=
∅ 
�� ���� U ∈ U}� 8
� AU ⊂ expn X � �%����� U = {AU | A ∈ expn X}�
+�	��
�( ) ���9� U � �������� �����& expn X �

����	�( ) ���9� U � �������� ��	�	�� � �	���1� A�&�
�@�� =	 �# C =
max{diam U | U ∈ U}� +����$�� U > �������� ��	�	��( � C < ∞�

��� ���� A ∈ expn X ����( ) diam AU = max{dH(A
′
, A

′′ | A
′
, A

′′ ∈ AU}�
I�) x

′ ∈ A
′
( �( �	��
�( ���&3�$ x

′′ ∈ A
′′
� 	�	�	�� U ∈ U ( 
�� ��� {x′

, x
′′} ⊂ U �
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+����$�� diam U < C( � %��
�� ��������( ) A
′ ⊂ OC(A

′′
)� <���&3�� �������"

�( 
	��&��( ) A
′′ ⊂ OC(A

′
)( %��
�� dH(A

′
, A

′′
) < C� ;��
�� 
	��&��( )

diam AU � C( � 1	 # %����� ��������& ��	�	����$ ���9� U �
����	� �	�	�( ) ���9� U � D"
����	��3� =	 �# A, B ∈ expn X � AU �= BU �

8
� ���&� V ∈ U ( ) �	�	����� ���	 
�& % ����� A, B� =	 �# 
�� ��%���	����
A ∩ V �= ∅ � B ∩ V = ∅� 0%����	� 
���$�� A

′ ∈ AU � B
′ ∈ BU � =	 �# x ∈

A
′ ∩V � +����$�� ���9� U � D"
����	��3( � 
	��&��( ) OD(x)∩B

′
= ∅( %��
��

dH(A
′
, B′) > D�

!� '���(���� 0%����	� 
�� ������
�( ) ���&3�$�� %�
��� ���&����� ��&�� 
����
	�$ ���	����	������ ��	�	��� 
	��� ���������� �&�$������� ��������

�� ;���	��# �	������# ������ {xi| i ∈ N} ��%����� 71�0�/>-�-.: �.4/�C.3-�

4�:( ��) lim

i→∞
d(xi, {x1, ..., xi−1}) = ∞�

������� �� ����= S = {xi| i ∈ N} A 71�0�/>-�-� �.4/�C.3-�4�>� N�� n � 2 -�
�4-7D 0�78.0. 3</�C�--� expn S 3 S.

��������������&����( ) ���	 f : expn S → S ���&�� 8
� ���&3�$ �	���
�� @&��1��
ϕ1, ϕ2 : [0,∞) → [0,∞) ����( )

lim
t�→∞ϕ1(t) = lim

t�→∞ϕ2(t) = ∞

�

ϕ1(dH(x, y)) � d(f(x), f(y)) � ϕ2(dH(x, y)) 
�� �&
$"��� x, y ∈ expn S.

+�	��
�( ���&� t0 > 0 ���	( ) ϕ1(t0) = c1 > 0.
0%����	� 
���$�� 
�� ���� xi = y � xj = z � S ����( ) d(y, z) � t0. ���#�	�

ϕ2(d(y, z)) = c2. =	 �# k > max i, j. 8
� dH({xk, y}, {xk, z}) = d(y, z).
+
	��&��

c1 � dH({xk, y}, {xk, z}) � c2 
�� 
���$�� k. (1)

+����$�� lim
i�→∞

d(xi, {x1, ..., xi−1}) = ∞, � ���&� i0 ∈ N ���	( ) 
�� ����

i > io ����

dH(xi, {x1, ..., xi−1}) > c2.

I�) k > i0, � % �	������� (1) � % %���	��� &%����$�	�� ����
����� �����"
���( )

f({xk, y}), f({xk, z}) ∈ {x1, ..., xi0}.
+����$�� ������ ��� ����
����� ��� 	�	�	���� ������ {x1, ..., xi0} ����"

�	���( � ���&� �	�����	��� ��
������ M ⊂ N � a ∈ {x1, ...xi0} ����( ) f({xk, y}) =
a 
�� ���� k ∈ M.

0%����	� %����3�& ����
�����$ (ki)∞i=1 � M. +
	��&��

lim
i�→∞

dH({xk1 , y}, {xki, y}) = ∞,
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��&

lim
i�→∞

ϕ1(dH({xk1 , y}, {xki , y})) = ∞,

) �&�	�	���$ %���	��3 ��&�� ����
	���( �
�	

ϕ1(dH({xk1 , y}, {xki, y})) � d(f({xk1 , y}, f({xki, y})) = 0.

�� 0%����	� ��
�����& 
�#��� ����� C =
∞⋃

n=1
Ci( 
	 C1 = [0; 1], C2 = C1 ∪

(C1 + 2 · 30), ..., Cn = Cn−1 ∪ (Cn−1 + 2 · 3n−2)�
<����& C ���� ������� ������ ����
����� ������� ������ � �����"

������# �������
K����
�( �&
&3�� ����
����& ������& �����&( ����
�� ��
����� % 
�"

����� ��
��%�� ���9� ���	������ 
����� 3−n, n ∈ N( �
� �� ��&
�& ������ C
���� &������ �� ��
��	��� % ������ R ���	# ���	������ 
����� 3n, n ∈ N�

������� � �4-7D 0�78� 3</�C�--� ��.4�.�7 expn C 3 C (n � 2).

���������� K�����& ����	�( ) ���&� ��&�	 ����
	��� �����& Cn � C(
(n � 2)�

7&
&�� ��
����	��� f ���( )� ����&�����$ &���
f((Cm)n) ⊂ Cmn−n+1 
�� ���� m�
<	����& � ������ Cn %�
��� @��&�3 d(x, y) = max

i
d(xi, yi)( 
	 x =

(x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn)�
�%����� �	�	% Dm ����	��& 3m"%�9�%���� �����& Cn( ) ������$ 0 =

(0, ..., 0)( (m � 0)� +�	��
�( ) ���� ����	��� Dm > 
�%93����	 �9�
����� 2n

����	�� Dm−1�

Dm =
2n⋃

j=1

(aj + Dm−1)( 
	 aj ∈ R
n 
�� j = 1, ..., 2n� ?�
����	��� f �&
&��

��
&������ ���#�	� f(0, ..., 0) = 0� ����&����( ) ��
����	��� f |Di ��	 ��&"

���	 
�� ��� i < k�

��&
&�� fk = f |Dk
� =	 �# s : {1, ..., 2n} −→ Cn+1 > ��9������	 ��
����	���(

) ��� ����������$L ��) i �= j( � s(i) � s(j) ���	���$ ��%��� ����	���� Dkn+n−2(
) ���	���$ ����	��� Dkn+n−1( � � �������$���� 	�	�	����� � 1� ����	��� �

8
� ��
����	��� f |Dk
��%������$�� &��3L ��) x ∈ (aj + Dk−1)( � fk(x) =

s(j) + fk−1(x − aj)�
�%����� �	�	% D−1 �����& Cn

1 � +���%� 1��� ������ ��� ��
����	��� f �
������ C1( � 
�� ��� x, y( ) ���	���$ D−1( ����&3�$�� �	�������

0 � d(f(x), f(y)) � 1.

=	 �# ���� x � y ���	���$ ��# ����# ����	��� Dm �����& Cn( ��	 ��%���
������� 3m−1"%�9�%����( 
	 m �������$�	( ��� x ∈ ai +Dm−1, y ∈ aj +Dm−1, i �=
j� ��� ����& ��
����	��� f ( %�
���& ��)	( �&
&�$ ����&�����$ �	�������

3m � d(x, y) � 3m+1, (2)
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�

3mn+n−1 � d(f(x), f(y)) � 3nm+n. (3)

8
� �� @&��1�� % %���	��� ��&�� ����
	��� ���� ������� @&��1�� ϕ1(t) =
t, ϕ2(t) = 3tk(m)( 
	 k(m) �&
	 %���	� ����	� F	�� ������( ) ����&3�$�� �	"
�������L d(x, y) � d(f(x), f(y)) � d(f(x), f(y)) � 3d(x,y)k(m)� �	��� �	�������$ %��"
���( ) 3m+1 � 3mn+n−1 + 1( %��
�� 
	��&��( ) n � 2 
�� �&
$"��� m� ��&��
�	�������$ %�����( ) 3mn+n � 33m+1

k(m)( %��
�� ����L n(m + 1) � 3m+1 + k1(m)(

	 k(m) = 3k1(m)( m + 1 � 3m+1+k1(m)

n � E� �	�������$ ����&��$�� 
�� 
���$��

m ∈ N ��� k1(m) = (n − 1) · 3m+1� 8
� k(m) = 3k1(m) = 3(n−1)·3m+1
�

<�3�� %���	��� k(m)( ���� k(m + 1) %�� 
�� %� �	�&�	���3 @��&�3

k(m + 1) = 3(n−1)·3m+2
= 3(n−1)·3m+1·3 = (3(n−1)·3m+1

)3 = (k(m))3�
I�) � ���� x � y ���	���$ ��# ����# ����	��� M 3p"%�9�%���� ����	���

Dm (p < m)( � ����&3�$�� �	������� (2) � (3) %� &��� m = p '����	��� M
��
�������$�� & ����	��& 3pn+n+1"%�9�%����*�

8��( @&��1�� ϕ1(t) =

{
0, 0 � t � 1,

t, t > 1
� ϕ2(t) =

{
1, 0 � t � 1,

3tk(m), t > 1
%��	%"

�	�&3�$ �������� &�� ��&�� ����
	����
<�3�� ��&�	 ����
	��� f �����& Cn � C( ���� ��&
&���� ��&�	 ����
	���

�����& expn C � C�
�%����� �	�	% D

′
m ����	��& 3m"%�9�%���� � ������ expn C( ) ������$

{0}� I� � 
�� �����& Cn( ����L D
′
m =

k(n)⋃
j=1

(aj + D
′
m−1)( 
	 aj ∈ R

n 
�� j =

1, ..., k(n)� �%����� �	�	% p : Cn → expn C @������
����	���� 8
� p(Dm) =
D

′
m� ?�
����	��� g( �� � ��
����	��� f ( �&
&�� ��
&������ <��� g({0}) = 0�

=	 �# D
′
−1 = expn C1� +%����� ��
����	��� g|D′

−1
( ���#��3�� g(x) = f(y)( 
	

y ∈ Cn > 
���$�� ���� ����( ) p(y) = x�
8	�	� %����&�� ��
&�1�3� ����&����( ) ��
����	��� g|D′

i
��&
���	 
��

��� i < k� <�3�� ��
����	��� s( ��%���	�	 ��)	( %����� ��
����	��� g|D′
k

���L ��) x ∈ (aj + D
′
k−1)( � gk(x) = s(j) + gk−1(x − aj)�

��� ��� x � y( ) ���	���$ ����	��� D
′
m( ��	 ��%��� ����	���� 3m−1"

%�9�%����( ���%� g(x) �� g(y) ���	�����&�$ ����	��� Dmn+n−1 � �&
&�$ ���"
�&�����$ �	������� (2) � (3)� I�) � ���� x �� y ���	���$ 
��# ����	��� 3p"
%�9�%���� ����	��� D

′
m, p < m( � ����&3�$�� �� ���� �	������� ��� m = p�

��� ���� ��
����	��� g ����&�����&�$�� &��� ��&�� ����
	���( ����"
�& @&��1�� ϕ1 � ϕ2 �&
&�$ ���� ������( ) � 
�� ��
����	��� f �

#� )�*������� � �������� �������� =	 �# X > ������� ?�	
	� �� n"�&
��	�	�� Xn ������ X ��
��	��� 	������	������ ∼� ��� 1$�& x = (x1, ..., xn) ∼
y = (y1, ..., yn)( ��) ���&� �	�	������� σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} ����( ) xi =
yσ(i) ( 
�� ���� i = 1, . . . , n� �%����� �	�	% [x1, . . . , xn] ���� 	������	������(
) ������$ (x1, . . . , xn) ∈ Xn� =	 �# SPnX > @����"������( 	�	�	����� ��� �
����� 	������	������ [x] = [x1, ..., xn]�
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I�) X > �	������# ������( � �� ������ SPnX ��	
	� �	����&
d([x], [y]) = min

σ
max

i
d(xi, yi)�

<��� ���%���( ) �	%&�$����( 
�	
	�� ��)	 
�� �����&�1�� expn( �����
�&"
3�$�� � 
�� �����&�1�� SPn� 7��$� %����$� 1� �	%&�$���� �%���3
�&3�$�� ��
���� �����$�� @&������ �����	��� ��	�	�� � ���	���� R( ��	
	��# � ,M.�

=� %��	��	��� �@��&�3�� ����	%&L �	 ���&� ��&�� ����
	��� expn S �
expm S ��� n > m, 
	 S > &%����$�	�� ����
�����$( %���	�� � �	�	�� ��

6  !"#�$%#�&'(� )�*�+ ,'#-� ,�+ ."/'!-01� 2�+ 30� ,� ?@�ABCD EDFEGG�@HI �@JB K�LFECJ IMNOE
N@G N PQEIJ�B@ BA RCBDBS TU@HL�IVWXX YN@ ZNJV [QLL \ 5==5 \ ]BL ^7 \ _ 6 \  ̀ 8=�:= 

5 *'4"&� 5�'6! 7� YBNCIE EDFEGG�@HI BA DEJC�O IMNOEI �@JB [N@NOV IMNOEI TU@HL�IVWXX `CBO 
aD ZNJV bBO \ 5==7 \ ]BL 6>> \ _ < \  ̀ 57;<�57<8 

> ,� 30� cVE OBNCIE [NQD�YB@@EI OB@dEOJQCE ABC IMNOEI eV�OV NGD�J N Q@�ABCD EDFEGG�@H
�@JB K�LFECJ IMNOE XX &@SE@J ZNJV \ 5=== \ ]BL 6>< \_ 6 \  ̀ 5=6�5^= 

^ )�  !"#�$%#�&'(� )$89:6'6�; 6':'<'-8� == fQII�N@ ZNJV bQCSEgI \ 5=== \ ]BL 77 \ _8 \
 ̀ :6\668 

7 ��>���� ?�?�� ����@@�� ?�?� 0���� �������� 0�����h� 
�����	
"�� \ + � 6<;8 

8 A'1 B� &@GEi cVEBCg� YBNCIE REBDEJCg� N@G cBMBLBHg BA ZN@�ABLGI XX Y[Zb CEH�B@NL
YB@AECE@OE bEC�EI �@ ZNJVEDNJ�OI \ 6<<8 \ _ <= 

: ,!'9'( C� )$89:6'6�; �#("!�"#6$ D'! �#E#�61 -!'0:$�== jZb jEOJQCE kBJEI \ 6<<> \ ]BL 
6;5 \ _ 5 

; F!�G1! 2� kBCDNL AQ@OJBCI �@ OBNCIE ONJEHBCg XX aLHEFCN N@G l�IOCEJE ZNJVEDNJ�OI \ 5==7 \
_ ^ \  ̀68�5: 
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���h � �������h� ������� 
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