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f(z) =
∞∑

n=0

anzn ��
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�
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 � ����� DR = {z : |z| < R} ������� ��
���� ��� �!��� ���� ��
 "! �
���� ���#$�"% �� R
% 
 l � �!�
��
 ��&������
 �
 [0, R) �������� '������ f �
��(
�
)�#�� ������)* !�"� ��!+! l(������� ,�- � DR% ��.! ����) N ∈ Z+ �
��% .! ���
���	 n ∈ Z+ � z ∈ DR

|f (n)(z)|
n!ln(|z|) � max

{ |f (k)(z)|
k!lk(|z|) : 0 � k � N

}
. �/


�
�"��$� � �
��	 ����� N �
���
)�#�� l(������!" ������0 f � DR � &!��
�
)�#��
����� N(f, l; DR)� 1��
����� l(������� ���!0 ������0 !���"�)"! �
"��!* DR �
 C�
2��
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$!0 &�
�� 3 ����
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 �!�����)��� an% �
 ���	 ������� ��
 )

!�"� ��!+! l(������� � l(r) = β/(R−r)% �� β � 1 � ����� ����!% 
 �
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������ �� ./01 a0 �= 0 �
∞∑

n=1

|an|
|a0|R

n � α(R) < 12 �1 N(f, l; DR) = 0 3 l(r) =

=
1 + α(R)
1 − α(R)

1
R − r

45� 67�� r ∈ [0, R)�

���������� 4 !��
����� �/
 ��&���
)% .! N(f, l; DR) = N(ϕ, l; DR)% �� ϕ(z) = 1 +
∞∑

n=1

an

a0
zn� 5�� ��� ���	 z ∈ DR

1 − α(R) � 1 −
∞∑

n=1

|an|
|a0| |z|

n � |ϕ(z)| � 1 +
∞∑

n=1

|an|
|a0| |z|

n � 1 + α(R).

6!"� ��� �! �!+! z ∈ DR � ���	 k � 1

|ϕ(k)(z)|
k!

=

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫
|τ−z|=R−|z|

ϕ(τ)
(τ − z)k+1

dτ

∣∣∣∣∣∣∣ � max{|ϕ(z)| : z ∈ DR}
(R − |z|)k

�

� 1 + α(R)
1 − α(R)

1 − α(R)
(R − |z|)k

� 1 + α(R)
1 − α(R)

|ϕ(z)|
(R − |z|)k

,

�!��!

|ϕ(k)(z)|
k!

(
(R − |z|)(1 − α(R))

1 + α(R)

)k

�
(

1 − α(R)
1 + α(R)

)k−1

|ϕ(z)| � |ϕ(z)|,

������ ��&���
)% .! N(f, l; DR) = 0 � l(r) =
1 + α(R)
1 − α(R)

1
R − r
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�������� �� ����8 f(z) = 1+
∞∑

n=1
fnzn ! �9�5���:9� 6 14�9�:91�; /�;3� <;9/=�� �

∞∑
n=1

|fn| � α < 1� �14� f ! <;9/=�� 1>��?�91@1 l
�94�/7; N(f, l; D1) = 0 3 l(r) =
β

1 − r
2

4� β = (1 + α)/(1 − α)�

�������� �� ����8 f(z) = 1 +
∞∑

n=1
fnzn ! =�5� <;9/=��2 � R > 0 ! 416�5A9� :�751

��/�2 01
∞∑

n=1
|fn|Rn � α(R) < 1� �14� N(f, l; DR/2) = 0 3 l(r) ≡ 2

R

1 + α(R)
1 − α(R)

�

�
���&�
 ��!��"
 "! � ���� �!����!* �� � ��&
���% �!�� a0 = 0% �
� � � ��&
���%
�!�� a0 �= 0�


������ �� ����8 <;9/=�� B"C �9�5���:9� 6 /�;3� DR2 j = min{n � 1 : an �= 0} �
∞∑

n=1

(n + j)!
j!n!

|an+j |
|aj | Rn � αj(R) < 1� �14� N(f, l; DR) � j + J(R)2 4� l(r) =

1
R − r

45�

67�� r ∈ [0, R) � J(R) = min
{

k � j :
1 + αj(R)
1 − αj(R)

� (k + j)!
k!j!

}
�
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���������� 1����#�� aj �= 0 �

f (j)(z) = j!aj +
∞∑

n=j+1

n(n− 1) . . . (n− j + 1)anzn−j = j!aj

(
1 +

∞∑
n=1

(n + j)!
j!n!

an+j

aj
zn

)
,

�! N(f (j), l; DR) = N(ϕ, l; DR)% �� ��&�� ϕ(z) = 1 +
∞∑

n=1

(n + j)!
j!n!

an+j

aj
zn �% �� � �!��(

����� ��!��"� �% 1 − αj(R) � |ϕ(z)| � 1 + αj(R) ��� ���	 z ∈ DR�
�
��% �� � �!������� ��!��"� �% ��� �! �!+! z ∈ DR � ���	 k � 1 "
)"!

|ϕ(k)(z)|
k!

� 1 + αj(R)
1 − αj(R)

|ϕ(z)|
(R − |z|)k

,

�% !����#�� ϕ(k)(z) = f (j+k)(z)/j!aj% �! ��� �! �!+! z ∈ DR � ���	 k � J(R)

|f (j+k)(z)|
(k + j)!

� k!j!
(k + j)!

1 + αj(R)
1 − αj(R)

|f (j)(z)|
j!(R − |z|)k

� |f (j)(z)|
j!(R − |z|)k

,

�!��! ��� ���	 k � J(R)

|f (j+k)(z)|
(k + j)!

(R − |z|)k+j � |f (j)(z)|
j!

(R − |z|)j,

������ ��&���
) ���������#

|f (n)(z)|
n!

(R − |z|)n � max
{ |f (m)(z)|

m!
(R − |z|)m : 0 � m � j + J(R)

}
.
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�������� �� ����8 f(z) = z +
∞∑

n=2
fnzn ! �9�5���:9� 6 14�9�:91�; /�;3� <;9/=��

�
∞∑

n=1
n|fn| � α < 1� �14� f ! <;9/=�� 1>��?�91@1 l
�94�/7; N(f, l; D1) � 1 + J 2 4�

l(r) =
1

1 − r
� J = min

{
k � 1 :

1 + α

1 − α
� k + 1

}
�
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n=1
n|fn| � α < 1 ) �!��
��#!* ��� �!+!% .!� �������

f(z) = z +
∞∑

n=2

fnzn ���
 ����#�!* �! !&���!0 � !������!"� ����� ,/-�
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F (z) = F (α, γ; z) = 1 +
∞∑

k=1


k−1∏

j=0

j + α

j + γ


 zk

k!
, γ �= 0, −1 − 2, . . . .
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'������ F (α, γ; z) ) ���!* � �
�!�!�#��) ,8% 9� �:- ���������
�#�� ��������

zw′′ + (γ − z)w′ − αw = 0. �8


4 ��!��"� � � ,;- ��&���
) �
��< ��.! 0 < α � γ% �! ���!� ��
 +�&��+�!"������

������� �
 ��� 00 &!	���� ) ����#��"� �! !&����	 � D � ln MF (r) ∼ r &�� r → +∞%
�� MF (r) = max{|F (z)| : |z| = r}�
1�"� �����# l(������� ������0 F ����"! �!���� ��
�� �
�! �
 �"!�� 0 < α � γ�
=�.! ����� ak &!��
��"! ����!�!�� �!�����)��� ������0 F % �!

F (n)(z) =
∞∑

k=0

(k + n)!
k!

ak+nzk

�% !� �% F (n) ) !�"� ��!+! l(������� � G �!�� � ���#�� �!��% �!�� �
�!* ) �������

Fn(z) = 1 +
∞∑

k=1

(k + n)!
k!n!

ak+n

an
zk = 1 +

∞∑
k=1


n+k−1∏

j=n

j + α

j + γ


 zk

k!
. �;


=�.! &!��
��"! F0 = F % �! � F0 "
) �!�������� � ���&������ ��� �;
� 1����#��

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
n+k−1∏

j=n

j + α

j + γ

∣∣∣∣∣∣
1

k!2k
�

∞∑
k=1

1
k!2k

=
√

e − 1 < 1,

�!% ���!����!��*�� �
����!� / � R = 1/2% !���"�)"! �
�� ����� �����

��������� �� ./01 0 < α � γ2 �1 N(F (n), l; D1/4) = 0 (n � 0) 3 l(r) = 4

√
e/(2 −√

e)2 0 � r � 1/4�
>������"! �! !�"� ��!��� l(������� ������0 F � C \ D1/4� >����
���*�� F �

�������� �8
% ��� |z| � 1/4 "
)"!

|F ′′(z)|
2!(4γ + 4)2

� γ/|z|+ 1
2(4γ + 4)

|F ′(z)|
1!(4γ + 4)

+
α/|z|

2(4γ + 4)2
|F (z)| �

�
(

4γ + 1
8(γ + 1)

+
4γ

32(γ + 1)2

)
max

{ |F ′(z)|
1!(4γ + 4)

, |F (z)|
}

<

< max
{ |F ′(z)|

1!(4γ + 4)
, |F (z)|

}
.

��


=�.! &����
��"! F � �8
 � &�!���������*)"! m � 1 �
�% �! !���"
)"!

zF (m+2)(z) + (m + γ − z)F (m+1)(z) − (m + α)F (m)(z) ≡ 0, �?


������% �� ��.�% !��� �)"!

|F (m+2)(z)|
(m + 2)!(4γ + 4)m+2

�
(

4(m + γ) + 1
(m + 2)(4γ + 4)

+
4(m + γ)

(m + 2)(m + 1)(4γ + 4)2

)
×

× max
{ |F (m+1)(z)|

(m + 1)!(4γ + 4)m+1
,

|F (m)(z)|
m!(4γ + 4)m

}
<

< max
{ |F (m+1)(z)|

(m + 1)!(4γ + 4)m+1
,

|F (m)(z)|
m!(4γ + 4)m

}
.

��
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4 ��
 � ��
 ��+�! ��&���
)% .! N(F, l; C \ D1/4) � 1 � l(r) ≡ 4(γ + 1) (r � 1/4)�
��� �! �!+! ����!�
�!+! n � 1 � ���	 j � 0 � �!�!� �!��� �?
 !��� �)"!

zF (n+j+2)(z) + (n + j + γ − z)F (n+j+1)(z) − (n + j + α)F (n+j)(z) ≡ 0,

������% �� ��.�% !���"�)"!

|F (n+j+2)(z)|
(j + 2)!(4γ + 4n + 4)j+2

�
(

4(n + j + γ) + 1
(j + 2)(4γ + 4n + 4)

+
4(n + j + γ)

(j + 2)(j + 1)(4γ + 4n + 4)2

)
×

× max
{ |F (n+j+1)(z)|

(j + 1)!(4γ + 4n + 4)j+1
,

|F (n+j)(z)|
j!(4γ + 4n + 4)j

}
<

< max
{ |F (n+j+1)(z)|

(j + 1)!(4γ + 4n + 4)j+1
,

|F (n+j)(z)|
j!(4γ + 4n + 4)j

}
.

4����� ��&���
)% .! N(F (n), ln; C \D1/4) � 1 (n � 1) � ln(r) ≡ 4(γ + n + 1) (r � 1/4)�
1� �% �!�����! ����� �����


��������� �� ./01 0 < α � γ2 �1 N(F (n), ln; C \ D1/4) � 1 45� /1?91@1 n � 02
4� ln(r) ≡ 4(γ + n + 1) (r � 1/4)�

���
 �! &!�
�
�� ,�% 9�/8- �
��< ��.! l∗(r) � l∗(r) � N(f, l∗; G) � N % �!
N(f, l∗; G) � N � 6!"� � ����� ��# � � / ��&���
) ��!��"
�


������ �� ./01 ��������� 6��14?�91D @����@�1�����:91D <;9/=�D F (z) =
F (α, γ; z) 3�41615A9�E�A ;�16; 0 < α � γ2 �1 N(F (n), ln; C) � 1 45� /1?91@1
n � 02 4� ln(r) ≡ 4 max{√e/(2 −√

e), γ + n + 1}�
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