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��
 Λ = (λn) � ��������� �� +∞ ������������� �
������� � � �
� !λ0 = 0"#
S(Λ) � $��� %�� � �&��� ������


F (s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn}, s = σ + it, !�"

� µ(σ, F ) = max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0} � ��$� ����� 
 ��
� �&�' !�"� 	 (���
R)���&�$�� ��$� ������*� ��
�� ��� ������& qR = lim

σ→+∞
σ−1 ln ln µ(σ, F )�

+ ������ �� '��� �� an � λn# �� &$ � qR > 0 �# ��$�
��#
qR = +∞� ,�'��( �� ��$
- &$.� λn ln λn = o(ln (1/|an|)), (n → ∞)# ��# � $�)
� ����'�� /���'�' 0���� ��& ������(
��& R)���&�$'# ��� �'��� qR = 0� 1$.�
( λn ln λn = O(ln (1/|an|)), (n → ∞)# �� qR < +∞� 2��' �
�3������ '����� �����)
����� qR !�
�$���
������ qR" � ���'����& ���������4 ������������� (nk) ���'����� �
� �
� ��$�4# .� ln (1/|ank

|) = O(λnk
ln λnk

) !����������# ln (1/|ank
|) = o(λnk

ln λnk
)"

�� k → ∞� 5�(
# ������ ���� ���& �� ������(
��& .�������� ������������� (λnk
)#

��& &$�4 � $��'����& �
 � ��6
 � ���
�
� � ���������6
�� ��& $�
/�%������� ,�'��)
( ��# .� � ����*� �
�'�����' �� 0������ 7�8 � �� ��� ��$
- &$.� ln λn ∼ ln λn+1#

n → ∞# � lim
σ→+∞

λn ln λn

− ln |an| > 0# �� qR > 0� �
.� � ����6 
 �
�'����� � �� ��� �

�
��
� �

�© �������� ��	 
���
 ��	 ����



 !" #
�����	 $%&%#%'(� )����� *+#,-

������� �� ����- S∗(Λ) � S∗∗(Λ) ! ./�0� 1�/�� ��2�3 4����/� 567 ��.�8 9:8 3�2

�:3�2;:8 ln (1/|an|) = O(λn ln λn) (n → ∞) � ln (1/|an|) = o(λn ln λn) (n → ∞)� �:2�
<�:3�

lim
n→∞

ln λn+1

ln λn
< +∞ !�"

= ;�:>��2;:? � 2:0���;@:? 2/� �:A:8 9:> qR > 0 2/� .:B;:C D<;.1�C F ∈ S∗(Λ)8
� ��.:B ;�:>��2;:? � 2:0���;@:? 2/� �:A:8 9:> qR = +∞ 2/� .:B;:C D<;.1�C
F ∈ S∗∗(Λ)�

�� ��������� ������������ 9
�
� Ω ������ �� $��� ������ � �
�3�
(
� �
�� (−∞, +∞) /'�$%�
 Φ ��$ �# .� ������� Φ′ �������# �
�
�
����)� /
�
�%�
����
� ������� �� +∞ �� (−∞, +∞)� ��& Φ ∈ Ω �
��
 ϕ � /'�$%�&# �3
��
�� �� Φ′#
� Ψ(σ) = σ − Φ(σ)/Φ′(σ) � /'�$%�&# ���%�
����� � Φ �� 	�������� 2��� 7� ) �8
/'�$%�& Ψ �
�
�
����)� /
�
�%�
���� � ������� �� +∞ �� (−∞, +∞)# � /'�$%�& ϕ
�
�
�
����)� /
�
�%�
���� � ������� �� +∞ �� (0, +∞)�

��& Φ ∈ Ω �� 
�
��

G1(λn, λn+1, Φ) =
λn+1λn

λn+1 − λn

λn+1∫
λn

Φ(ϕ(t))
t2

dt, κn = κ(λn, λn+1, Φ) =

=
1

λn+1 − λn

λn+1∫
λn

ϕ(t)dt.

, �
��
� ��� �� 7�8 � �� ��� ��$
- &$.� ln |an| ≥ −λnΨ(ϕ(λn)) (n ≥ n0)# �� ��& ����
σ ∈ [ϕ(λn), ϕ(λn+1)] � n ≥ n0

Φ−1(ln µ(σ, F )) ≥ σ
Φ−1(G1(λn, λn+1, Φ))

κn
.

:� �'�� ��# .� Φ(σ) = eqσ (0 < q < +∞)� 2��� ϕ(x) =
1
q

ln
x

q
# Ψ(σ) = σ −

1
q
# xΨ(ϕ(x)) =

x

q
ln

x

eq
# κn =

λn+1 ln λn+1 − λn ln λn

q(λn+1 − λn)
− ln (eq)

q
# G1(λn, λn+1, Φ) =

=
1
q

λnλn+1

λn+1 − λn
ln

λn+1

λn
� Φ−1(G1(λn, λn+1, Φ)) =

1
q

ln
(

λnλn+1

λn+1 − λn
ln

λn+1

λn

)
− ln q

q
�

1$.� ln |an| ≥ −λn

q
ln

λn

eq
(n ≥ n0)# ln λn ≤ qσ + ln q ≤ ln λn+1 � λn+1 ≤

≤ λ1+β
n (β > 0)# ������'�� # .�

Φ−1(G1(a, x, Φ))
κ(a, x, Φ)

� ������� �� (a, +∞)# ��& ����
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n ≥ n0 ��
�( ��

ln ln µ(σ, F ) ≥

≥ qσ

{
ln

(
λnλn+1

λn+1 − λn
ln

λn+1

λn

)
− ln q

}
/

{
λn+1 ln λn+1 − λn ln λn

λn+1 − λn
− ln(eq)

}
≥

≥ qσ

{
ln

(
λnλ1+β

n

λ1+β
n − λn

ln
λ1+β

n

λn

)
− ln q

}
/

{
λ1+β

n ln λ1+β
n − λn ln λn

λ1+β
n − λn

− ln (eq)
}

=

=
qσ

1 + β

{
1 +

ln ln λn

ln λn
− ln (q/β)

ln λn
+

ln (eq)
(1 + β) ln λn

+ o

(
1

ln λn

)}
≥

≥ qσ

1 + β

{
1 +

ln σ + ln q

qσ + ln q
+

(
ln (eq)
1 + β

− ln
q

β

)
1

qσ + ln q
+ o

(
1
σ

)}
=

=
qσ

1 + β

{
1 +

ln σ

qσ
+

1
qσ

(
ln (eq)
1 + β

− ln
1
β

)
+ o

(
1
σ

)}
=

=
1

1 + β

{
qσ + ln σ +

ln (eq)
1 + β

− ln
1
β

}
+ o(1), σ → +∞. !�"

:� �'�� ��# .� � $��'����& '���� !�" � F ∈ S∗(Λ)� 2��� ��& �
&$ � � �
� β > 0

� q > 0 ����� λn+1 ≤ λ1+β
n � ln |an| ≥ −λn

q
ln

λn

eq
(n ≥ n0)� 2��' � !�" ��� �'���

�
�������� qR ≥ q/(1+β) > 0� 1$.� ( F ∈ S∗∗(Λ)# �� �
�������� ln |an| ≥ −λn

q
ln

λn

eq
���� ���� ��& 3'��)&$�*� q > 0 � ���� n ≥ n0(q)� 2��� � �
�������� qR ≥ q/(1 + β)
��� �'��� qR = +∞� ����������� '��� !�" ���
�
���

�� ��������� ��� !�������� ; $���� S∗(Λ) �
�3�������� '��� !�" ���
�
��#
� $�� ����'�� �
��� $' �(� ��
�
$
�� 7<8� 	
��
 �R = R)���&��$ ��$� ������*�
��
�� �&�' ������
 !�" � ν(σ, F ) = 
�*� %
������� 
 ���
$�� 2���

qR = lim
σ→+∞

σ−1 ln λν(σ,F ), �R = lim
σ→+∞σ−1 ln λν(σ,F )

�# &$.� λnj ≤ λω
nj+1

��& �
&$ � ���������������� (λnj ) � � ��� ω > 0# �� � 3 ��)
�� ���$' σj ��� 3$� %
��������*� ���
$�' ��$# .�3 λν(σj−0,F ) ≤ λnj ≤ λnj+1 ≤
λν(σj+0,F )# �����

qR ≤ lim
j→∞

ln λν(σj−0,F )

σj
≤ lim

j→∞
ln λnj

σj
≤ ω lim

j→∞
ln λnj+1

σj
≤ ω lim

j→∞
ln λν(σj+0,F )

σj
≤ ω�R,

��3�� qR ≤ �R lim
n→∞

ln λn

ln λn+1
� 1$.� �
�
� � 3
�
�� $�
/�%���� �&�' !�" ��$# .�3

ln |an| = −λn ln (λn/e)# �� F ∈ S∗(Λ)# �R = 1 � qR = 0 �� '��� # .� !�" �
 � $��'����&�
	
�3�������� '��� !�" � $���� S∗(Λ) ���
�
���

���
�
��# .� '���� !�" � �
�3������ � � $���� S∗∗(Λ)� :� �'�� ��# .� ���� �

� $��'����&# ��3�� ���'� ��������� ������������� (nk) ���'����� � � �
� ��$�# .�
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ln λnk+1/ ln λnk
→ ∞, k → ∞� ; 3
�
�� �������� ��������' �� +∞ �
�
�
����)

� /
�
�%�
���' /'�$%�� α ��$# .�3 α(ln λnk+1) ≤ ln λnk+1/ ln λnk
��& ���� k �

/'�$%�& Φ(σ) = exp{σα(σ)} ���
(��� �� $���' Ω# � $�
/�%���� �&�' ������
 !�"
� 3
�
�� ��$# .�3 ln |an| = −λnΨ(ϕ(λn))� 2��� Φ′(σ) = exp{σα(σ)}(α(σ)+σα′(σ)) =
= (1 + o(1))α(σ) exp{σα(σ)} (σ → +∞) � ��& ������(
��& �� ����� $ /'�$%�4 ϕ
��
3� �����&��� ����&��& σα(σ)+ln (α(σ)+σα′(σ)) = ln x� 0����&��$ σ = ϕ(x) %��*�
����&��& ���������&� '���' σα(σ) + ln α(σ) + o(1) = ln x (x → +∞) �# ��(
#

ln σ + ln α(σ) + o(1) = ln ln x, x → +∞. !<"

5�$���$ ln α(σ) = o(ln σ), σ → +∞# �� �����&��$ ����&��& !<" 3'�
�� 6'$�� '
� *�&��

ln σ = ln ln x − β, β = β(x) = o(ln ln x) (x → +∞). !�"

:�������&�� !�" � !<"# ��
�('��� β = ln α(eln ln x−β) + o(1) = ln α(ln x) + o(1)
(x → +∞)# ��3�� ln σ = ln ln x − ln α(ln x) + o(1) (x → +∞) �

ϕ(x) =
(1 + o(1)) ln x

α(ln x)
, x → +∞. !>"

5�$���$ (xΨ(ϕ(x)))′ = ϕ(x)# ��# � $�� ����'�� ���� �� ?������& � ���������6
�)
�& !>"# 3�� ��# .� �&� ������
 !�" � � 3��� � $�
/�%������ ���
( �� �� $���'
S∗∗(Λ)� , !>" � �� ��� ��$�(# .�

κnk
=

1 + o(1)
λnk+1 − λnk

λnk+1∫
λnk

ln x

α(ln x)
dx ≥ 1 + o(1)

α(ln λnk+1)
λnk+1 ln λnk+1 − λnk

ln λnk

λnk+1 − λnk

=

=
(1 + o(1)) ln λnk+1

α(ln λnk+1)
, k → ∞. !�"

, ��6�*� 3�$'# ��$���$ 7�8

ln µ(κn, F ) = −λnΨ(ϕ(λn)) + κnλn = G1(λn, λn+1, Φ) =
λn+1λn

λn+1 − λn
Ψ(ϕ(x))

∣∣λn+1

λn
,

� � �*�&�' �� !>"

Ψ(ϕ(x)) =
1 + o(1)

x

∫ x

x0

ϕ(t)dt =
(1 + o(1)) ln x

α(ln x)
, x → +∞,

��

ln µ(κnk
, F ) =

λnk+1λnk

λnk+1 − λnk

(
(1 + o(1))

ln λnk+1

α(ln λnk+1)
− (1 + o(1))

ln λnk

α(ln λnk
)

)
=

= (1 + o(1))λnk

ln λnk+1

α(ln λnk+1)
, k → ∞. !@"
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, �
�������

 !�" � !@" � �� ���# .�

ln ln µ(κnk
, F )

κnk

≤
ln λnk

+ ln
ln λnk+1

α(ln λnk+1)
+ o(1)

(1 + o(1))
ln λnk+1

α(ln λnk+1)

=

=
ln λnk

α(ln λnk+1)
ln λnk+1

+ o(1) ≤ 1 + o(1), k → ∞,

��3�� qR < 1� 	
�3�������� '��� !�" � $���� S∗∗(Λ) ���
�
���
5�$���$ max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0} ≥ max{|ank

| exp (σλnk
) : k ≥ 0}# �� �

�
��
� � �� ��� ��$
- &$.� ��& �
&$�4 ���������4 ������������� (nk) ���'����� �
� �
� ln λnk+1 = O(ln λnk

) � ln (1/|ank
|) = O(λnk

ln λnk
) �� k → ∞# �� qR > 0# �

&$.� ln λnk+1 = O(ln λnk
) � ln (1/|ank

|) = o(λnk
ln λnk

) �� k → ∞# �� qR = +∞�
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