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&)*(������ �+,���� -� �!" #�

��� �����

��� ����������	
 	 ��������� �������

	�������� ����������	�������

����� �����	�
 ���� ������

���������� �	
���	����� ���������� ����� ��	�	 ��	��	�

��� ��������������	� �� ����� ������ ���	��	

���������� 	
�����	��� � 	��
������ 
��������� �	���� ������	�	
∞∫
0

f(x) exp{sx}dF (x)� �� ������� f ���	��	 � �������	 �	 ������� �����������


�������� 	 ������� F ���������	� ���
	��	� ���������	 � ��
������	 �
�	�	

�	 [0, +∞)�

������� ����	� ������	�  	
�	�	!"���#�#��	� �	���� ������	�	  	
�	�	!

"���#�#��	�

�� ��	
� V � �
� ������ F � ����������	� ����
���	� ����������	 � ���� � ��

��	 �� 
�
 �
 [0; +∞)� !�"�
#��� #� �" W (F ) �
� ������ f � ����������	 �


[0; +∞)� ��������	 �
 ������ ���#������ � ����� � $
�	� %� ��$�& 
� '���&
�

($��)$)��

τ∫
0

f(x) exp{sx}dF (x) ����� ��* ���	 s = σ + it � τ ∈ [0; +∞)� +�$�& 
�

I(s) =

∞∫
0

f(x) exp{sx}dF (x) ,���-

�
"��
�$)�* ��$�& 
��� '
��
�
�($��)$)��
� .%� (λn) / " ��$
0#
 �� +∞ ���

���������$) ����������	 #���� ,λ0 = 0-� F (x) = n(x)� �� n(t) =
∑

λn≤t

1 / ���

#��)�
 �����* ���1 �����������$�� f / $

 ���������
 �
 [0, +∞) �����*� %�

�© ������� ��� 	
���
 �� ����
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f(λn) = an ≥ 0 ��* ���	 n ≥ 0� $�

D(s) := I(s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn} ,��2-

�  *��� �� �	�� " ������������ ��
"��
�� $
 ��������$
���

��* σ < σa� �� σa � 
�����
 
����0$��1 "������$�  *�� ,��2-� � ������ En(σ) =
En(D, σ) = inf

P∈Πk(λ)
{sup

t∈R

|D(σ + it) − P (σ + it)|}� �� Πk(λ) � �
� ���������
�)��	

��������� ��&�*��
k∑

n=1
an exp{sλn}�

3���� σa ∈ (−∞, +∞) �
"��
$����� 
������0 
����0$��1 "������$� ��$�& 
�


,���-� *%� ��� 
����0$�� "������ ��* σ < σa � 
����0$��  �"������ ��* σ > σa�

.%� ��$�& 
� ,���- 
����0$�� "������ ��* ����&� σ < +∞� $� � ���
��� σa =
+∞� .%� ��$�& 
� ,���- 
����0$��  �"������ ��* ����&� σ > −∞� $� � ���
���

σa = −∞�

��	
� 
�����
 
����0$��1 "������$� I(s) �$
����$) σa = 0� ��* σ < 0 � ������

Eτ (σ) = Eτ (I, σ) = inf
ω∈W (F )


sup

t∈R

∣∣∣∣∣∣I(σ + it) −
τ∫

0

ω(x) exp{(σ + it)x}dF (x)

∣∣∣∣∣∣

 .

!�"�
#��� #� �" Rτ (σ) = Rτ (I, σ) =
∞∫
τ

f(x) exp{σx}dF (x) "
��4� ��$�& 
�


'
��
�
�($��)$)��
 ,���-�

5 6�7 ��*  *��� �� �	�� " ���)���0 
������0 
����0$��1 "������$� �$ ��
�� $
�

����� En(σ)8

|an+1| exp{σλn+1} ≤ En(σ) ≤
∞∑

k=n+1

|ak| exp{σλk}. ,��9-

� 62�97 "
"�
#��� "��*"� ��� 
����$�$�#���� ���������*�� "
��4� Rn(σ) =

Rn(D, σ) =
∞∑

k=n

ak exp{σλk}  *�� �� �	�� ,��2- $
 ��&� ��������$�� an� "����� "

�&�*�� �
 ,��9-� �$ ��
�� "��*"� ��� 
����$�$�#���� ���������*�� En(σ) � an�

:�$
 �
4�1 � 
�� ; �$ ��
$� 
�
��&�  �"��)$
$�� " 6��2�97 ��* ��$�& 
���

'
��
�
�($��)$)��
� "� ��
� �$ ��
��* ����� Eτ (σ) "�� 	� � "��"�� 
 $
�� "��*"�

� ��� 
����$�$�#���� ���������*�� Eτ (σ) $
 ������0 f(x)�

�� ������ Eτ (σ) ����� � ������

����� �� ./� 01�� σ < 0 � 2/� 01�� �3435 x > τ 0�53678�91� 6���06�1�9

Eτ (σ) ≥ c(x)f(x) exp{σx}, ,2��-

2� c(x) = F (x) − F (x − 0).
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���������� .%� x �� � $�#�0 �$ ��
 �����1 F (x)� $� �� �����$) ,2��- �#�����
�

��	
� x = x0 ; $�#
 �$ ��
� ! ������ IM (s) =
M∫
0

f(x) exp{sx}dF (x)�

M > x0� <��� ��* ���)�*�&� ��$�& 
�

τ∫
0

ω(x) exp{sx}dF (x) (ω ∈ W (F )) � ��* ���	

M > τ �$ ������

IM (σ + it) −
τ∫

0

ω(x) exp{(σ + it)x}dF (x) =

M∫
0

ϕ(x) exp{itx}dF (x),

��

ϕ(x) =

{
f(x) exp{σx}, x > τ,

(f(x) − ω(x)) exp{σx}, 0 ≤ x ≤ τ.

=
��
����� %� �����* ϕ(x) �������
 �
 ������ ���#������ � ������ ��	
�

ε > 0 $
�� %� (x0 − ε; x0 + ε) ⊂ (0; M)� ! ������

Ωε,M = [0; M ] \ (x0 − ε; x0 + ε), F0(x) = F (x) − c(x0)H(x − x0),

�� H(x) =

{
1, x ≥ 0,

0, x < 0.

<���

M∫
0

ϕ(x) exp{itx}dF (x) =

=
∫

Ωε,M

ϕ(x) exp{itx}dF (x) +

x0+ε∫
x0−ε

ϕ(x) exp{itx}dF (x) =

=
∫

Ωε,M

ϕ(x) exp{itx}dF (x) + c(x0)ϕ(x0) exp{itx0} +

x0+ε∫
x0−ε

ϕ(x) exp{itx}dF0(x).

,2�2-

= �������� �����1 F0(x) ������
�� %� F0(x) �� �
� �$ ��
 � $�#�� x0� $���∣∣∣∣∣∣
x0+ε∫

x0−ε

ϕ(x) exp{itx}dF0(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ sup

(x0−ε; x0+ε)

{|ϕ(x) exp{itx}|}(F0(x0 + ε + 0) − F0(x0 − ε − 0)) = o(1), ε → +0.

,2�9-
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5 
	���0#� ,2�2- � ,2�9-� 
 $
�� $�� ��� >����� �$ ������

1
2T

T∫
−T




M∫
0

ϕ(x) exp{itx}dF (x)


 exp{−itx0}dt =

=
1

2T

T∫
−T




∫
Ωε,M

ϕ(x) exp{itx}dF (x)


 exp{−itx0}dt+

+
1

2T

T∫
−T

c(x0)ϕ(x0) exp{itx0} exp{−itx0}dt + o(1) =

=
∫

Ωε,M

ϕ(x)


 1

2T

T∫
−T

exp{it(x − x0)}dt


 dF (x) + c(x0)ϕ(x0) + o(1) =

=
∫

Ωε,M

ϕ(x)
sin T (x − x0)

T (x − x0)
dF (x) + c(x0)ϕ(x0) + o(1).

,2�?-

=
��
����� %� ϕ(x)
sinT (x − x0)

T (x − x0)
=⇒ 0 � � T → ∞ �
 ������� Ωε,M � <���� �� *�

����0#� ε → 0� " ,2�?- ��� �����

lim
T→∞

1
2T

T∫
−T




M∫
0

ϕ(x) exp{itx}dF (x)


 exp{−itx0}dt =

= c(x0)ϕ(x0) = c(x0)f(x0) exp{σx0}, xo > τ.

=�����

|c(x0)f(x0) exp{σxo}| =

∣∣∣∣∣∣ lim
T→∞

1
2T

T∫
−T




M∫
0

ϕ(x) exp{itx}dF (x)


 exp{−itx0}dt

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣
M∫
0

ϕ(x) exp{itx}dF (x)

∣∣∣∣∣∣ = sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣IM (σ + it) −
τ∫

0

ω(x) exp{(σ + it)x}dF (x)

∣∣∣∣∣∣ .

,2��-
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@���)� σ < 0� $�

|IM (σ + it) − I(σ + it)|=
∣∣∣∣∣∣

M∫
0

f(x) exp{(σ + it)x}dF (x)−
∞∫
0

f(x) exp{(σ + it)x}dF (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∞∫

M

f(x) exp{σx}dF (x) = o(1), M → ∞.

<���

sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣IM (σ + it) −
τ∫

0

ω(x) exp{(σ + it)x}dF (x)

∣∣∣∣∣∣ −→

−→ sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣I(σ + it) −
τ∫

0

ω(x) exp{(σ + it)x}dF (x)

∣∣∣∣∣∣ , M → ∞.

= ,2��- �
���

c(x0)f(x0) exp{σx0} ≤ sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣I(σ + it) −
τ∫

0

ω(x) exp{(σ + it)x}dF (x)

∣∣∣∣∣∣
��* ����&� ��$�& 
�


τ∫
0

ω(x) exp{sx}dF (x)� x0 > τ � 
 "����� ������
� �� �����$)

,2��-� <�� ��� � ���������

����� �� ./� 01�� σ < 0 0�53678�91� 6���06�1�9

Eτ (σ) ≤ Rτ (σ).

����������

Eτ (σ) ≤ sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣I(σ + it) −
τ∫

0

f(x) exp{(σ + it)x}dF (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ sup
t∈R




∞∫
τ

f(x) exp{σx}dF (x)


 = Rτ (σ).

<�� ��� 2 ���������

= $�� ��� 2 ������
�� %� ����������* 
����$�$�#��&� ���������* Eτ (σ) "���
��$)�* �� ����������* 
����$�$�#��&� ���������* Rτ (σ)�
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��  !��"#�#�$� "���%&��' ����(�� Rτ (σ)� . � � 6?7 � ������

µ(σ) = sup{f(x) exp{σx} : x ≥ 0}, σ ∈ R.

<��� 
�� µ(σ) < +∞ ��* ���	 σ ∈ R� 
�� µ(σ) = +∞ ��* ���	 σ ∈ R� 
�� ����� #����

σµ $
�� %� µ(σ) < +∞ ��* ���	 σ < σµ � µ(σ) = +∞ ��* ���	 σ > σµ�

. � � 6�7 ��* σµ = A #� �" Ω(A) ��"�
#��� �
� ���
$��	 ����������	 �


(−∞, A) ������ Φ $
�	� %� ��	���
 Φ′ � ���� � ���0� ���
$��0 � " ��$
0#�0

�� +∞ �
 (−∞, A) ������0� ��* Φ ∈ Ω(A) ��	
� ϕ / �����*� ��� ���
 �� Φ′� 

Ψ(σ) = σ − Φ(σ)/Φ′(σ) / �����*� 
�������
�
 " Φ "
 �)0$�����

:�  �"&�*�
$����� ��4� ���
�� σµ = 0 � σµ = +∞�

����� �� ����: F ∈ V ; σµ = 0 � Φ ∈ Ω(0)� <5=3 ln µ(σ) ≤ Φ(σ) 2/� 01��

σ ∈ [σ0, 0) � ln F (x) = o(x|Ψ(ϕ(x))|) ��� x → +∞; �3 2/� σ ∈ [σ0, 0)

ln (Rτ (σ)e|σ|τ ) ≤ (1 + o(1))τ |Ψ(ϕ(τ))|, τ → +∞.

���������� @���)� ln µ(σ) ≤ Φ(σ) ��* ���	 σ ∈ [σ0, 0)� $� ln f(x) ≤ Φ(σ)− σx ��*

���	 x ≥ x0 � σ ∈ [σ0, 0)� =����� ��* σ = ϕ(x) �$ ������

ln f(x) ≤ Φ(ϕ(x)) − xϕ(x) = −x

(
ϕ(x) − Φ(ϕ(x))

Φ′(ϕ(x))

)
= −xΨ(ϕ(x)), x ≥ x0.

<���

Rτ (σ) ≤
∞∫

τ

exp{−xΨ(ϕ(x)) + σx}dF (x) ≤

≤
∞∫

τ

F (x) exp{−xΨ(ϕ(x)) + σx}(ϕ(x) + |σ|)dx ≤

≤ |σ|
∞∫

τ

F (x) exp{−xΨ(ϕ(x)) + σx}dx ≤

≤ |σ|
∞∫

τ

exp{(1 + ε)x|Ψ(ϕ(x))| − |σ|x}dx, τ ≥ τ0(ε).

=
 � 
����� '���$
�* ��� �����

lim
τ→+∞

∫ ∞
τ exp{−(1 + ε)xΨ(ϕ(x)) − |σ|x}dx

exp{−(1 + ε)τΨ(ϕ(τ)) − |σ|τ} = lim
τ→+∞

1
(1 + ε)ϕ(τ) + |σ| =

1
|σ| .

@$���

ln (Rτ (σ)e|σ|τ ) ≤ (1 + 2ε)τ |Ψ(ϕ(τ))|, τ ≥ τ1(ε).

= �&�*�� �
 �����)���$) ε� $�� ��� 9 ���������
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����� )� ����: F ∈ V ; σµ = +∞ � Φ ∈ Ω(+∞)� <5=3 ln µ(σ) ≤
≤ Φ(σ) 2/� 01�� σ ≥ σ0 ≥ 0 � ln F (x) = o(xΨ(ϕ(x))); x → +∞; �3 2/� σ ≥ σ0

ln Rτ (σ) ≤ −(1 + o(1))τΨ(ϕ(τ)), τ → +∞.

���������� . � � ��������� $�� ��� 9� �$ ������

Rτ (σ) ≤
∞∫

τ

F (x) exp{−xΨ(ϕ(x)) + σx}(ϕ(x) − σ)dx ≤

≤
∞∫

τ

F (x) exp{−xΨ(ϕ(x)) + σx}ϕ(x)dx ≤

≤
∞∫

τ

exp{−(1 − ε)xΨ(ϕ(x))}ϕ(x)dx =

=
1 + o(1)
1 − ε

exp{−(1 − ε)τΨ(ϕ(τ))}, τ → +∞,

$���

ln Rτ (σ) ≤ −(1 − 2ε)τΨ(ϕ(τ)), τ ≥ τ0(ε).

= �&�*�� �
 �����)���$) ε� $�� ��� ? ���������

!�"�
#���

∆F (τ) =
∫

[τ, τ+1)

dF (x).

����� *� ����: F ∈ V ; σµ = 0; f(x) → +∞ (x → +∞) � 2/� 230�/963>3 a ∈ [0, 1)

ln f(x + a) − ln f(x) → 0, x → +∞. ,9��-

�32� 2/� 01�� σ < 0

lim
τ→+∞

ln (Rτ (σ)e|σ|τ )
ln f(τ)

= 1 + lim
τ→+∞

ln ∆F (τ)
ln f(τ)

. ,9�2-

���������� @���)� σ < 0� $�

Rτ (σ) ≥
∫

[τ, τ+1)

f(x)eσxdF (x) ≥ eσ(τ+1) inf
[τ, τ+1)

f(x)∆F (τ)

� " �&�*�� �
 ,9��-

ln (Rτ (σ)e|σ|τ ) ≥ σ + o(1) + ln f(τ) + ln ∆F (τ), τ → +∞,
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"����

lim
τ→+∞

ln (Rτ (σ)e|σ|τ )
ln f(τ)

≥ 1 + lim
τ→+∞

ln ∆F (τ)
ln f(τ)

. ,9�9-

= ��4�&� ����

Rτ (σ)e|σ|τ =
∞∑

k=0

e|σ|τ
∫

[τ+k, τ+k+1)

f(x)eσxdF (x) ≤
∞∑

k=0

sup
[τ+k, τ+k+1)

f(x)∆F (τ + k)eσk.

,9�?-

= ,9��- ������
�� %� ��* ����&� ε > 0 � ���	 τ ≥ τ0(ε)

sup
[τ+k, τ+k+1)

ln f(x) ≤ ln f(τ + k) + ε ≤ ln f(τ) + (k + 1)ε.

.%�

h := lim
τ→+∞

ln ∆F (τ)
ln f(τ)

< +∞,

$� ln ∆F (τ) ≤ h1 ln f(τ) ��* ���	 h1 > h � ��* ���	 τ ≥ τ0(h1)� <��� " ,9�?- �$ ������

Rτ (σ)e|σ|τ ≤
∞∑

k=0

eεf(τ + k)f(τ + k)h1eσk ≤ eε
∞∑

k=0

f(τ)1+h1e(1+h1)kεeσk ≤

≤ eεf(τ)1+h1

∞∑
k=0

e((1+h1)ε−|σ|)k =
eεf(τ)1+h1

1 − e(1+h1)ε−|σ|

"
 ����� (1+h1)ε < |σ|� "���� " �&�*�� �
 �����)���$) ε � h1 ��� ����� �� �����$)

lim
τ→+∞

ln (Rτ (σ)e|σ|τ )
ln f(τ)

≤ 1 + h, ,9��-

*
 � �#������0� *%� h = +∞� = ,9�9- � ,9��- �
��� ,9�2-� <�� ��� � ���������

?�70�@�66�  � = $�� �� �� 2 � � ������
�� %� "
 ���� ,9��- � f(x) → +∞
(x → +∞)� ��* ���	 σ < 0 �����0$)�* �� �����$�

1 + lim
τ→+∞

ln c(τ)
ln f(τ)

≤ lim
τ→+∞

ln (Eτ (σ)e|σ|τ )
ln f(τ)

≤ 1 + lim
τ→+∞

ln ∆F (τ)
ln f(τ)

.

�� A�5��B5 ��<�; C������� A�A� �� 
� ����
��1  *��� �� �	�� ���������
�)�

���� ���&�#���
�� AA 5���� ')���� ���$�� (� � ��	���
$�/ �BBB�/ 5��� �9�/ (�9��

9B�
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�
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