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�� ������������ ������� ���������  � !�"��� # $$ ����%��&� � 7 ��$� 
)���� ���
�	� Ω ⊂ Rn ��
�� C∞ �������
.$� �#�"�� ����	#��#� ������#� ����
	��

L(x,D) =
∑

|γ|≤2m

aγ(x)D γ ,

	��	� 	
�#�! 5� Re a(x, ξ) = Re
∑

|γ|=2m

aγ(x)ξ γ > 0 ��# ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn\{0}

	
 x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω � ��
)
.$� &���'�� aγ(x) ��$�)��#$#! 
 ��# |γ| = 2m
���������#$# � Ω�

3�*
� θ ∈ (0, 1)! L1 8 �������#&����'�
�"�#� ����
	�� �� �#$����$ [a1(x, ξ)]θ !
�� Re a1(x, ξ) = Re

∑
|α|≤2m

a1α(x)(−iξ)α > 0 ��# ξ ∈ Rn\{0} 	
 x ∈ Ω ! a1α ∈ L∞(Ω) �

&���'�� a1α(ξ) ��# |α| = 2m ���������� � Ω! L1v = F−1
x→ξ[[a1(x, ξ)]θFξ→z ]v�

3�*
� �
 $�)� S = ∂Ω �#��
���� ����
	��#

Bj(x,D) =
∑

|γ|≤kj

bj,γ(x)D γ , bj,γ ∈ C2m−kj (∂Ω), j = 1, . . . ,m

� �#�	�$
 {Bj(x,D)}m
j=1 ���$
�"�
 %�#��! �
���! �9(�

:�������$� �
$����#� ����
	��

(Av)(x) = L(x,D) v(x),

�
�
�#� � ����	��� V0 = Lp(Ω) %1 < p <∞( �
 5��"��$� �������	���

V1 = D(A) = W 2m
p,{Bj}(Ω) :=

{
v ∈ W 2m

p (Ω) : Bj(x,D)v |∂Ω= 0; j = 1,m
}
.

;�	 W 2m
p (Ω) < ����	�� =����.�
! �������	�� W 2m

p,{Bj}(Ω) �
$����#� � W 2m
p (Ω) � �
 

�����#� ���� ���$�+� 3
 5��"��$� � Lp(Ω) �������	���

Vθ = H2mθ
p,{Bj}(Ω) :=

{
v ∈ H2mθ

p (Ω) : Bj(ξ,D)v | ∂Ω = 0; j = 1,m
}

� ���$�+ ����	��� �������#* ��	��'�
��� H2mθ
p (Ω) ������� 2mθ �
�
$� �
$����#�

� Lp(Ω) ����
	��

X : H2mθ
p,{Bj}(Ω) −→ Lp(Ω), Xu = L1u ∀u ∈ H2mθ

p,{Bj}(Ω)

%�
��
)#$�! 5� �������	�� H2mθ
p,{Bj}(Ω) �
$����#� � H2mθ

p (Ω)(�
7���$� %�#�� �����"	
	# =��� �9!�( 	
��> ��5� ��� ���$
�"��� �#�	�$#

{Bj(x,D)}m
j=1 �#����+	"�� ��������	�

kj < 2mθ − 1/p ∀j = 1, . . . ,m, %�(

	� ��
����.	"�� ���$��&��$ �
�
*��#* ����	����

H2mθ
p,{Bj}(Ω) � [

Lp(Ω),W 2m
p,{Bj}(Ω)

]
θ
,
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�� ���
�
 ���$�)�#� ����	�� � ���
��#��$ θ! �����)��#� $�	���$ ��$��������
��	������'�� �
�# V =

{
Lp(Ω), W 2m

p,{Bj}(Ω)
}
� 4
��
)#$�! 5� H2mθ

p,{Bj}(Ω) = D(Jθ) .
���
�	+ �#��
����� ��������� �	����� ����
	��


J =
[
E10 − (−∆)1/2

]2m : W 2m
p,{Bj}(Ω) −→ Lp(Ω)

%�#�� �9! 0���1(� ?� �
. �$��� �� ����
	��
 A �
�	����
	# �����"	
	# �0!1 ��� ��	�� 
����'�+ ������#$# �	�����$# ����
	�����

3�*
� f ∈ C
(
[0, T ];W 2m

p,{Bj}(Ω)
)
! g ∈W 2m

p,{Bj}(Ω). :������
.$� ��
���� �
�
��

∂u

∂t
= Lu+ L1u+ f(x, t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ], %0(

Bju |S = 0, j = 1, . . . ,m, u(x, 0) = g(x), x ∈ Ω,

��� $�)�
 �
�#�
	# � �#����� 
��	�
�	��� �
�
�� ��2�

dv(x, t)
dt

=
(
A+X

)
v(x, t) + f(x, t), v(x, 0) = g(x). %1(

4
&����.$� ����#� ��	 ω0 ∈ (π/2, π) � ���	
�#$� ��$� � ��$�������� ���5#�� C

�
$����#� ���	�� � �#����	�+ 	����+
{
0
}

� ���� �
$#�
���! ����������

Λ0 :=
⋃ {

reiω : r > 0, ω ∈ [−ω0, ω0]
}

� Λ := Λ0

⋃{
0
}
.

��� �����"���� �#��
 a > 0 ����
�
.$� Λ−a := Λ \ {
λ ∈ C : |λ| ≤ a

}
.

3�*
� �
� ����$ C �
�
�� �
�� �
�
*��#* ����	����
(
V0, ‖ · ‖0

)
	


(
V1, ‖ · ‖1

)
�

���������#$ � 5��"�#$ ���
�����$ E10 : V1 → V0.
@���� A ����
�
.$� ��
� 	
�#* ����
	���� A : V1 	−→ V0! �����"���	
 ��#*(

λE10 −A
)−1

. �#��
����+ 	
 �����$���� ��$�)���+ �
 ���$�+ L(V0;V1) �	������
���* �#��� λ ∈ Λ! 	��	�

A :=
{
A ∈ L(V1;V0) : sup

λ∈Λ

∥∥(
λE10 −A

)−1∥∥
L(V0;V1)

= K(A) <∞
}
.

4
��
�#$�! 5� ��� �����"���� ����
	��
 A ��
�� A ����. �������#� A−1 ∈ L(V0, V1)�
��)�� � ����
	���� A ∈ A $�)�$� 	�
�	��
	# �� ����$�)��#� ������#� ����
	��
�
� �
�
*��#$ ����	���$ V0 �� 5��"��+ ���
�	+ �#��
����� V1 = D(A)� �
�� ��� 
�
�
.$� �����

	 (A) := {λ : (λE10 −A
)−1 ∈ L(V0;V1)} � σ(A) := C \ 	 (A)

���������� �����"���	�� $��)#�� � ����	� ����
	��
 A�
A���
	��# ��
�� A ����$� �
�#�
	# .�/�0���123��� 0�����0���� 4�567�3080

���9 r(A) := sup
{

Re λ : λ ∈ σ(A)
}

�
� ����	���$ V0�
:����"���	�+ ����
	��
 A �
�� �
�#�
.$� ����
	������
��� &���'�+ 	 (A) 


λ 	−→ (
λE10 − A

)−1 ∈ L(V0;V1). 7#���#�	����
	#$�$� �����"	
	# � ����
��� 
�� �B� 4�#�
��� ) �����"���	�+ �
�#�
+	" ����
	������
��� &���'�+ �#�����
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R(λ,A) := E10

(
λE10 − A

)−1 ∈ L(V0), ����#���! 	
��) �#��
���� ��� ���* �# 
��� λ ∈ 	 (A)� � �
2#* ����
�����* ��� ��$�)��#$ �������#$ �� ����
	��
 A
����$�.	"�� ����
	�� E10A

−1 ∈ L(V0)�
A����"�# ������� ����
	��#! ��� $
+	" ������)�+ �����"���	�� $��)#��! .

�
$����#$# ��! 	� ��
� A ���
�
.	"�� � �
$����#* ����
	���� �
� ����	���$ V0�
;�$� ��� ���" ����� ����
	��
 A �� '"��� ��
�� ����	� σ(A) �
$����#�! 
 �����" 
���	�
 $��)#�
 	 (A) . �����#	�+ �
 ��$�������� ���5#�� C� �� 	��� ) &���'��
R(λ,A) 
�
��	#��
 � 	 (A)� ,�
�#�"�� ���+����� σ(A) ⊂ C \ Λ, �� $��)#�

���
�
 �����#	
� 4 ������ �
 �
$������	" ����	�
 �����# �#��#�
.! 5� 	#� r(A)
�����"���� ����
	��
 A ��
�� A . �
���
��� �#���$ ����.$�#$� ���$ 	���! �
�)�#
����. 	
�� �
��)�� ��� ����
	��
 A �#��� a! 5� 0 < a < −r(A)! Λa ⊂ 	 (A).

4
�
��$ %�#�� �C( ������#� ����
	�� A �
� �
�
*��#$ ����	���$ V0 �
�#�
+	"
���	���
�"�#$! ��5� ����+	" 	
�� �	
�� ω0 ∈ (π/2, π)! β ∈ R 	
 C > 0! 5� β +
Λ0 ⊂ 	 (A), ‖R(λ,A)

∥∥
L(V0)

≤ C
|λ−β| ��# λ ∈ β + Λ0. A	)�! �����"�#� ���	���
�"�#�

����
	�� �������+ �
$���+ ����#	"�� �� ����
	��
 ��
�� A�

:���9;�33� %D(� 3�*
� 5��� ����
	��
 L(x,D) ��� ���" ����� ��	
 ω ∈
[−ω0 , ω0]! �� ω0 ∈ (

π/2, π
)
! �#����+	"�� �$��# D�$��
 a(x, ξ) �= eiω ��� ���" 

����� ω ∈ [−ω0, ω0]E ��� �����"����� ���	��
 µx! ��	#����� � 	��'� x ∈ ∂Ω! 	

���$
�"���� �� S � '�� 	��'� ���	��
 νx ��)�#� ������$ C 
 z → a(x, µx +z νx)−λ!
�� λ ∈ lω = {reiω : r > 0}! $
. ����� m ������� z1(λ, µx) , . . . , zm(λ, µx) � ���
	��+
�����+ �
�	#��+! ��# '"�$� ������$# {bj (x, µx + z νx)}m

j=1 ������� ���
��)�� �


$�����$
m∏

j=1

[z − zj(λ, µx)]E �#����+	"�� ��������	� %�(�

4����� � �0!1 �
 ��#��5���� %D( ����. 	
�� �#��� β ∈ R! 5� ���	�� Λa �
��)#	"
�����"���	��� $��)#�� ρ(A+ βE10) ����
	��
 A+ βE10 �

sup
λ∈Λa

∥∥E1θ((λ − β)E10 −A)−1
∥∥
L
(
Lp(Ω),B2mθ

p,q,{Bj}(Ω)
) := Ka <∞,

sup
λ∈Λa

∥∥λR(λ,A + βE10)
∥∥
L
(
Lp(Ω)

) := Ca <∞;
%9(


 ��5� ��� ����
	��
 X �#����.	"�� �$��


sup
λ∈Λa

∥∥XR(λ,A+ βE10 +XE1θ)
∥∥
L
(
Lp(Ω)

) := δ < 1, %�(

	� ���	�� Λa ��)#	" � �����"���	��� $��)#�� 	(A + XE1θ + βE10) ����
	��

A+XE1θ + βE10 � ��
�#�"�
 ��������	"

sup
λ∈Λ1

∥∥λR(λ,A + βE10 +XE1θ)
∥∥
L
(
Lp(Ω)

) ≤ Ca

1 − δ
, %B(

����
	��# A1 = A+ βE10 	
 A1 +X |W 2m
p,{Bj}(Ω) �
��)
	" ��
�� A� 4 �����"	
	�� �0

�#��#�
. 	
�
 	����$
�

'(��(�� �� <� ����9;�33� %D( ��� f ∈ C
(
[0, T ];W 2m

p,{Bj}(Ω)
)
= g ∈W 2m

p,{Bj}(Ω) �.397

75�3�> �0?46�?0/ u ∈ C
(
[0, T ];W 2m

p,{Bj}(Ω)
) ⋂

C1
(
[0, T ];Lp(Ω)

)
?�5�@� A�B�
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)� ��*�"+(��� ����%��&� �*� ��& ��$ ������ ��,�� @#��� a > 0 	
 �#���
c : π/2 < ω0 − c < π ���	
�#$� � �����������	" �����#	� ��$������� ���
�	�

Λc := C \ [{lω : ω ∈ [−ω0 + c, ω0 − c ]} ∪ {0}],

Λc
a := C \

[{
lω : ω ∈ [ − ω0 + c, ω0 − c

]} ⋃{
λ : |λ| ≤ a

}]
,

Λc
−a := C \ [{lω : ω ∈ [ − ω0 + c, ω0 − c ]} \ {λ : |λ| ≤ a}],

��! �� � �#5�! ��	 ω0 : π/2 < ω0 < π �#��
�
. ���	�� Λ :=
{
lω : ω ∈ [−ω0, ω0]

} ⋃ {
0
}
�

A���#���! 5� C \ Λ ⊂ Λc, C \ Λa ⊂ Λc
a, C \ Λ−a ⊂ Λc−a, ��# c = 0 ��
�#�"��

������	� Λ0 = C \ Λ, Λ0
a = C \ Λa, Λ0

−a = C \ Λ−a.
4
&����.$� �
�� �	���� ���
	�� c : π/2 < ω0−c < π� :������
.$� 
������ H(Λc

−a)
	
 
������ H(Λc

a) &���'��! ����$��&�#* ���������� � Λc−a! Λc−a 	
 ���������#* �


�
$#�
��� ���
�	� � ���$�+ ‖ϕ‖−a :=
1
π

∫ +∞

a

Mϕ(r)
dr

r
+ sup

λ∈Λc
−a

∣∣ϕ(λ)
∣∣ %����������

‖ϕ‖−a :=
1
π

∫ +∞

a

Mϕ(r)
dr

r
+ sup

λ∈Λc
a

∣∣ϕ(λ)
∣∣(� 7��#�#�
 m−a(ϕ) := sup

λ∈Λc
−a

∣∣ϕ(λ)
∣∣ . ����� 

$����+ ���$�+ � 
������ ���* 
�
��	#��#* &���'�� � ���
�	� Λc−a 	
 ���������#* �

�
$#�
��� Λc−a! ��# '"�$� 	
��+! 5� m−a(ϕ) ≤ ‖ϕ‖−a ��� ���* ϕ ∈ H(Λc−a)� A	)�!
��5� ϕn < &���
$��	
�"�
 �����������	" � H(Λc

−a) �	������ ���$# ‖ · ‖−a! 	� ���


&���
$��	
�"�
 �	������ ���$# m−a� D 	�$� �� ��
�#'� ϕ
‖·‖−a= lim

n→∞ϕn
m−a= lim

n→∞ϕn

	
��) ���� &���'�.+ 
�
��	#���+ � ���
�	� Λc
−a 	
 ����������+ �
 �� �
$#�
���

Λc−a! ��#��$� 	
��+! 5� ‖ϕ‖−a <∞� ;��	�! 
�����
 H(Λc
−a) < �
�
*��
�

F����	#��
 ��
�#'� �
�
*��#* 
����� H(Λc
0) :=

⋃
a>0

H(Λc−a) , ���	
 �
 �#��
$#

a > 0 � ���	
	�"� $
���� ����� ����! . 	����������+ 
������+ � ���
�
.	"�� �
&���'��! ����$��&�#* � ��)��� � ���
�	�� Λc

−a 	
 ���������#* � �
$#�
���* Λc−a

%��� $��	�	" ����#� ���� 	���#
{
0
}
(� /� �#��� � �������#! ��
�#�"�#$ . ���+�����

H(Λc
0) ⊂ H(Λc) :=

⋂
a>0

H(Λc
−a)�

:�������$� ���	�� Γa,ω := Γ+
a,ω

⋃
Γ−

a,ω

⋃
Γ0

a ! �� �#��
 ω : ω0 − c ≤ ω ≤ ω0 	

a > 0 &�����
�� � ���	�

Γ+
a,ω :=

{
reiω : r ≥ a

}
, Γ−

a,ω :=
{
re−iω : r ≥ a

}
, Γ0

a :=
{
aeiτ : τ ∈ [

ω, 2π − ω
]}
.

3�*
� A 8 �
$����#� ������#� ���	���
�"�#� ����
	�� ����.$���� 	#�� � ��$ 
�������$� �
�
*���$� ����	��� (V0, ‖ · ‖0) �� 5��"��+ ���
�	+ �#��
����� V1! 	��	�
A ∈ A� 4����� � �9 ��� ϕ ∈ H(Λc) %�	)�! ��� ϕ ∈ H(Λc

0)( ����. 	
�#� ���	��
Γa,ω ⊂ 	 (A)! 5� ��� �����"���� �#��
 t > 0 &��$��


ϕ(tA) :=
1

2πi

∫
Γa,ω

ϕ(tλ)R(λ,A) dλ, %�(

��
 �� �
��)#	" ��� �#���� � ���	��� �#��
 a � ��	
 ω! ������
��� �#��
�
. ��$� 
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$��&��$

H(Λc) 
 ϕ(tλ) 	−→ ϕ(tA) ∈ H
(A)

%C(


�����# ��
����#* 
�
��	#��#* &���'�� �
 ��$�	
	#��� 
������ L(V0)
⋂L(V1) 

��
��#* &���'�� ����
	������ 
���$��	�

H
(A)

:=
{
A 
 tA 	−→ ϕ(tA) ∈ L(V0)

⋂
L(V1) : ϕ ∈ H(Λc)

}

� ”��	������“ �#��
���#$# 
�����#��#$# ����
'��$# $��)���� ϕ(A) · ψ(A) =
(ϕ · ψ)(A) 	
 ���
�
��� � $��)���� �
 ��
���# αϕ(A) + βψ(A) = (αϕ + βψ)(A) ���
���* &���'�� ϕ, ψ! ��
����� α, β ∈ C � ����
	���� A ∈ A� 6�$�$��&��$ %C( �������� 
�#� � 	
��$� �����> ��5� � 
������ H(Λc) �����������	" &���'�� ϕn $
. ��
�#'+

lim
n→∞ϕn

H(Λc)
= ϕ! 	� ��� ���" ����� ����
	��
 A ∈ A $
.$� lim

n→∞ϕn(A)
L(Vj)= ϕ(A) �


���$�+ 
�����# L(Vj)! j = 0, 1 ��� ���* ����
	���� A ∈ A�
�
�� �
�� ��$������#* �
�
*��#* ����	���� V0 � V1 � ���������#$ � 5��"�#$

���
�����$ E10 : V1 	−→ V0 ����$� ��������� ����
�
	# ����.+ ��	���+ V :=
(V0, V1)� =�������	" ���* 	
�#* ��$�)��#* ������#* ����
	���� T : V0 → V0! 5�
T (V1) ⊂ V1 �	���+. �
�
*��� 
������ L(V ) < ��$�)��#* ������#* ����
	���� �
� �
 
�
*���+ �
��+ V �	������ �����$����� ����
	����� ���$#

∥∥T∥∥
L(V )

:= max
j=0,1

∥∥T∥∥
L(Vj)

,

�� ‖ · ‖L(Vj) �����$���
 ���$
 � 
������ L(Vj) 8 ��$�)��#* ������#* ����
	���� �
�
�
�
*��#$ ����	���$ Vj 	
 j = 0 , 1� 4
��
)#$�! 5� ����������	" ���$#

∥∥T∥∥
L(V1)

�#��#�
. � �����������	� ���
����� E10 	
 	����$# ��� �
$����#� ��
&���

�����(��� �� :�0��C3�� ��0.�0�0� D�3��040E A�3����01�F�>30EB ���� (V0, V1)
3�?�4�7�2.� ��/�> D�3���4 ��0.��� X= ;0 V0 ∩ V1 ⊂ X ⊂ V0 ∪ V1�

4
��
)#$�! 5� V1 ⊂ X ⊂ V0 ��� ���$�)���� ����	��� X ! ��5� V1 5��"��
���
���#� � V0! � ��� ���
����� �����������

�����(��� )� :��4�123�� ��0��C3�� ��0.�0�0� 51� D�3��040E ���� (V0, V1) 3�

?�4�7�2.� ��0��C3�> ��0.��� U F�7E ����= 51� �/080 4�/0397�2.� 053� ? 9�04G

 B U = V1H
�B 51� 504�123080 ε > 0 �.397 ��/� .��1� Cε > 0= ;0 ||x||U ≤ ε||x||V1 + Cε||x||V0 �

,�#��
��$ U . ��	������'���#� ����	�� � ���
��#��$ θ ∈ (0, 1) ��� �
�# (V0, V1)
%�#�� �1(�

4 �0 �#��#�
. 	
��> ��5� U < ��
�#�"�#� ���$�)�#� ����	�� �
�# V ! 	� ���
��)���� ����
	��
 A ∈ A ����. 	
�� �#��� δ(A) > 0! 5� ��� ���" ����� ����
	��

X ∈ L(U, V0) � ���$�+ ‖X‖L(U,V0) < δ(A) �#����.	"�� A+X |V1∈ A� 4����#! �����$
!
��# ϕ ∈ H(A)

ϕ(A +X) − ϕ(A) ∈ H
(A)

, X ∈ L(U, V0) : ‖X‖L(U,V0) < δ(A).

?�� &
�	 �
. �$��� �
����
�#	# ��
�
�"����� ��*����� ��� &���'�� ����
	������

���$��	� ϕ(A) ∈ H

(A)
%�#�� �0( 	
 �#��
�#	# ����
	��# �#&����'�+�
��� ���
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3�*
� �
�� U = Vθ <��	������'���#� ����	�� ��� �
�# (V0, V1) 8 ���
�	" �#� 
�
����� ����
	��
 (−J)θ %�����$
 Vθ = H2mθ

p,{Bj}(Ω) (� ?� ��
�#�"�#� ���$�)�#�

����	�� �
�
*���� �
�#
{
V0;V1

}
%�#�� �1(! ��#��$� 	��� V1 ⊂ Vθ ⊂ V0�

�#&����'�+�
���$ � �
���$� �
�
���� ����
	��
 X ∈ L(U ;V0) �
�#�
.$� �0!�
�#��
���#� �
 
������ H(A) ������#� ����
	�� �#�����

DX : H(A) 
 ϕ(A) 	−→ ϕ′(A)
[
X

] ∈ L(V0), ∀A ∈ A.

?��� �	����� �#&����'�+�
��� � �
���$� X ∈ L(U ;V0) 	
��) �#��
�
.$� �
 
������
H(A) �� ������� ����
	��# �#�����

Dk
X : H(A) 
 ϕ(A) 	−→ ϕ(k)(A)

[
X, . . . ,X︸ ︷︷ ︸k

] ∈ L(V0), ∀A ∈ A, k ∈ N.

G�������	" ����
	���� �#&����'�+�
��� Dk
X �#��#�
. �� ������� �* �#��
������

?� ����
	��# ������+	" ���
	����+ ��
�	#���	+ ���
��
�	���	� �	������ ����
'��
$��)���� � 
������ H(A) ���

7�
*���+�# ��
�	#���	" �����������	� ��$�$��&��$� � 
�����# 
�
��	#��#*
&���'�� H(Λc) �
 
������ ����
	���#* &���'�� H(A)! �
)�$�! 5� �����������	"
ϕn(A) ∈ H(A) ����
.	"�� � 
������ H(A) �� &���'�� ϕ(A) ∈ H(A)! ��5� ���
��)���� ����
	��
 A ∈ A �
 ���$�+ ����
	����� 
�����# L(V0) �#����.	"��
lim

n→∞ϕn(A) = ϕ(A)� ?� . ”��	�����
“ ���)���	" ����
	���#* &���'�� � �* ���
�	�
�#��
������

F� �����"	
	�� �0!� �#��#�
. 	
��> ��5� U < ��
�#�"�#� ���$�)�#� ����	��
�
�
*���� �
�# V 	
 ϕ(A) ∈ H(A)! 	� ��� ���" ��#* ����
	���� A ∈ A 	
 X ∈
L(U ;V0) ����. 	
�� ���
	�� �#��� δA,X ! 5� �
 ���$�+ L(V0)

ϕ(A + tX)
L(V0)
=

∞∑
k=0

Dk
tX

k!
ϕ(A), ∀ t ≤ δA,X , %�(

��#��$� ���)���	" ���� 
����+	�
 	
 �����$���
 �
 �#��
$# t : 0 ≤ t ≤ δA,X �
7#��
���
 ����$ %�( �
� 
������+ H(A) ��������	


eDtX :
[
0, δA,X

] 
 t 	−→ eDtX ϕ(A) :=
∞∑

k=0

Dk
tX

k!
ϕ(A)

������. ����������+ ��
�	#���	+ eD(t+s)X = eDtX eDsX ��� ���* t, s, t+ s ∈ [
0, δA,X

]
!

	
 ��
�#�"�� ����
)����

Dk
Xe

tA[X, . . . ,X ] =
1

2πi

∫
Γa,ω

etλE10(λE10 −A)−1
k−1∑
n=0

[XE1θ(λE10 −A)−1]kdλ,

�� E1θ : V1 −→ Vθ 8����
	�� ���
������ ��� �����"���� X ∈ L(Vθ, V0) � �����"��+
���$�+ ‖X‖
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A+X ∈ A � Λ ⊂ 	(A+X) ∩ 	(A) %�#���0(�

7����$� ����
�����

Gl−1 =
l−1∑
k=0

etDk
X =

1
2πi

l−1∑
k=0

∫
Γa,ω

etλE10(λE10 −A)−1
∞∑

k=0

[XE1θ(λE10 −A)−1]kdλ,

ul(t) = Gl−1(t,X)g +
∫ t

0

Gl−1(t− τ,X)f(τ)dτ, l = 1, 2, . . . . %�H(

'(��(�� )� ����> A ∈ A= D(A) = V1= Vθ 
 ��0��C3�> ��0.��� ? �0/�?3�/0�
θ ∈ (0, 1) D�3��040E ���� (V0, V1)= X ∈ L(Vθ , V0)= f(t) ∈ C([0, T ], V1)= g ∈ V1= u(t)"
�0?46�?0/ ?�5�@�

du

dt
= (A+X)u+ f(t), u(0) = g. %��(

�.397 ��/� 505��3� .��1� C = C(A,X)= ;0 ���4�123� 0F�3/�

sup
t∈[0,T ]

||u(t) − ul(t)||V0 ≤ C

2l−1
[||g||V0 +

∫ T

0

||f(t)||V0dt], l = 1, 2, . . . . %�0(

���������� 4����� � �0 ��� ���* f ∈ C([0, T ], V1)! g ∈ C1([0, T ], V0) ����. .�#�#�
��������� u ∈ C((0, T ], V1) ∩ C1((0, T ), V0) �
�
�� %��(� I��� $�)�
 ���
	# � �#�����

v(t) = et(A+XE1θ)g +
∫ t

0

e(t−τ)(A+XE1θ)f(τ) dτ, %�1(

�� �������
 $
. ����
)����

et(A+XE1θ) =
∫

Γa,ω

etλE10(λE10 −A−XE1θ)−1 dλ

	
 Γa,ω ∈ 	(A+XE1θ)� 4 	�	�)���	�

(λE10 − (A+XE1θ))−1 = (λE10 −A)−1[E00 −XE1θ(λE10 −A)−1]−1, %�9(

�� E00 : V0 −→ V0 8 	�	�)�� ������
)����! ����)�.$�

(λE10 − (A+XE1θ))−1 =
l−1∑
k=0

(λE10 −A)−1[XE1θ(λE10 −A)−1]k +

+
∞∑

k=l

(λE10 − A)−1[XE1θ(λE10 −A)−1]k.

A�	
��� ��$
 ����� �
$��# ������� �����$����
��� �
���
. �#�����



�&2&3& 2'4 56�,4,,4 � )-7�2(208757,96&'.,0: 2(2&,/(: $>@

∞∑
k=l

(λE10 −A)−1[XE1θ(λE10 −A)−1]k =
∞∑

k=0

(λE10 −A)−1[XE1θ(λE10 −A)−1]k+l =

= [E00 −XE1θ(λE10 −A)−1]−1[XE1θ(λE10 −A)−1]l.

4
�	�����+�# &��$��� %�9( �����! $
	#$�$�

(λE10 − (A+XE1θ))−1 =
l−1∑
k=0

(λE10 −A)−1[XE1θ(λE10 −A)−1]k + %��(

+(λE10 − (A+XE1θ))−1[XE1θ(λE10 −A)−1]l.

4
�	�����+�# �� '�.� 	�	�)���	� ��	���
�
1

2πi

∫
Γa,ω

etλ . . . dλ! ����)�.$�

∥∥[et(A+XE1θ) −Gl−1(t,X)]g
∥∥

V0
= %�B(

=
∥∥∥[ ∫

Γa,ω

etλ

2πi
E10[λE10 − (A+XE1θ)]−1

[
XE1θ(λE10 −A)−1

]l
dλ

]
g
∥∥∥

V0

.

4
�#��.$�

E10[λE10 − (A+XE1θ)]−1 = [E10(λE10 −A)−1][E00 −XE1θ(λE10 −A)−1]−1 =

= E10(λE10 −A)−1
∞∑

k=0

[XE1θ(λE10 −A)−1]k.

4
 �$��#
||XE1θ(λE10 −A)−1|| ≤ δ, %��(

��
*���+�# ���
��)���	" ����
)���� �������# ��� �#���� �
�
$�	�
 a � ���	���
��	�����
���! ������� �� �� ����)�.$�

‖E10[λE10 −A−XE1θ]−1‖L(V0) ≤
≤ ‖E10(λE10 −A)−1‖L(V0)

∑∞
j=0 ‖XE1θ(λE10 −A)−1‖j

L(V0)
≤

≤ C0Ka(A)
∑∞

j=0 δ
j = C0Ka(A)

1−δ ,

�� C0 =
1
π

∫ ∞

− cos ω

e−s

s
ds +

π − ω

π
! Ka(A) = sup

λ∈Λa

∥∥λE10

(
λE10 − A

)−1∥∥
L(V0)

�

;�$� �'��+.$� ��
�� �
�	#�� %�B( ��
C0Ka(A)

1 − δ
δl||g||V0 � A	)�!

∥∥[et(A+XE1θ) −Gl−1(t,X)]g
∥∥

V0
≤ C0Ka(A)δl

1 − δ
||g||V0 . %�C(
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4 �����������	� ���
����� V1 ⊂ V0 �#��#�
. �����
��� ��	���
�

t∫
0

||f(t)||V0dt� ;�$�

∥∥∥
∫ t

0

[et−τ (A+XE1θ) −Gl−1(t− τ,X)]f(τ)dτ
∥∥∥

V0

≤ C0Ka(A)δl

1 − δ

∫ t

0

‖f(τ)‖V0dτ. %��(

4
�#2
.	"�� ���
�
	# �#���
��� �$��# %��(� ,�# D(X) = Vθ � �0 ��������
��������	"

‖(λE10 −A)−1‖L(V0,Vθ) ≤ C′

|λ|1−θ
, ∀λ ∈ Λ0,

�����# ��# λ ∈ Γa,ω

‖XE1θ(λE10 −A)−1‖L(V0) ≤
≤ ‖X‖L(Vθ,V1) · ‖(λE10 −A)−1‖L(V0) ≤ C′

|λ|1−θ ‖X‖L(Vθ,V1) ≤
C′||X||L(Vθ,V1)

a1−θ �

7#�#�
+�# a1−θ = 2C′||X ||L(Vθ,V1)! ����)�.$�

||XE1θ(λE10 −A)−1||L(V0) ≤ 1
2
, ∀X ∈ L(Vθ, V0).

A	�)! � %�C(! %��( $�)�
 ���	# δ = 1
2 � ,���
�
.$� C = C(A,X) = C0Ka(A) ��#

�#��
��$� �#5� a� ;����$� ���������

-� ��*�"+(��� ����%��&� &������$ ������� :�������$� �
�
�� %0(� 7#���#� 
	���+�# ��
�	#���	� ����
	��
 �#&����'�+�
���! &��$��� %�1( ��������� �
�
��
��2� %1( %
 �	)�! � �
�
�� %0(( $�)�
 ���
	# � �#����� ���)���� � V0 ����

v(t) = G(t,X)g +
∫ t

0

G(t− τ,X)f(τ)dτ, %0H(

��

G(t,X) :=
1

2πi

∫
∂Λ

etλE10(λE10 −A)−1
∞∑

k=0

[XE1θ(λE10 −A)−1]kdλ. %0�(

� ��H ������
�� �����
��� 	
 ��
�	#���	� &���'�� 6���
 Γ(x, y, t) ����������� %0(
���������� �
�
�������� ��
����� �
�
���

'(��(�� -� ����> 4�/0397�2.� ����9;�33� %D(= u(x, t) " �0?46�?0/ ?�5�@� A�B ���

f ∈ C
(
[0, T ];W 2m

p,{Bj}(Ω)
)
= g ∈W 2m

p,{Bj}(Ω)=

ul(x, t) =
∫

Ω

l−1∑
k=0

Γk(x, y, t)g(y)dy +
∫ t

0

∫
Ω

l−1∑
k=0

Γk(x, y, t− τ)f(y, τ)dydτ, l = 1, 2, . . . ,

%00(

5� Γ0(x, y, t) = Γ(x, y, t)= Γk(x, y, t) =
∫ t

0

∫
Ω

Γk−1(x, z, t − τ)L1zΓ(z, y, τ) dz dτ =

k = 1, 2, . . .. �05� �.397 ��/� 505��3� .��1� C= ;0

sup
t∈[0,T ]

∥∥u(t) − ul(t)
∥∥

Lp(Ω)
≤ C

2l−1

[
‖g‖Lp(Ω) +

∫ T

0

‖f(t)‖Lp(Ω)dt
]
, l = 1, 2, . . . . %01(
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���������� 7�
*���+�#! 5� �
�
�� %0( $�)�
 �
�#�
	# � �#����� 
��	�
�	��� �
�
��
��2� %��(! �'���� %01( ����)�.$� � 	����$# 0� 4
�#2
.	"�� ���
�
	#! 5� �
��#)�� 
�� %�H( $�)�
 �
�#�
	# � �#����� %00(�

:�������� �
�
�� %��( ��# f = 0 $
. �#����

u = eAtg =
1

2πi

∫
Λ−β

eλtE10(λE10 −A)−1g dλ. %09(

4
��
)#$�! 5� ������ � ��H ��������� ����������� %0( ���������� �
�
�������� ��
 
����� �
�
��

u(x, t) =
∫

Ω

Γ(x, y, t)g(y) dy, %0�(


 	
��) E10(λE10 − A)−1g(x) =
∫

Ω

G̃λ(x, y)g(y) dy! �� G̃λ(x, y) 8 &���'�� 6���
 �� 

�������� ����	#���� ��
����� �
�
��

λu− Lu = 0, x ∈ Ω, Bju |S = 0, j = 1, . . . ,m.

7���$� ��H! 5� G̃λ(x, y) =
∫ ∞

0

e−λτΓ(x, y, τ) dτ � A	)�!

1
2πi

∫
Λ−β

eλtE10(λE10 −A)−1g dλ =
∫

Ω

Γ(x, y, t)g(y) dy. %0B(

7#����+�# ����	�������

1
2πi

∫
Λ−β

eλtE10(λE10 −A)−1g dλ =

=
1

2πi

∫
Λ−β

eλt

∫
Ω

(∫ ∞

0

e−λτΓ(x, y, τ) dτ
)
g(y) dy dλ =

=
∫

Ω

[ 1
2πi

∫
Λ−β

(∫ ∞

0

eλ(t−τ)Γ(x, y, τ)dτ
)
dλ

]
g(y) dy =

=
∫

Ω

[ 1
2πi

∫
Λ−β

(∫ t

0

eλτΓ(x, y, t− τ)dτ
)
dλ

]
g(y) dy

	
 ��
*���+�# %09(! %0B(! ��� ���* x, y ∈ Ω! t ∈ [0, T ]! ����)�.$�

Γ(x, y, t) =
1

2πi

∫
Λ−β

G̃λ(x, y) dλ =
1

2πi

∫
Λ−β

(∫ t

0

eλτΓ(x, y, t− τ) dτ
)
dλ. %0�(
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1
2πi

∫
Λ−β

eλtE10(λE10 −A)−1g dλ =
∫

Ω

( 1
2πi

∫
Λ−β

eλtG̃λ(x, y) dλ
)
g(y) dy. %0C(
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[ 1
2πi

∫
Λ−β

eλtE10(λE10 −A)−1XE1θ(λE10 −A)−1g dλ
]

=

=
∫

Ω

[ 1
2πi

∫
Λ−β

eλtG̃λ(x, y)XE1θ(λE10 −A)−1g(y)dλ
]
dy =

=
∫

Ω

[ 1
2πi

∫
Λ−β

( ∫ t

0

eλτΓ(x, z, t− τ)dτ
)
XE1θ(λE10 −A)−1g(z)dλ

]
dz =

=
∫

Ω

[ ∫ t

0

Γ(x, z, t− τ)XzE1θ

( 1
2πi

∫
Λ−β

eλτ (λE10 −A)−1g(z)
)
dλ)dτ

]
dz =

=
∫

Ω

[ ∫ t

0

dτΓ(x, z, t− τ)L1z

∫
Ω

Γ(x, z, τ)g(y)dy
]
dz =

=
∫

Ω

[ ∫ t

0

dτ

∫
Ω

Γ(x, z, t− τ)L1zΓ(x, z, τ)dz
]
g(y)dy =

∫
Ω

Γ1(x, y, t)g(y)dy,

�� Γ1(x, y, t) =
∫ t

0

∫
Ω

Γ(x, z, t− s)Γ(z, y, s)dzds�
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[ 1
2πi

∫
Λ−β

eλt(λE10 −A)−1(XE1θ(λE10 −A)−1)kg dλ
]
(x) =

∫
Ω

Γk(x, y, t)g(y)dy,

��
*��#$�

[ 1
2πi

∫
Λ

eλt(λE10 −A)−1(XE1θ(λE10 −A)−1)k+1g dλ
]
(x) =

=
[ 1
2πi

∫
Λ−β

eλt(λE10 −A)−1(XE1θ(λE10 −A))kXE1θ(λE10 −A)g dλ
]
(x) =

=
∫

Ω

[ ∫ t

0

Γk(x, z, t− s)XzE1θ

( 1
2πi

∫
Λ−β

eλt(λE10 −A)−1dλ
)
ds)g

]
(z)dz =

=
∫

Ω

[ ∫ t

0

Γk(x, z, t− s)L1z

(∫
Ω

Γ(z, y, s)g(y)dy
)
ds

]
dz =

=
∫

Ω

[ ∫ t

0

ds

∫
Ω

Γk(x, z, t− s)L1zΓ(z, y, s)dz
]
g(y)dy =

∫
Ω

Γk+1(x, y, t)g(y)dy.
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CDE FGHIJK�H�LM GN LDE KGOPQJRM IJHOE SRGKHET NGR SJRJKGH�U EVOJL�GP W�LD
SFEOQGQ�XEREPL�JH LERT �F EFLJKH�FDEQ� CDE EYJUL EFL�TJLEF GN �LF FGHOL�GP
F JSSRGY��
TJL�GP KM TEJPF ZP�LE �LERJL�GPF GN [REEP
F NOPUL�GP �F NGOPQEQ�
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