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 ����������	� ��� � ������������ �! "��#�����! 	$%��
������& '��� �$'���� (� �������
���� ����� )%�(� ����$�*��� 	(�(�	(�*�� ��� ��
 (
 $�	(��� �����(�+ ,� �$�	 '��� -�"����� %�"������� ��(��� .��'�&/ �����(%�*�
��� -%�����	
��� %�#�� �� � �����(��� �0�� 1�$�%�*�� ,��
��	(
 %�"$���� '���
��'�& 	�((��� ��%�"�!�(
	! �� ��$������� (��%�(�*���� �����%���
���� %�"$��
���+ "��%��� ��� (�� "���� ����� #��	(�� 2��%�(�*�� %�"��
(�(�+ !�� �� ����

����������	�+ "����� (
 '��� �$'������

3�4� 5��*�% �6� 	(��%�� ����� ��(�+ �	�-����	( !���� � ���	(%��(����� $��
#� .�� ������ �� %�"��
(�(�� �%������ �7�/+ "��!�� !���� �! ��%����� ���	�
$%�'�	�� �(%��� (
 !��� 8�%���� �! '��� �$'����+ �������
���� ���� (� ��$��
������ ��$�(��� ����	(�%�� 9�	(�	�����! '
��� ��(�� � ����� ����������	� ���
�� ����� %�"��
(�(� ����

� '�� $%�'� $%�$������ ���� ��(� ������� '�� ��'�& ���%���� ��$������
$%�'�	�� St " ��"�������� $%�%�	(���+ ��-�%���� (%���(�%�& !���� � %�"%�������
:��
��	(
 �������%���� %�"$���� $%�'�	� St 	$��� "� 	(�$������ "������+ !���
��� ”����� #��	(�“� ;��� ��%�"������� ��(��� Bt ���� '����� ����$�����+ "� 	(��
�� 	(���� ��	�(���� �� (����� (B,S)�%���� ��(��� 3�4� 5��*�%� �! $�����
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�� ���	� "�-��<!"��
 �! �$'����� ��%�$��	
���� (�$� -�� $�-������ �������
���
���+ "������ ����*��� ��$������� ��$�(��� (� '��� �$'����� ��!���	(
 �������
�
���� ���� �� $�	(��� 	(��%����(�+ ,� "������ '��� -�� 	$%������� �

�� ���� ������ ��������� ������ =�"��!���� ���� '� ��(����+ !��
��-����(
	! ��$�%�%��� " *�	�� �� 	���*����� *�	����� ��(�%���� [0, T ). ��#��
��%�"������ ��(�� ���� '����� "� "������

Bt = B0e
rt, t ∈ [0, T ), .�/

� Bt > ��$�(�� �� -�����	
���� %�#���� � �����( *�	� t? r > -�����	
�� ��	�(����
	(����� ����"��*���	(
 � '�� ����� (B,S)�%���� "���(
	! �����%��	��� $%�	(��
%�� {Ω1,F1, P1} � ;��� %�"������� ��(��� -���� ���� ��(� ��$������ $%�'�	��

St(ω) = S0e
rte

t
(

sqrt2δ−σ2
2

)
+σWt(ω)−δζt(ω) = S0e

rte
t
(√

2δ−σ2
2

)
−ξt(ω)

. .0/

2�( St > '��� %�"������� ��(��� � �����( *�	� t? δ > 0+ σ > 0 > �!�� $�%���(%�+
,� ��"��*� (
	! �! ������� %�"������� ��(��� ��%��� � � '�� $%�'� ����� (
	!
"������? $%�'�	

ξt = −σWt + δζt .6/

� 	��� ��"������# $%�'�	�� -%�����	
���� %�#� Wt (� ���	(�%���
���
1
2 �	(������

$%�'�	� @��� ζt� ��! ζt $%����
�� ���	(���	(


E1e
−aζt = e−

√
2at, a > 0, .7/

� E1 > ��(���(�*�� 	$������! � $%�	(�%� {Ω1,F1, P1}� 9 .7/ ��$�����+ ,�
{ St

Bt
,Fξ, t > 0} A ��%(������ B(��+ (B,S)�%���� -�"�%-�(%������ ��#�� ��$��(�

$� �$'���� "�� (
	! 8���'�� 

fT (ω) = f(ST (ω)), ω ∈ Ω1.

)� ����� π %�"����(
	! �����*�� 	���8����	���� 	(%�(���! ����	(�%�+ !��
�$�	��(
	! $�	������	( $�% {γπ

t , β
π
t }t∈[0,T ]+ .� γ

π
t > ���
��	(
 ��'�� � $�%(8���+ �

βπ
t > ���
��	(
 ��%�"������� ��(���? {γπ

t , β
π
t } ,� ��"��� (
 $�%(8����/+ (���+ ,�

����*��� ��$�(��� � �����( T ��������! �$'���� "�����
�!� ��%����	(


Xπ
T = γπ

TST + βπ
TBT � f(ST ).

2�( f(ST ) > ����*��� "�-��<!"���!� 3������
��� ����� π∗ -���� ��"���(� ��
����*�� 	���8����	���� 	(%�(��� ����	(�%�+ !�� $�%��(
 (���� ��$�(�� Xπ∗

T �
�����( T ��������! �$'����+ ,� ����� ��$���� Xπ∗

T � Xπ
T �! -�
�!���� ������

���� π�
3�(� ����& $%�'� > $�-����(� (��%� ���(%��(�� " �$'������ �! �$'����� C��

%�$��	
���� (�$�� 4��%�	(����	! ��(��� 3�4� 5��*�%�+ ��������� � �6�� ��! '
��
�� 	$�*�(�� ��� ���	(%��'� �$�������� �����%��	���� $%�	(�%��

�� ���������� � ��� ������ ������� ���	 ��� ���� ����������� ����������� � ���� ��!�" #$%	
�� �����&���� ���" ���� �����' ����������
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�� ����������� ������������� �������� ������� ���� �������� ��#�� "��

��� �!�� %�"-�((! {α} = {aα
i }k(α)+1

i=1 *�	����� ��%�"�� [0, T )+ 0 = aα
1 < aα

2 < . . .
< aα

k(α)+1 = T � =�"��!���� 	��< $%�	(�%�� ������(�%��# $��� Ωi = [0, T ), -�%��

���	
��# σ�����-% �� ��# F0
i = B([aα

i , a
α
i+1)) (� �! ������� i = 1, k(α) > $�(��

σ�$�����-% F0
i D

F0,t
i =




{∅, [0, T )} , 0 � t � aα
i ,

B([aα
i , t]), aα

i � t � aα
i+1,∨

t∈[aα
i ,aα

i+1)

B([aα
i , t]) = F0

i , aα
i+1 � t � T.

B"��*��� ����� $%�	(�% Ωα =
k(α)∏
i=1

Ωi !� $%!��� �-�(�� ��$�����# ���$����( (�

F0
α = σ

( k(α)∏
i=1

F0
i

)
, F0,α

α = σ
( k(α)∏

i=1

F0,t
i

)
> �������
�� σ�����-%�+ $�%����� $%!����

�-�(����� 3�%� �� ����%���� $%�	(�%� {Ωα,F0
α} "���(
	! �� �������# ����!�

A1 × ...×Ak(α), Ai ∈ F0
i , E $�(�� $%������(
	! � �!��& ��%� Pα �� F0

α "� (��%��
�� F���	���2��*��

Pα(A1 × ...×Ak(α)) =

=
∫
A1

...

∫
Ak(α)

Fα
1 (dωα

1 )Fα
2 (dωα

2 |{ωα}1) × ...× Fk(α)(dωα
k(α)|{ωα}k(α)−1),

Fα
i (ωα

i |{ωα}i−1) =




0, 0 � ωα
i � aα

i , {ωα}i−1 ∈ Ωi−1,
φα

i (ωα
i |{ωα}i−1), aα

i < ωα
i < aα

i+1, {ωα}i−1 ∈ Ωi−1,
1, aα

i+1 � ωα
i < T, {ωα}i−1 ∈ Ωi−1,

i = 1, k(α)+ � {ωα}i = {ωα
1 , . . . , ω

α
i }+ φα

i (ωα
i |{ωα}i−1) ∈ [0, 1)+ � ��$�%�%��� 	$%��

��+ ��	$��� + ����%�� ." ����%���� $%�	(�%� {Ωi−1,F0
i−1} � ����%��� $%�	(�%

{[0, 1],B([0, 1])}/ 8���'�� "�����& ωα
i �� [aα

i , a
α
i+1) "� ������� 8��	������� {ωα}i−1 ∈

Ωi−1+ $%�*��� φα
i (aα

i |{ωα}i−1) = 0�
9���� �"���(%� R ��� ������� ��$�����# ����*�� �� �����%��	���� $%�	�

(�%� {Ωα,F0
α, Pα} � $�������� ��$�����# ����*�� �� �����%��	���� $%�	(�%�

{Ω1,F1, P1}, �� !���� "���� �!��� ��$������ $%�'�	 ηt� ��#�� f(ωα
1 , ..., ω

α
k(α)) >

�!�� ����%�� ���-%�����! �����%��	���� $%�	(�%� {Ωα,F0
α, Pα} � ����%��� $%�	�

(�% {R,B(R)}. G�"��*���
Rf(ωα

1 , ..., ω
α
k(α)) = f1(ω) =

= f
(
g[aα

1 ,aα
2 )

(
ηaα

2
(ω) − ηaα

1
(ω)

)
, ..., g[aα

k(α),a
α
k(α)+1)

(
ηaα

k(α)+1
(ω) − ηaα

k(α)
(ω)

))
, .�/

� 8���'�! g[aα
i ,aα

i+1)
(ωα

i )> ��$�%�%��� ����(���� "%�	(� *� � �"����� ���"��*�� ���
�-%�����! ������� "��*��
 ��$������� $%�'�	� ηt �� ������� [aα

i , a
α
i+1)� H����

'� + �-�%���� � g[aα
i ,aα

i+1)
(ωα

i )+ $�"��*�(����� g−1
[aα

i ,aα
i+1)

(ωα
i )� ��! -�
�!��& �-�����

��& -�%����	
��& 8���'�& ϕ(x)+ "����& �� R+ $%����
�� %����	(
 .Eα > ��(���(�*��
	$������! � $%�	(�%� {Ωα,F0

α, Pα}/
Eαϕ(f(ωα

1 , ..., ω
α
k(α))) = E1ϕ(f1(ω)).
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������ � ����. �/0123�� 4�5��5�60/070 �6��/8 /�948/�:�;<� 5� 5�60=0� >?@A
�/0123�� 3�=� ��5�60/070 �6��/8 5�9�:�;<� 85�7�1;=�=02 �09�112 B1�6�
C081<�
>�@ =� 9��60�8 .�0/��=�<=0�8 ��0<�0�� {Ω1,F1, P1}�

����. =� .�0/��=�<=0�8 ��0<�0�� {Ωα,F0
α, Pα}, D0 /�9�0/�9�: 9��60�8 �054��


�2 {α} = {aα
i }k(α)+1

i=1 E�<0/070 �=���/�18 [0, T )A � �04890/�=�. 5� <��F:2 G8=63�.

�05�09�18 >i = 1, k(α)@

φα
i (ωα

i ) =

√
∆α

i δ

2πσ

∞∫

−g−1
[aα

i
,aα

i+1)(ω
α
i )

∞∫
0

e
− (y+q)2

2∆α
i

σ2 − (∆α
i )2δ

2qσ 1√
q3
dq dy, ωα

i ∈ [aα
i , a

α
i+1),

g−1
[aα

i ,aα
i+1)

(ωα
i ) = σ tg

(
π

2
· 2ωα

i − aα
i − aα

i+1

aα
i+1 − aα

i

)
+ δ tg

(
π

2
· ωα

i − aα
i

aα
i+1 − aα

i

)
,

�/0123�� ��5�60/070 �6��/8 /�948/�:�;<� 5� 5�60=0�

S∗
t ({α, ωα}) = ertS0Eα{eT (

√
2δ−σ2

2 )−ξ∗
T |F0,α

t }, .I/

9�

ξ∗t = −
m∑

i=1

g−1
[aα

i ,aα
i+1)

(ωα
i ), m = max{i, aα

i+1 � t} ωα
i ∈ [aα

i , a
α
i+1). .J/

�<=8: �����/0��==� R .�0/��=�<=070 ��0<�0�8 {Ωα,F0
α, Pα} 8 .�0/��=�<=�. ��0<���

{Ω1,F1, P1}A �6� 5�9�:�;<� >!@ ��6�A D0 91� 90/�1;=070 =�����9 5�9�=070 ε > 0 �<=8:
δ > 0A 91� �6070 5� 8�0/� ∆α = max

i
|aα

i+1 − aα
i | < δ <���/9H8:�;<�

sup
t∈[0,T ]

E1[St(ω) −RS∗
t ({α, ωα})]2 < ε. .K/

I6D0 G8=63�� f(x)A �6� 5�9�: /��1��� / �0��=� T /�60=�==� 0�3�0=8

fT ({α, ωα}) = f(S∗
T ({α, ωα})) = f(S0e

rT eT (
√

2δ−σ2
2 )−ξ∗

T )

5�90/01;=�: 8�0/8

|f(x1) − f(x2)| � C|x1 − x2|, 0 < C <∞, x1, x2 ∈ R,

�0 91� �/0123�J S∗
t ({α, ωα}) =� .�0/��=�<=0�8 ��0<�0�� {Ωα,F0

α, Pα} �<=8: ��=�

��1;=�. 7�9H π∗

t K �/0123�� 6�����18 �=/�<�0�� X∗
t ({α, ωα}), <���/�91�/� 3�=�

0�3�0=8 X∗
0 (α) � <��0G�=�=<0/=� <�����7�� {β∗

t ({α, ωα}), γ∗t ({α, ωα})}, �6� /�9�0/�9

�2�; π∗

t , 5�9�2�;<� G0��81���

X∗
t ({α, ωα}) = er(t−T )Eα{f(S∗

T ({α, ωα}))|F0,α
t }, .�/

X∗
0 (α) = e−rTEαf(S∗

T ({α, ωα})), .�L/

γ∗t ({α, ωα}) = ψk(α)(t|{ωα}k(α)), .��/
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β∗
t ({α, ωα}) =

X∗
t ({α, ωα}) − γ∗t ({α, ωα})S∗

t ({α, ωα})
B(t)

, .�0/

9� ψk(α)(t|{ωα}k(α)) =
k(α)∑
i=1

χ[aα
i , aα

i+1)(t)
ϕα,f

i (t|{ωα}i−1)
ϕ0,α

i (t|{ωα}i−1)
,

ϕ0,α
i (t|{ωα}i−1) =

S0

B0
[gα

i ({ωα}i−1, t) − 1
1 − φα

i (t)

∫
(t, aα

i+1)

gα
i ({ωα}i−1, x)φα

i (dx)],

ϕα,f
i (t|{ωα}i−1) = φ̄α

i ({ωα}i−1, t) − 1
1 − φα

i (t)

∫
(t, aα

i+1)

φ̄α
i ({ωα}i−1, x)φα

i (dx),

φ̄α
i ({ωα}i) =

1
B0erT

∞∫
−∞

f
(
B0e

rTgα
i ({ωα}i)e(T−aα

i+1)
(√

2δ−σ2
2

)
−y

)
F(T−aα

i+1)
(dy),

gα
i ({ωα}i) =

S0

B0
e

aα
i+1

(√
2δ−σ2

2

)
−ξ∗

aα
i+1 .

�� .�0/��=�<=0�8 ��0<�0�� {Ω1,F1, P1} 91� �/0123�J 3�=� ��5�60/070 �6��/8
S̄t(ω) = RS∗

t ({α, ωα}) �<=8: ��=���1;=�. 7�9HA �6�. �0H� 48�� �09�=�. 8 G0���

β̄t(ω) = Rβ∗
t ({α, ωα}), γ̄t(ω) = Rγ∗t ({α, ωα}), .�6/

�/0123�� 6�����18 �=/�<�0�� �� <���/�91�/� 3�=� 60=���6�8 5 0�3�0=0� 5�9�2

�;<� /�9�0/�9=0 G0��81���

X̄t(ω) = RX∗
t ({α, ωα}), X̄0(ω) = RX∗

0 ({α, ωα}). .�7/

� L1(Ω1,F1) �<=82�; 7��=�3�

lim
∆α→0

RX∗
cα

i
({α, ωα}) = Xπ∗

t (ω), lim
∆α→0

RX∗
0 (α) = X0,

lim
∆α→0

Rγ∗cα
i
({α, ωα})} = γπ∗

t (ω),

9� cαi " �0E6� 5 [aα
i , a

α
i+1) ��6�A D0 g−1

[aα
i ,aα

i+1)
(cαi ) = 0A 91� �6�� ���/�1;=� G0��81�

Xπ∗
t (ω) = er(t−T )

∞∫
−∞

f
(
er(T−t)St(ω)e(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y)

F(T−t)(dy),

X0 = e−rT

∞∫
−∞

f
(
erTS0e

T
(√

2δ−σ2
2

)
−y)

FT (dy). .��/

γπ∗
t (ω) =

∞∫
−∞

f ′(er(T−t)St(ω)e(T−t)
(√

2δ−σ2
2

)
−y)

e
(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y
F(T−t)(dy),
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Ft(dy) =
√
tδ

2πσ

∞∫
0

exp
{− (q − y)2

2tσ2
− t2δ

2σq
} 1√

q3
dq dy.

βπ∗
t (ω) =

Xπ∗
t (ω) − St(ω)γπ∗

t (ω)
Bt

.

L� G0��81� /�9�0/�9�2�; 0�3�0=8A 91� �6070 �/0123�� 4�50/070 ��5�60/070 �6��/8
5�9�:�;<� 85�7�1;=�=02 �09�112 B1�6�
C081<�A ���E0�8 Xπ∗

t (ω) 5�9�: �/0123�2
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����������)%�'�	�Wt (� ζt � ���%����� " ��"�������� $%�%�	(���+ (��� $����	�
( �$�	� (
	! 	��&�� �������%���� 8���'�!�� %�"$����� B������%�� 8���'�!
%�"$���� Ft(x) = P1(ξt � x) $%�'�	� .6/+ "� �$����� !��& -���(
	! ��%� �� $%�	�
(�%� {Ωα,Fα, Pα}+ � "��%(�� �������%��# 8���'�� %�"$���� FW

t (x) = P1(−σWt �
x) (� F ζ

t (x) = = P1(δζt � x) ��"������# $%�'�	�� −σWt (� δζt ��$������ 9����� 
"�����# "����� Ft(x) � ����!�+ "%�*���� �! �-*�	���


Ft(x) =

∞∫
−∞

FW
t (x− z)F ζ

t (dz) =

√
tδ

2πσ

∞∫
−x

∞∫
0

exp
{
− (y + q)2

2tσ2
− t2δ

2qσ

}
1√
q3
dq dy.

� ��	 � $�*�(����� �����%��	��� $%�	(�% {Ω1,F1, P1} (� ��$������ $%�'�	
ξt+ 8���'�� !���� � ���� '�! %�"������� ��(���� 9� �����%��	���� #�%��(�%�	�
(����� '
��� $%�'�	� (� 8���'�� g−1

[aα
i ,aα

i+1)
(ωα

i ) -���(
	! �����%��	��� $%�	(�%
{Ωα,Fα, Pα} � �� '
��� ������ �����%��	���� $%�	(�%� -���(
	! ��$������ $%�'�	
ξ∗t ({ωα}k(α)) "� 8�%���� .J/� G�-�% 8���'�& g

−1
[aα

i ,aα
i+1)

(ωα
i ) ���"��*�� ��"��*�� '��

$%�'�	 � $%�	(�% {Ωα,F0
α, Pα}� 9��������+ ,� '�� ��-�% �� $%��'�$����+ �������+

,�- ����������	! �����+ ������� $%� �"��*���� �"���(%�&�
9�	(�	������ (��%��� 12.7.1 " �6+ 	� JJK� �! S∗

t ({α, ωα}) " $%�	(�%� {Ωα,Fα, Pα}+
$�-�������� � (��%��� �+ (� ��%�"������� ��(���+ ,� ���� '����� "� .�/+ �(%������
(��%����! .K/+ 8�%���� �! �-*�	����! 	$%�������& '��� ���(%��(� " �$'�����
X0(α) .�L/+ ��%�"� �! ���� '�& ��$�(��� ����	(�%� X∗

t ({α, ωα}) .�/ (� 	���8�����
	����& 	(%�(���& {β∗

t ({α, ωα}), γ∗t ({α, ωα})}+ !�� ��$����� �������
���� ���� π∗
t A

.�0/ (� .��/ ��$������
G%�#��� *� ������ �"���(%� + ��%�����+ ,� �! ��$������� $%�'�	� S̄t(ω) =

RSt({α, ωα}), !��� �$�	�� ���� '� %�"������� ��(��� �� �����%��	���� $%�	(�%�
{Ω1,F1, P1}, �	��� �������
��� ���+ � ��$������ ���� ��$�(�� � $�%(8��
 ����	�
(�%� $�� (
	! 8�%������ .�6/+ .�7/� :�- �(%���(� %�"��
(�(� �! "����� St(ω)+
	$%!����� ����(% %�"-�((! ∆α = max

i
∆α

i = max
i

|aα
i+1 − aα

i | � ���!�
2�$�% "������ !���� ����! 8�%���+ $%� !�� ��(
	!� )�"��*���

γf
cα

i
=
Rϕα,f

i (cαi |{ωα}i−1)
Rϕ0,α

i (cαi |{ωα}i−1)
.
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)%����
�� (��� ����+ ������! !��& ����	��� � ��(���

"��� � ?� N1� f(x) = xn / L1(Ω1, P1) �<=8: 7��=�3�

lim
∆α→0

γxn

cα
i

= [er(T−t)St]n−1n

∞∫
−∞

e
n(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−yn

F(T−t)(dy).

�� N1� 489;
�6070 �01�=0�� Pm(x) =
m∑

n=0
cnx

n / L1(Ω1, P1) �<=8: 7��=�3�

lim
∆α

i →0
γPm

cα
i

=

∞∫
−∞

P ′
m

(
er(T−t)Ste

(T−t)
(√

2δ−σ2
2

)
−y)

e
(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y
F(T−t)(dy).

O� N1� =������/=0
9�G���=3�.0/=0J G8=63�J f(x), �6� 5�90/01;=�: 8�0/�

∃l ∈ Z, l � 0 :
f ′(x)

(1 + x2)l
→ 0, |x| → ∞, .�I/

/ L1(Ω1, P1) �<=8: 7��=�3�

γt(ω)= lim
∆α→0

γf
cα

i
=

∞∫
−∞
f ′(er(T−t)St(ω)e(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y)

e
(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y
F(T−t)(dy).

B(%������ 8�%���� �! ��$�(��� ����	(�%� (� 	$%�������& '��� ���(%��(� " �$'���
���� )�"�!� 8���'�! $��(��� ��� ����!

f
(
S∗

T ({α, ωα})
)

= f
(
erTS0e

T
(√

2δ−σ2
2

)
−ξ∗

T
)
,

(� ��$�(�� ����	(�%� X∗
t ({α, ωα}) �� {Ωα,F0

α, Pα}, "���(
	! 8�%���� .�/� ��! t ∈
[aα

i , a
α
i+1) ��%����

X∗
t ({α, ωα}) = er(t−T )Eα

{
Eα

{
f
(
erTS0e

T
(√

2δ−σ2
2

)
−ξ∗

T
)|F0,α

aα
i+1

}|F0,α
t

}
,

Eα

{
f
(
erTS0 exp{T (√

2δ − σ2

2
) − ξ∗T }

)|F0,α
aα

i+1

}
=

=

∞∫
−∞

f
(
erTS0 exp{T (√

2δ − σ2

2
) − ξ∗aα

i+1
− y}

)
F(T−aα

i+1)(dy) = ĝ({ωα}i).

��#�� X∗
t ({α, ωα}) =

k(α)∑
i=1

χ[aα
i ,aα

i+1)
(t)X∗,i

t ({ωα}i)+

� X∗,i
t ({ωα}i) = er(t−T )[ĝ({ωα}i)χ[aα

i , t](ωα
i )+

+
1

1 − φα
i (t)

aα
i+1∫
t

ĝ({ωα}i−1, y1)φα
i (dy1)χ(t, aα

i+1)
(ωα

i )].
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2��� X∗,i
cα

i
({ωα}i) = er(cα

i −T )
[
χ[aα

i ,cα
i ](ωα

i )Eα

{
f
(
S∗

T ({α, ωα})
)∣∣F0,α

aα
i+1

}
+

+χ(cα
i ,aα

i+1)
(ωα

i )Eα

{
f
(
S∗

T ({α, ωα})
)∣∣F0,α

aα
i

}]
.

F	��� �%���'! RX∗,i
cα

i
({ωα}i) � ��(%�'� L1(Ω1, P1) � ���� �-*�	� �(
	! "� 8�%���� 

Xt(ω) = lim
∆α→0

RX∗,i
cα

i
({ωα}i) = er(t−T )

∞∫
−∞
f
(
erTS0e

T
(√

2δ−σ2
2

)
−ξt−y

)
F(T−t)(dy) =

= er(t−T )

∞∫
−∞

f
(
er(T−t)St(ω)e(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y)

F(T−t)(dy).

��! 	$%�������& '��� ���(%��(� " �$'����� �(%������ 8�%���� .��/ " $�$�%��
�&
$%� t = 0� 2��%��� �������

�� #������� #�������� "��� �

9��������+ ,�

ϕ0,α
i (t|{ωα}i−1) = gα

i−1({ωα}i−1)[e
∆α

i

(√
2δ−σ2

2

)
−g−1

[aα
i

,aα
i+1)(t)−

− 1
1 − φα

i (t)

aα
i+1∫
t

e
∆α

i

(√
2δ−σ2

2

)
−g−1

[aα
i

,aα
i+1)(y)

φα
i (dy)],

φ̄α
i ({ωα}i) =

1
B0erT

∞∫
−∞

f
(
S0e

rT exp
{
T

(√
2δ − σ2

2
) − ξ∗aα

i+1
− y

})
F(T−aα

i+1)
(dy) =

=
1

B0erT

∞∫
−∞

f
(
B0e

rT gα
i ({ωα}i) exp

{
(T − aα

i+1)
(√

2δ − σ2

2
) − y

})
F(T−aα

i+1)(dy).

ϕα,f
i (t|{ωα}i−1) =

1
B0erT

∞∫
−∞

[
f
(
Ki(y, t, {ωα}i−1)

)−

− 1
1 − φα

i (t)

aα
i+1∫
t

f
(
Ki(y, y1, {ωα}i−1)

)
φα

i (dy1)
]
F(T−aα

i+1)
(dy),

� Ki(y, t, {ωα}i−1) =

= B0e
rT gα

i−1({ωα}i−1)e
∆α

i

(√
2δ−σ2

2

)
−g−1

[aα
i

,aα
i+1)(t)e

(T−aα
i+1)

(√
2δ−σ2

2

)
−y
.

4$�*�(�� "<!	���� $���( �� ��#�� f(x) = xn. 2��

ϕα,xn

i (s|{ωα}i−1) =
1

B0erT

∞∫
−∞

[(
Ki(y, t, {ωα}i−1)

)n−



.�010�2/3//4 5,�3�6 ��3+0��,.�*0 7<

− 1
1 − φα

i (t)

aα
i+1∫
t

(
Ki(y, y1, {ωα}i−1)

)n
φα

i (dy1)
]
F(T−aα

i+1)(dy) =

=
(
B0e

rT
)n−1

(
gα

i−1({ωα}i−1)e(
√

2δ−σ2
2 )(T−aα

i+1)
)n

×

×
[
e
(
√

2δ−σ2
2 )n∆α

i −ng−1
[aα

i
,aα

i+1)(s) − 1
1 − φα

i (s)

aα
i+1∫

s

e
(
√

2δ−σ2
2 )n∆α

i −ng−1
[aα

i
,aα

i+1)(y1)
φα

i (dy1)
]
×

×
∞∫

−∞
e−nyF(T−aα

i+1)
(dy).

)�"��*���

An(s, [aα
i , a

α
i+1)) = e

(
√

2δ−σ2
2 )n∆α

i −ng−1
[aα

i
,aα

i+1)(s)−

− 1
1 − φα

i (s)

aα
i+1∫

s

e
(
√

2δ−σ2
2 )n∆α

i −ng−1
[aα

i
,aα

i+1)(y1)
φα

i (dy1),

9 �%�#�����!� $�"��*��
+ ��%����

ϕα,xn

i (s|{ωα}i−1)
ϕ0,α

i (s|{ωα}i−1)
=

(
B0e

rT gα
i−1({ωα}i−1)

)n−1
e(

√
2δ−σ2

2 )n(T−aα
i+1)×

×An(s, [aα
i , a

α
i+1))

A1(s, [aα
i , a

α
i+1))

∞∫
−∞

e−nyF(T−aα
i+1)(dy).

)%���!��� s = cαi + � c
α
i > (��� (�*��+ ,� g−1

[aα
i ,aα

i+1)
(cαi ) = 0+ �(%������

Rϕα,xn

i (cαi |{ωα}i−1)
Rϕ0,α

i (cαi |{ωα}i−1)
=

(
B0e

rTRgα
i−1({ωα}i−1)

)n−1
e(

√
2δ−σ2

2 )n(T−aα
i+1)×

×An(cαi , [a
α
i , a

α
i+1))

A1(cαi , [a
α
i , a

α
i+1))

∞∫
−∞

e−nyF(T−aα
i+1)(dy).

Rgα
i−1({ωα}i) =

S0

B0
e

aα
i

(√
2δ−σ2

2

)
−ξaα

i .

B�%����

lim
∆α→0

An(cαi , [a
α
i , a

α
i+1))

A1(cαi , [a
α
i , a

α
i+1))

= lim
∆α→0

e(n−1)∆α
i (

√
2δ−σ2

2 ) ·

∞∫
0

[1 − e−ny]F∆α
i
(dy)

∞∫
0

[1 − e−y]F∆α
i
(dy)

= n.
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G��	���� 	(�#�	(�*��& ��$�%�%���	(� $%�'�	� ξt �(%������ (��� �%���'� "� �����%�
��	( D

lim
∆α

i →0

∞∫
−∞

e−nyF(T−aα
i+1)

(dy) = lim
∆α

i →0
E1{e−nξ(T−aα

i+1)} =

= E1{e−nξ(T−t)} =

∞∫
−∞

e−nyF(T−t)(dy),

lim
∆α→0

Rgα
i−1({ωα}i) =

S0

B0
e

aα
i

(√
2δ−σ2

2

)
−ξt .

B(��+ lim
∆α→0

γxn

cα
i

= [er(T−t)St]n−1n

∞∫
−∞

e
n(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−yn

FT−t(dy)

"� �����%��	( � ;! �%���'! -�� � � L1(Ω1, P1)+ �	���
�� γxn

cα
i
%������%�� ��(��%�����

)���( 0 � ��	����� �� )�%�#���� � ������! (%�(
��� $���(�� G����� $�"�
��*���!

Di(y, y1, τ, ciα, {ωα}i−1) =

= Ki(y, cαi , {ωα}i−1) + τ [Ki(y, y1, {ωα}i−1) −Ki(y, cαi , {ωα}i−1)].

9 �%�#�����!� '
���+ �(%������

ϕα,f
i (cαi |{ωα}i−1)=

−1
B0erT (1 − φα

i (cαi ))

∞∫
−∞

aα
i+1∫

cα
i

1∫
0

f ′(Di(y, y1, τ, ciα, {ωα}i−1)
)×

×[Ki(y, y1, {ωα}i−1) −Ki(y, cαi , {ωα}i−1)]dτφα
i (dy1)F(T−aα

i+1)(dy).

9��!�� ����� .�I/ �	�� (
 *�	�� 0 < c < ∞ (� $�	������	(
 $�������� Pn(x) (���+
,� ∀a > 0 sup

x∈[−a,a]

|f ′(x)−P ′
n(x)| → 0, n→ ∞+ |f ′(x)| � c(1 +x2)l, |P ′

n(x)| � c(1 +x2)l,

x ∈ [−a, a]. )�"��*��� Om � ������� %����"�'�� $%�'�	� ξt (���+ ,� Om =
{
ω ∈

Ω1, sup
0�t�T

|ξt| � m
}
,m ∈ N,

∞⋃
m=1

Om = Ω0 ⊆ Ω1, P1(Ω0) = 1. B'����� �� ������� Om

��%�"

|Rϕα,f
i (cαi |{ωα}i−1) −Rϕα,Pn

i (cαi |{ωα}i−1)|
|Rϕ0,α

i (cαi |{ωα}i−1)|
.

9������+ ,�

ϕ0,α
i (cαi |{ωα}i−1) = gα

i−1({ωα}i−1)
e
∆α

i

(√
2δ−σ2

2

)

1 − φα
i (cαi )

aα
i+1∫

cα
i

(1 − e
−g−1

[aα
i

,aα
i+1)(x)

)φα
i (dx),

(��

aα
i+1∫

cα
i

∣∣ −Ki(y, cαi , {ωα}i−1) +Ki(y, y1, {ωα}i−1)
∣∣φα

i (dy1)
B0e

rTgα
i−1({ωα}i−1)

1 − φα
i (cαi )

×
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× e
∆α

i

(√
2δ−σ2

2

)
e
(T−aα

i+1)
(√

2δ−σ2
2

)
−y

aα
i+1∫

cα
i

∣∣∣ − 1 + e
−g−1

[aα
i

,aα
i+1)(y1)

∣∣∣φα
i (dy1) =

=
B0e

rT e
(T−aα

i+1)
(√

2δ−σ2
2

)
−y

1 − φα
i (cαi )

∣∣∣ϕ0,α
i (cαi |{ωα}i−1)

∣∣∣.
)�"��*��� Hn(x) = |f ′(x) − P ′

n(x)| � %�"��!���� ��%�"

RId
1 (cαi , {ωα}i−1) =

1
B0erT

−d∫
−∞

aα
i+1∫

cα
i

1∫
0

RHn

(
Di(y, y1, τ, cαi , {ωα}i−1)

) ×

× |RKi(y, cαi , {ωα}i−1) −RKi(y, y1, {ωα}i−1)|dτφα
i (dy1)F(T−aα

i+1)(dy).

�� ������� Om (� �! y1 ∈ [cαi , a
α
i+1) �������(
	! �'����

0 � RDi

(
y, y1, τ, c

α
i , {ωα}i−1

)
= erTS0e

T
(√

2δ−σ2
2

)
−ξ∗

aα
i
−y ×

×
(
1 + τ

( − 1 + e
−g−1

[aα
i

,aα
i+1)(y1))) � erTS0e

T
(√

2δ−σ2
2

)
+m−y

.

2���

RHn

(
Di(y, y1, τ, cαi , {ωα}i−1)

)
� 2c(1 + vme

−2y)l,

� vm =
[
S0e

rT e
T

(√
2δ−σ2

2

)
+m]2

.
��! RId

1 (cαi , {ωα}i−1) $%����
�� �'����

RId
1 (cαi , {ωα}i−1) � 2ce(T−aα

i+1)
(√

2δ−σ2
2

)
1 − φα

i (cαi )
×

×
−d∫

−∞
e−y(1 + vme

−2y)lF(T−aα
i+1)

(dy)
∣∣∣Rϕ0,α

i (cαi , {ωα}i−1)
∣∣∣.

��! ��$�%� "������ ε > 0 ��-�%��� d > 0 (����+ ,�-

2ce(T−aα
i+1)

(√
2δ−σ2

2

)

1 − φα
i (cαi )

−d∫
−∞

e−y(1 + vme
−2y)lF(T−aα

i+1)
(dy) < ε,

(�� RId
1 (cαi , {ωα}i−1) � ε

∣∣Rϕ0,α
i (cαi , {ωα}i−1)

∣∣.
2�$�% �'����� RId

2 (cαi , {ωα}i−1).

RId
2 (cαi , {ωα}i−1) =

1
B0erT

∞∫
−d

aα
i+1∫

cα
i

1∫
0

RHn

(
Di(y, y1, τ, cαi , {ωα}i−1)

)×

×∣∣RKi(y, cαi , {ωα}i−1) −RKi(y, y1, {ωα}i−1)
∣∣dτφα

i (dy1)F(T−aα
i+1)(dy).



7) *���
��� +,&-./

�� ������� Om (� �! y1 ∈ [cαi , a
α
i+1), y ∈ [−d,∞) �������(
	! �'����

0 � RDi(y, y1, τ, cαi , {ωα}i−1) � erTS0e
T

(√
2δ−σ2

2

)
+m+d = lm.

G�-�%��� '��� *�	�� N0(ε) (����+ ,�- ����������	
 ��%����	(


sup
0�x�lm

Hn(x) < ε1+ n � N0(ε1), � ε1 =
1 − φα

i (cαi )

ede
(T−aα

i+1)
(√

2δ−σ2
2

) . 3�(�����

RId
2 (cαi , {ωα}i−1) � ε

1 − φα
i (cαi )

∞∫
−d

e
(T−aα

i+1)
(√

2δ−σ2
2

)
e−yF(T−aα

i+1)
(dy)×

×∣∣Rϕ0,α
i (cαi |{ωα}i−1)

∣∣ � ε1
ede

(T−aα
i+1)

(√
2δ−σ2

2

)

1 − φα
i (cαi )

∣∣Rϕ0,α
i (cαi |{ωα}i−1)

∣∣ �

� ε
∣∣Rϕ0,α

i (cαi |{ωα}i−1)
∣∣.

B(��+ ∃N0(ε,m) (���+ ,� �! n > N0(ε, n)
∣∣Rϕα,f

i (cαi |{ωα}i−1) −Rϕα,Pn

i (cαi |{ωα}i−1)
∣∣∣∣Rϕ0,α

i (cαi |{ωα}i−1)
∣∣ � 2ε.

�� ������� Om 	$%�����(
	! ��%����	(


er(T−t)St(ω)e(T−t)
(√

2δ−σ2
2

)
� S0e

rT e
T

(√
2δ−σ2

2

)
+m

.

2���

∞∫
−∞

Hn(er(T−t)St(ω)e(T−t)
(√

2δ−σ2
2

)
−y)e(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y
F(T−t)(dy) �

�
−d∫

−∞
e
(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y2c(1 + vme

−2σy)lF(T−t)(dy)+

+ε

∞∫
−d

e
(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y
F(T−t)(dy) � ε+ cε,

!�,� d ��-%�(� �	�(
 �������+ � n > N0(ε,m). G��	���� ����
��	(� m � (���+ ,�

P1

( ∞⋃
m=1

Om

)
= 1, �(%������ (��%����! @��� ��

$�	�������� ��! �"����
����& ����� ����������	� �! �$'����� ��%�$��	
���
�� (�$� " ��%���� ���	�� ����� �$�%�� �(%����� 8�%���� �! ����	(�'������
$�%(8��! ����	(�%�+ ,� ��$����� �������
���� ����+ �! ���� '�& ��$�(��� ���
��	(�%� (� 	$%�������& '��� �$'����� :�- "�	(�	���(� ����
 �� $%��(�'�+ (%�-�
�'���(� "��*���! $�%���(%�� δ (� σ " �	(�%�*��# ���# $%� '��� ��'�&�
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